Recenzja pracy doktorskiej ,Istnienie gestosci niezmienniczych dla
semiukladéw dynamicznych ze skokami’’ autorstwa mgr Weroniki
Biedrzyckiej

Praca mgr Biedrzyckiej dotyczy teorii kawalkami deterministycznych proceséw Markowa i
ich zastosowaniami. Méwiac doktadniej, w pracy analizowane s3 modele proces6w ktdre
zachodza w sposdb ciagly, ale sg co jakis czas, okreslony losowo, zaburzane, rowniez w
sposob losowy, ale w obrebie tego samego modelu deterministycznego. Przyktadowo, mozna
rozwaza¢ uktad dynamiczny z okre$lonymi trajektoriami i ruch, ktéry poczatkowo odbywa
si¢ po jakiej$ trajektorii ale co jaki$ czas przeskakuje na inne, wybrane losowo, trajektorie
tego samego uktadu. Sg to procesy bardzo wazne w zastosowaniach, np przy opisie migracji,
gdzie uktad deterministyczny moze by¢ uktadem McKendricka opisujgcym starzenie sie
populacji rozmieszczonych na réznych obszarach, za$ czg$¢ stochastyczna opisuje
odpywajace si¢ co jaki$ czas migracje pomi¢dzy ré6znymi obszarami. Inne zastosowania to np
procesy fragmentacji i koagulacji ze wzrostem, gdzie wzrost obiektéw jest modelowany
deterministycznym réwnaniem transportu, za$ cz¢$¢ stochastyczna opisuje losowy proces
rozpadu czasteczek, lub transport na sieciach, gdzie redystrybucja czasteczek w weztach
moze by¢ opisywana metodami probabilistycznymi. Jak w wigkszo$ci podobnych
przypadkow, modele takie mogg by¢ opisywane metodymi czysto analitycznymi, badz czysto
probabilistycznymi, przy czym kazde z tych podej$¢ ma swoje wady i zalety, gdyz kazda z
metod czego$ nie widzi w modelu, a co$ dostrzega lepiej. Wielkg zaletg tej pracy, jak tez i
wynikéw uzyskanych wczesnie przez jej promotorke, jest potaczenie metod
probailistycznych i funkcjonalno analitycznych w jedno narzedzie. Efektywnos$¢ takiego
potaczenia jest szczegdlnie widoczna w Rozdziale 6 gdzie, dzigki zastosowaniu technik z obu
dzialéw matematyki i odpowiedniej interpretacji obiektdw probabilistycznych, zostato
udowodnione twierdzenie o warunkach dostatecznych i1 wystarczajacych dla opisu
dlugoczasowegi zachowania si¢ rozwigzan rdwnan fragmentacji przy znacznie stabszych
zatozeniach niz istniejace w literaturze.

Praca sklada si¢ z szeSciu rozdziatéw, wstgpu 1 spisu literatury. W Rozdziale 1 autorka
wprowadza podstawowe definicje, gtdéwnie probabilistyczne, stuzgce konstrukcji kawatkami
deterministycznego procesu Markowa. Rozdzial 2 omawia struktury z pogranicza analizy
funkcjonalnej i rachunku prawdopodobienstawa, ktére beda gtéwnymi narzedziami
uzywanymi w pracy. Sg to operatory i pétgrupy stochastyczne 1 podstochastyczne, cze§ciowo
catkowe, operatory preharisowskie, operatory Perrona-Frobeniusa, g¢sto$ci niezmiennicze i
podniezmiennicze,etc. Poniewaz gldéwnym celem pracy jest badanie zachowaan
dlugoczasowych kawaltkami deterministycznych procesow Markowa, Rozdzial 2 podaje tez
twierdzenia klasyfikujace mozliwe zachowania si¢ takich operatordw. Interesujgce jest tutaj
badanie wprowadzenie operatora supx-0R(A, A), ktdry bedzie pozniej odgrywac istotng rolg w
analizie. Rozdziat 3 poswigcony jest analizie potgrup stochastycznych. Autorka przypomina
twierdzenie perturbacyjne Kato (Voigta) w nieco uproszczonej formie, jednak gtdéwna czgéc
dotyczy istnienia gestosci niezmienniczych, ktore to istnienie odgrywa podstawowg role w
analizie asymptotyki dlugoczasowe;j tych pétgrup. Istotng role znéw odgrywa pewien
operator skonstruowany jako K= limy~oP(¢R(A A)). Gestosci niezmienicze buduje sig, o ile
to mozliwe, za pomocg gestosci podniezmienniczych operatora K. W Rozdziale 4 autorka




stosuje teori¢ rozwini¢ta w poprzednim rozdziale do tytutowych kawatkami
deterministycznych proceséw Markowa. Opierajac si¢ na wynikach uzyskanych przez
promotorke w pracy ,,Substochastic semigroups and densities of piecewise deterministic
Markov processes’’ J. Math. Anal. Appl. 357 (2009), no. 2, 385402, a dotyczacych
powiazania dyskretnego procesu Markowa z odpowiednig pdtgrupg stochastyczng, autorka
dowodzi gléwnego twierdzenia tego rozdzialu, Twierdzenia 4.2, ktore wigze istnienie
niezmienniczej miary probabilistycznej tancucha Markowa z wlasciwo$ciami procesu
ciggltego. W tym twierdzeniu pojawia si¢ warunek na skonczonos¢ wartosci oczekiwanej
prierwszego przeskoku ktoéry odgrwywa centralng role w analizie asymptotyki dlugoczasowej
procesdw fragmentacji. We wszystkich twierdzenia podstawomym zatozeniem jest istnienie
jedynej gestosci/miary niezmienniczej i w nawigzaniu do tego wymogu, w Podrozdziale 4.2
autorka podaje bardzo techniczne warunki wystarczajgce na istnienie takiej gestosci.
Rozdzialy 5 1 6 zawierajg zastosowania zaprezentowanej teorii. W Rozdziale 5 autorka
omawia model dwuwymiarowego procesu opisujgcego ewolucje mRNA i biatek w ktérym
czasteczki mRNA podlegaja ciaglemu rozpadowi przerywanemy w losowych momentach,
kiedy pojawiaja si¢ nowe czasteczki z intensywno$cig zalezng od aktualnego poziomu biatek.
W Rozdziale 6 mamy do czynienia z procesem fragmentacji. Wiadomo, ze w takim procesie
rozktad czasteczek musi zmierzaé¢ do dystrybucji Diraca (pomnozenej przez x). Aby nadac tej
teorii bardziej iloSciowsa postac, poprzez odpowiednie skalowanie rownanie fragmentacji
mozna przeksztalci¢ do rdwnania fragmentacji ze wzrostem. To podejscie zostato
zastosowane n.p. w pracy ,,General relative entropy inequality: An illustration on growth
models, Journal des Mathematiques Pures et Appliquees, 84(9), 1235-1260°’ autorstwa P.
Michela, S. Mischlera i B. Perthama, gdzie do wykazania zbiezno$ci zastosowali metde
wzglednej entropii. W recenzowanej pracy autorka wykorzystuje fakt, ze po opisanej wyzej
transformacji otrzymujemy rozwigzanie transportu ze Markowowska perturbacjg catkows,
do ktdrego mozna zastosowaé rozwinigtg teori¢ kawatkami deterministycznych procesow
Markowa. Jak wspomniatem juz na poczatku, zastosowanie tej teorii pozwala znacznie
ostabi¢ zatozenia, ktdre pojawialy si¢ w tym kontekscie w literaturze przedmiotu. W
szczegblnosci, warunak na skonczono$é wartosci oczekiwanej pierwszego skoku,
przettumaczony na jezyk teorii fragmentacji okazuje si¢ by¢ warunkiem koniecznym i
wystarczajacym aby zachodzita zbiezno$¢ dowolnych rozwigzan réwnania fragmentacji do
rozwigzania samopodobnego. Prace konczy kilka przyktadéw, gdzie zostaly policzone
rozwigzania samopodobne dla réwnan znanych z literatury.

Jednakze, majac na uwadze dalsza karierg autorki, wydaje mi sig, ze warto zwroci¢ uwage na
pewne, moim zdaniem, braki w sposobie redagowania pracy. Poniewaz tematyka jest
nietrywialna 1 dotyczy styku dwdch dziedzin matematyki, praca by bardzo zyskata gdyby
autorka po$wigcila wiecej czasu na wyjasnienie, skad pewne struktury si¢ biorg i po co sie je
konstruuje oraz po$wiecita wiecej uwagi oznaczeniom — to, ze zardOwno operator
stochastyczny i potgrupa oznaczane s3 t3 samg literg P nie pomaga w czytaniu. Podobnie,
poniewaz dowody twierdzen mogg (wregcz byé powinny) byé czytane przez osoby bedace
niekoniecznie specjalistami w danej dziedzinie, powinny by¢ one bardziej wyczerpujace,
mie¢ wyrazniejsza strukture i lepszy system odniesien, a nie stanowié seri¢ puzzli do
rozwigzania. Przyktadowo:



e dowdd Lematu 2.1 konczy si¢ stwierdzeniem ...co prowadzi do sprzecznos$ci z
zatozeniem..., podczas gdy tak naprawde sprzecznos$¢ uzyskujemy z nieréwnoscig 7
linijek wczedniej.

e W dowodzie Lematu 2.5 nie zaszkodziloby wyraznie zaznaczyc, gdzie dowodzimy
réwnowaznosci (1) 1 (2), a gdzie (1) i (3) 1 napisac co zakladamy najpierw.

o W sformutowaniu Twierdzenia 4.2 pojawia si¢ symbol t; — jesli przyjmujemy, ze
definicja t, z Twierdzenia 4.1 jest tutaj wystarczajaca, to po co ponownie definiowad
t1 w Lemacie 4.3.

e W dowodzie lematu 4.3, na poczatku pojawia si¢ zdanie ...wigc aproksumujgc
réwnanie (4.1)... — aproksymujac w jakim sensie? Na pierwszy rzut oka, w roOwnaniu
(4.1) pojawiaja si¢ zupeie inne obiekty niz w réwnaniu w dowodzie —np (4.1)
zalezy od czasu.

¢ Brakuje mi troch¢ porzadnego operowania kwantyfikatorami. Np. W Rozdziale 5 rzad
odpowiedniej macierzy jest sprawdzony dla n = 2, podczas gdy w definicji ' (x)
pojawia si¢ n >1 co by sugerowato, ze warunek musi byc zachodzi¢ dla kazdego n.

Jest tez troche bleddéw edytorkich. Przyktadowo:

e Str. 9 wydaje mi sig, ze nazwisko Nikodym powinno by¢ pisane bez akcentu;

e W sformutowaniu Lematu 6.1 pojawia si¢ skrot p.w., za§ w dowodzie jest p.n.?
e Str. 48, 8 linijka od dotu...jak naszymi metodami...;

e Str 49, 3 linijka od gory: polski cudzystow jest inny;

e Str 53, 9-10 linijka od gbéry: W zasadzie jako, Ze..., wigc... nie brzmi za dobrze;

Wiyniki zaprezentowane w pracy doktorskiej sa nietrywialne i znacznie pogiebiajg nasze
rozumienie procesOw takich, jak fragmentacja. Dla mnie interesujaca jest rola odgrywana w
ogblnej teorii pdtgrup podstochastycznych przez operator K= limy>oP(@R(A, A)) ktory byt
raczej pomijany w analizie. Innym ciekawym problemem jest identyfikacja pewnych zatozen
naktadanych na proces Markowa w kontekscie opisu deterministycznego. Wyniki
zaprezentowane w pracy zostaly opublikowane, wspolnie z promotorka, w dwdch dobrych
czasopismach. Podsumowywujac, uwazam Ze praca spelnia wymagania stawiane przed
praca doktorska i wnioskuje¢ o nadanie pani mgr Weronice Biedrzyckiej stopnia
doktora. Jako$¢ wynikéw moze stanowié podstawe do wszczecia dyskusji, czy praca
zasluguje na wyrodznienie. ’
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