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1 Opis dziedziny i motywacja

1.1 Automaty przetworniki i grupy automatowe

Automat przetwornik w klasycznej wersji (tzw. automat Mealy’ego) mozna sobie wyobrazi¢
jako graf skierowany o skoniczonym zbiorze wierzchotkow S (zbiér stanéw automatu), w ktorym
kazda krawedz jest oznakowana para postaci z|y, gdzie x i y to elementy (litery) z ustalonego,
skoriczonego i niepustego zbioru X (alfabetu). Wyruszajac z jakiego$ wierzchotka s € S, dowolna
skoniczona wedrowka wzdtuz krawedzi grafu (zgodnie z ich kierunkiem) definiuje w sposoéb
naturalny pewien skoiiczony ciag par

$1|yh $2|y27 oo 7mn|yn7

gdzie z;,y; € X dla 1 < i < n. Powiemy woéwczas, ze w wedrowce tej stowo w = xy...x,,
zbudowane z kolejnych poprzednikéw tych par (tzw. liter na wejsciu) przechodzi na stowo
V=11 ...Yn, zbudowane z kolejnych nastepnikow (liter na wyjsciu) lub tez, ze automat, bedac
w stanie s i odczytujac na wejsciu stowo w, wypisuje na wyjséciu stowo v. W dalszym ciagu
moéwiac ,automat”, bedziemy mie¢ na mysli automat permutujacy, czyli taki graf, ze z kazdego
jego wierzchotka wychodzi doktadnie |X| krawedzi (wychodzacych) i kazdy z dwoch zbiorow
liter przy tych krawedziach wychodzacych (tj. zbior liter na wejsciu oraz zbior liter na wyjsciu)
wyczerpuje caly alfabet. W szczegolnosci dla dowolnego stanu s € S i dowolnego stowa w
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Rysunek 1: automat minimalny generujacy nieskoniczona 3-grupe

nad alfabetem X istnieje dokladnie jedna droga skierowana o poczatku w stanie s, na ktorej
kolejne litery na wejéciu uktadaja sie w stowo w, a kolejne litery na wyjsciu — w pewne stowo
tej samej dlugosci co w. Dowolny stan automatu definiuje wiec pewne przeksztalcenie zbioru
X* wszystkich skonczonych stow nad alfabetem X. Przeksztatcenie to mozna opisaé poprzez
funkcje przejs¢ ¢: S x X — S i funkcje wyjsé ¢¥: S x X — X, ktore definiuja automat
jednoznacznie i opisuja go jego maszyne, ktora bedac w stanie s € S i odezytujac na wejsciu
litere x € X, przechodzi do stanu ¢(s,z) i wypisuje na wyjsciu litere (s, x). Automat taki
bedziemy oznacza¢ jako czworke
A= (5 X,0,7).

Wowcezas dla kazdego stanu s € S obraz dowolnego niepustego stowa w = xy ...z, przy prze-
ksztalceniu s: X* — X* definiowanym przez stan s mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

S(w) =(s1,21) ... Y(Sp, ),

3



gdzie ciag stanow si,...,s, jest zdefiniowany rekurencyjnie: s; := s, s;41 = @(s;, ;) dla
1 <i<n—1. Przyjmujemy rowniez s(e) := ¢, gdzie € oznacza stowo puste (ciag liter dtugosci
7€ero).

Zalozenie, ze automat A = (5, X, ¢,1) jest permutujacy, implikuje, ze przeksztalcenia s
(s € S) sa permutacjami zbioru X*, czyli s € Sym(X*). Bezposrednio z konstrukeji tych
przeksztalcenn wynika, ze zachowuja one dtugosci oraz poczatki stow, tzn. dla dowolnych w, v €
X* mamy: [s(w)| = |w]|, a jezeli stowa w i v maja wspolny poczatek (prefiks) danej dtugosci,
to ich obrazy s(w) i s(v) réwniez maja wspolny prefiks tej dtugosci.

Przeksztalcenie f: X* — X* dla ktérego mozna skonstruowaé¢ automat Mealy’ego A =
(S, X, @,1) taki, ze f =5 dla pewnego stanu s € S, bedziemy nazywaé przeksztatceniem auto-
matowym nad alfabetem X. Zbior wszystkich przeksztalcen automatowych nad alfabetem X
bedziemy oznaczaé przez MA(X™*). Ztozenie przeksztalcen automatowych, a takze przeksztal-
cenie odwrotne do przeksztalcenia automatowego, rowniez jest przeksztatceniem automatowym.
W szezegolnosci MA(X*) < Sym(X*). Dowolna podgrupa G < MA(X*) jest nazywana grupa
automatowa. Dla pojedynczego automatu Mealy’ego A = (S, X, ¢, 1) grupa generowana przez
przeksztatcenia s € Sym(X*) dla s € S jest nazywana grupa generowang przez ten automat i
oznaczana przez G(A):

G(A):=(s:s€9).
Zatem grupa G(A) < MA(X*) jest przykladem skoriczenie generowanej grupy automatowe;j.

Pojecie grupy automatowej wprowadzit V. M. Glushkov ([28]) w 1961 roku, wysuwajac
przypuszczenie, ze mozna uzyska¢ w ten sposob nieskonczong grupe torsyjna, ktora jest skoni-
czenie generowana, czyli grupe rozwiazujaca stynny problem Burnside’a z 1902 roku. Zostato
ono potwierdzone w 1972 roku przez S. V. Aleshina ([1]), ktory dla kazdej liczby pierwszej
p > 2 skonstruowal nieskoniczong p-grupe, generowana przez dwa przeksztalcenia automatowe,
zdefiniowane przez dwa stany pewnych dwoch automatow nad alfabetem p-literowym, z ktorych
jeden mial 3 stany, a drugi p? + p + 3 stanoéw.

Inng pionierska konstrukcje nieskoriczonych p-grup generowanych przez dwa przeksztatcenia
automatowe nad alfabetem p-literowym podal W. Suszczanski ([75]) w 1979 roku. Zastosowal
on w niej algebraiczny jezyk tablic wraz z tzw. $cietymi wielomianami nad ciatem skonczonym —
metode wprowadzong przez L. Kaloujnina ([|48]) do badania iterowanych splotéw grup. W 2006
roku I. Bondarenko i D. Savchuk ([19]) wyodrebnili tzw. sekcje przeksztatcen Suszczanskiego,
otrzymujac w ten sposob automat o 2p? +p+5 stanach i wyprowadzajac szereg wlasnosci grupy
generowanej przez ten automat (czyli grupy zwanej samopodobnym domknieciem odpowiedniej
p-grupy Suszczanskiego).

W 1980 roku R. I. Grigorchuk ([30]) otrzymat konstrukcje 5-stanowego automatu nad alfa-
betem binarnym i pokazal, ze automat ten generuje nieskoniczong 2-grupe, nazywana obecnie
grupa Grigorchuka. Poszukiwano rowniez minimalnego (pod wzgledem liczby stanéw) automatu
Mealy’ego, ktory generuje nieskoriczong p-grupe. Dla kazdego p > 3 automat taki skonstruowat
w 1985 roku Grigorchuk (|35]) — posiada on 3 stany i pracuje nad alfabetem p-literowym (przy-
padek p = 3 pokazano na rys. 1). W szczegolnosei nie istnieje 2-stanowy automat Mealy’ego
nad alfabetem p-literowym, ktory generuje nieskoriczona p-grupe. Z drugiej strony, w zesztym
roku odkrytem dla dowolnej liczby pierwszej p > 3 automat Mealy’ego A o dwoch stanach
nad alfabetem p-literowym, ktory definiuje uniwersalne zanurzenie dla skonczonych p-grup,
tzn. dowolna skoriczona p-grupe mozna zanurzy¢ w grupe G(A) generowana przez ten automat
(przypadek p = 3 przedstawia rys. 2). Jest to jedyny znany do tej pory przyklad automatu o
dwoch stanach, ktory generuje tzw. grupe rozgateziong (branch group) i jeden z dwoch (obok
tzw. grupy Apoloniusza — [36]) znanych do tej pory przykladéow skoriczenie generowanej grupy
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Rysunek 2: automat definiujacy uniwersalne zanurzenie dla skoniczonych 3-grup

regularnie rozgalezionej, majacej nieskoriczona grupe cykliczng jako swoj obraz homomorficzny
(indicable group). Wynik ten zreferowatem na miedzynarodowej konferencji w Kijowie ,Gro-
ups and actions: geometry and dynamics” (|84]), a takze w tym roku na seminarium z teorii
grup na Uniwersytecie Genewskim (Szwajcaria) na zaproszenie R. I. Grigorchuka (|85]). Dla
p = 2 istnienie takiego 2-stanowego automatu wyklucza znana klasyfikacja wszystkich grup (z
dokladnoscia do izomorfizmu) generowanych przez automaty Mealy’ego o dwoch stanach nad
alfabetem binarnym; sa to ([35]): grupa trywialna, grupy cykliczne Cy i Cy,, grupa czworkowa
Kleina Cy x Cy, nieskoniczona grupa diedralna D, oraz grupa migajacych zaroéwek (lampligh-
ter group) CowrCly,, czyli iloczyn potprosty @Cw C5 x Cy 7z dziataniem Cy, na sumie prostej
@D C2 przez lewostronne przesuniecie. Obecnie trwaja ([17]) proby klasyfikacji grup genero-
wanych przez 3-stanowe automaty Mealy’ego nad alfabetem binarnym (sklasyfikowano do tej
pory wszystkie grupy skonczone i abelowe generowane przez takie automaty).

Grupy automatowe stanowia réwniez interesujacy obiekt badawczy dla klasycznych w teorii
grup probleméw algorytmicznych. Przyktadowo, znana konstrukcja ztozenia automatéw oraz
konstrukcja automatu odwrotnego, jak rowniez algorytm testujacy w automacie, czy dany jego
stan definiuje przeksztalcenie identycznosciowe (wystarczy w tym celu przetestowaé wychodzace
7z tego stanu Sciezki o dlugosci nie wiekszej niz liczba wszystkich stanow), prowadzi od razu
do wniosku, ze skoriczenie generowane grupy automatowe maja rozwiazywalny problem stow.
7 drugiej strony, w 2012 roku Z. Suni¢ i E. Ventura ([74]) uzyskali konstrukcje automatu A,
dla ktorego problem sprzezonosci w grupie G(A) nie jest rozwiazywalny. Opierajac sie na niej,
pokazali, ze problem izomorfizmu nie jest rozwiazywalny w klasie grup generowanych przez
automaty Mealy’ego.

Do duzego zainteresowania grupami automatowymi przyczynita sie z pewnoscia grupa Gri-
gorchuka, ktora rozwiazata takze problem Milnora z 1968 roku, pytajacy o mozliwe typy wzrostu
grup (grupa Grigorchuka ma tzw. wzrost posredni — [31]) oraz problem Day’a z 1957 roku, do-
tyczacy istnienia grupy sredniowalnej, nie bedacej grupa elementarnie sredniowalna ([32]). Do
chwili obecnej skonstruowano wiele interesujacych przyktadéw grup generowanych przez auto-
maty Mealy’ego. Sa one nadal intensywnie badane (wliczajac w to grupe Grigorchuka) i czesto
potwierdzaja jeden z wickszych fenomenéw wspotczesnej teorii grup, czyli fakt, ze sam automat
moze mie¢ bardzo prosta budowe, liczy¢ tylko dwa lub trzy stany i pracowa¢ nad alfabetem
zaledwie kilkuliterowym, a mimo to wykazywac sie duza egzotyka i stopniem komplikacji, je-
zeli chodzi o algebraiczne, geometryczne, czy tez algorytmiczne wlasnosci grupy przez niego
generowane;.

1.2 Drzewa stéw: regularne i poziomowo jednorodne

Zbior X* skoniczonych stow nad alfabetem X ma strukture nieskoriczonego, lokalnie skorczo-
nego drzewa z korzeniem: dwa stowa taczymy krawedzia, jezeli jedno z nich powstaje z drugiego
przez dopisanie na koniec jednej litery. Zbior X" stow dtugosci n (n > 0) tworzy n-ty poziom



drzewa X*, czyli zbior wierzchotkéw oddalonych o n od korzenia (ktérym jest stowo puste
€). Drzewo X* jest nazywane drzewem regularnym z korzeniem, gdyz dla kazdego wierzchotka
w € X* liczba jego bezposrednich potomkow (tj. stow postaci wz dla x € X)) nie zalezy od w i
jest rowna | X]|.

W sposob naturalny rozpatruje sie szersza klase lokalnie skoriczonych drzew z korzeniem. Sa
to drzewa, w ktorych dowolne dwa wierzchotki z tego samego poziomu (tzn. tak samo odlegte od
korzenia) maja taka sama liczbe bezposrednich potomkow. Kazde takie drzewo jest izomorficzne
z drzewem stow nad zmiennym alfabetem, ktory definiujemy jako nieskoriczony ciag

X = (X17X2, . )

alfabetow. Stowami w tym drzewie sg ciagi liter postaci x5 ...z, gdzie z; € X;dlal1 <:<n
(nie bedziemy liter oddziela¢ przecinkami). Stowa dtugosci n > 0, czyli elementy iloczynu kar-
tezjanskiego X" := X x...x X,, (dlan = 0 przyjmujemy X° := {¢}), tworza n-ty poziom tego
drzewa. W szczegblnosci liczba bezposrednich potomkow kazdego wierzchotka z n-tego pozio-
mu (n > 0) jest rowna | X,,11|. Pierwsze cztery poziomy przyktadowego drzewa X* przedstawia
rys. 3.

X, ={0, 1,2} g
X,={0, 1,2, 3}
X, =10, 1}
0 1 2
00" 01 02 03 10, 11 12 13 50721 22 23

000 001010 O11 020 021030 031100 101110 111 120 121130 131200 201210 211 220 221230 231

Rysunek 3: przyktadowe drzewo X*

Definicja 1 Zmienny alfabet X = (X;);>1 nazywamy ograniczonym, jezeli ciag (| X;|);>1 jest
ograniczony. W przeciwnym razie alfabet X nazywamy nieograniczonym. Jezeli X jest ciagiem
stalym, to nazywamy go stalym alfabetem i utozsamiamy ze zbiorem Xj.

Uwaga 1 Zaktadamy dalej, ze jezeli X = (X;);>1 jest zmiennym alfabetem, to wszystkie zbiory
X, sa skonczone i maja co najmniej 2 elementy.

1.3 Grupa Aut(X*) i grupy definiowane przez automaty zmienne w czasie

Grupa Aut(X*) automorfizméw drzewa X* nad zmiennym alfabetem X = (X;);> sklada
sie ze wszystkich permutacji zbioru wierzchotkow, ktore zachowuja korzeni i relacje sasiedztwa.
Sa to doktadnie te permutacje zbioru X*, ktore zachowuja dtugosci i poczatki stow.

W przypadku, gdy alfabet X = (X;);>1 jest staly, to grupa MA(X™) przeksztatcenn defi-
niowanych przez automaty Mealy’ego nad alfabetem X tworzy wtasciwa podgrupe w grupie
Aut(X*). Gdy alfabet X nie jest staly, to w grupie Aut(X*) rowniez mozna wyrdzni¢ podgrupy



generowane przez automaty. Sa to tzw. automaty zmienne w czasie (inna nazwa: automaty nad
zmiennym alfabetem). Automat taki powstaje z automatu Mealy’ego przez nalozenie na niego
dyskretnej skali czasu i dopuszczenie mozliwosci zmiany struktury przejéé i wyjsé w kolejnych
taktach jego pracy.

Definicja 2 Automat A nad zmiennym alfabetem X = (X;);>1 definiujemy jako skonczony
zbioér stanéw S wraz z dwoma nieskoniczonymi ciggami

P = (@17%0% - ‘)’ 1/) = (¢17w27 . )

funkcji przejsé ¢;: S x X; — S i funkcji wyjsé ¢;: S x X; — X;. Automat taki bedziemy
oznaczaé jako czworke A = (S, X, ¢, ).

Uwaga 2 W dalszym ciggu, zamiast méwi¢ ,automat nad zmiennym alfabetem” lub ,automat
zmienny w czasie”, bedziemy uzywali prostego okreslenia ,automat”. Mowiac zatem ,automat”,
bedziemy mie¢ na mysli automat z definicji 2, rozrézniajac to pojecie od automatu Mealy’ego,
traktowanego jako szczegdlny przypadek automatu, w ktorym wszystkie trzy ciagi X = (X;)i>1,
© = (pi)i>1 19 = (s)i>1 sa stale (ciagi te bedziemy wowcezas utozsamiaé¢ z ich elementami).

Dla kazdego stanu s € S automatu A = (S, X, ¢, 1)) mozemy, analogicznie jak dla automatu
Mealy’ego, zdefiniowaé¢ przeksztalcenie automatowe s: X* — X* w sposéb rekurencyjny: jezeli
w=x...¢, € X*, to

g(w) = ¢1(51a xl) 3 -¢n(5nv xn)a

gdzie s := s oraz s;11 = @i(s;,x;) dla 1 < i < n — 1. Wygodnie jest patrze¢ na tego typu
przeksztalcanie jak na rezultat dzialania maszyny, ktora w i-tej sekundzie (i > 1), bedac w
dowolnym stanie g € S i pobierajac na wejsciu litere x € X, przechodzi w nastepnej sekundzie
do stanu p;(q, x) € S, wypisuje na wyjsciu litere 1;(¢, x) € X; i kontynuuje prace w nastepne;
sekundzie. Tu réwniez zaktadamy, ze w kazdym momencie automat A permutuje odpowiedni
zbior liter, tzn. odwzorowania

0'372'3X7;91"—>wi(8,1')€Xi, 221, seS

sa permutacjami zbioru X;. Wowczas przeksztalcenia automatowe s (s € S) sa elementami
grupy Aut(X*). Odwzorowanie o5, € Sym(X;) (i > 1, s € S) bedziemy nazywac etykietka
stanu s w jego i-tym przejsciu. Gdy A jest automatem Mealy’ego, to dla kazdego stanu s € S
wszystkie etykietki o; (i > 1) stanowia t¢ sama permutacje alfabetu X = X;. Permutacje
o5 =051 € Sym(X) bedziemy wowczas nazywac etykietka stanu s.

Zbior TVA(X*) wszystkich przeksztalcenn automatowych nad zmiennym alfabetem X =
(X;)i>1 rowniez tworzy wlasciwa podgrupe w grupie Aut(X*). Podobnie jak dla automatow
Mealy’ego, podgrupy grupy 7TVA(X™*) bedziemy nazywaé¢ grupami automatowymi, a dla po-
jedynczego automatu A = (S, X, ¢, 1) grupe G(A) := (5: s € S) — grupa generowana przez
automat A. Wszystkie te grupy sa skoriczenie aproksymowalne, gdyz Aut(X™*) jest skonczenie
aproksymowalna, co wynika z obserwacji, ze stabilizator n-tego poziomu

Stabauyx+)(n) = {g € Aut(X™): X" C Fiz(g)}, n >0,

jest w tej grupie dzielnikiem normalnym skoiniczonego indeksu oraz mnzo Stabauyx+)(n) =

{idy-}.



Idee automatu zmiennego w czasie jako narzedzia do definiowania i badania grup automor-
fizméw drzewa stow nad zmiennym alfabetem zaproponowal W. Suszczariski w 2001 roku, jako
temat mojej pracy doktorskiej. Poczatkowo zaktadatem nawet szerszg definicje, niz ta powyzej,
tzn. dopuszczatem zmiane zbiorow stanéw w kolejnych taktach pracy automatu (pierwotnie nie
zaktadalem rowniez skonczonosci zbioréw stanéw). Automaty z tej szerszej definicji nazwalem
zmiennymi w czasie automatami Mealy’ego. Przedtem pojecie to funkcjonowato w literaturze
(zob. [58]), ale badano wytacznie jego strukturalne wtasnosci (zwiazane np. z analiza i synte-
zg automatow, pojeciem okresowosci, reprezentowalnosci, czy morfizmu miedzy automatami).
Znamienne jest takze O6wczesne zalozenie co do alfabetu w takim automacie — zaktadano, ze
jest to staty alfabet, dopuszczajac zmiany wytacznie zbioréw stanow, funkeji przejsé i funkeji
wyjs¢. W rezultacie konstrukcja ta nie nadawaltaby sie do definiowania grup automorfizmoéow
dowolnych drzew poziomowo jednorodnych z korzeniem, ale tylko regularnych.

1.4 Sekcje i etykietki a przeksztalcenia automatowe

Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem, g € Aut(X*) i w € X*. Oznaczmy n :=
|w|+1. Poniewaz automorfizm g zachowuje poczatki i dtugosci stow, to istnieje taki automorfizm
Jiwy € Aut(X(,)) drzewa stow X( ) nad zmiennym alfabetem X := (Xp, Xnt1, .. .), ze

g(wv) = g<w)g{w}<v)> v E X(*n)

Automorfizm gy, jest nazywany sekcja automorfizmu g na stowie w. Opisuje on dziatanie
automorfizmu ¢ na poddrzewie drzewa X*, sktadajacym sie ze wszystkich potomkoéw stowa w
(poddrzewo to jest izomorficzne z drzewem X (*|w| +1)). W przypadku regularnym, tzn. gdy X
jest statym alfabetem, mamy oczywiscie: gg,y € Aut(X*). Wazng klase grup w tym przypadku

stanowia grupy samopodobne, a wsrod nich grupy zwezajace (|60]).

Definicja 3 Jezeli X jest stalym alfabetem, to grupe G < Aut(X*) nazywamy samopodobna
(self-similar group), jezeli gr,3 € G dla wszystkich ¢ € G 1 w € X*. Samopodobng grupe
G < Aut(X*) nazywamy zwezajaca (contracting group), jezeli istnieje taki skonczony zbior
S C G, ze dla dowolnego elementu g € G kazda sekcja tego elementu na stowie wystarczajaco
dtugim nalezy do S (tzn. istnieje liczba n := n, > 0 taka, ze gp,) € S dla wszystkich stow
w € X* o dlugosci wiekszej niz n). Zbiér S nazywamy rdzeniem (nucleus) grupy G.

Obciecie sekeji gy € Aut(X, (*|w| +1)) do zbioru X1 stéw jednoliterowych nazywamy ety-

kietka automorfizmu g na stowie w i oznaczamy przez o ,,:

Ogw’ Xjwlt1 = Xjw+1,  Tgw = Jlw}| X ppp -

W szczegolnosci g, € Sym(Xjw11). Etykietka oy, informuje o tym, w jaki sposob auto-
morfizm g permutuje (wzgledem wierzchotka w) wierzcholki bedace bezposrednimi potomkami
wierzchotka w. Umieszczajac przy kazdym wierzchotku w € X* etykietke oy, € Sym(Xjw+1),
otrzymujemy tzw. portret automorfizmu g. Portret automorfizmu g € Aut(X*) opisuje ten
automorfizm jednoznacznie. Jezeli bowiem w = z1...x, € X* jest dowolnym stowem, to

g(w) = Og,wo (xl)ggﬂm (m2) ... Ug,wn_1(mn)v

gdzie w; = z1...x; (0 < i <n—1) jest prefiksem dtugosci i stowa w (relacje bycia prefiksem
bedziemy dalej oznaczaé¢ przez <). Na odwrot, jezeli wybierzemy dowolnie permutacje m, €



Sym(Xju+1) (w € X*), to istnieje doktadnie jeden automorfizm g € Aut(X*) taki, ze 04, = Ty
dla kazdego w € X*. Stosujac powyzsza formute, mozna rozszerzy¢ dzialanie automorfizmu g
na zbior X stow nieskoriczonych nad alfabetem X, tzn. jezeli w = zy2z5... € X%, to g(w) =
Oguwo(T1)Tgu, (T2) - ..

Jezeli g € Aut(X™) jest przeksztalceniem automatowym zdefiniowanym przez pewien stan
s € S automatu A = (S, X,¢,), to dla kazdego slowa w € X* sekcja gg,} jest w pelni
okreslona przez stan, w jakim znajdzie sie ten automat po odczytaniu (ze stanu s) stowa w. W
szczegolnosei, dla kazdego n > 0 ilos¢ roznych sekcji g,y na stowach w € X" nie przekracza
|S|. Wynika stad, ze ciag (agz(n))n>o jest ograniczony, gdzie

ag(n) == {gguy: w € X"}

Na odwroét, jezeli g € Aut(X™) jest takim automorfizmem, ze ciag (o, (n))n>0 jest ograniczony,
to mozna skonstruowaé taki automat A = (5, X, ¢, 1), ze g = s dla pewnego s € S. Nietrudno
tez skonstruowac automorfizmy g € Aut(X*), dla ktorych ciag (ay(n))n>o jest nieograniczony.
Charakteryzacja przeksztalcenn definiowanych przez automaty Mealy’ego jest bardziej restryk-
cyjna: jezeli X jest stalym alfabetem, to automorfizm g € Aut(X*) jest definiowany przez
pewien automat Mealy’ego nad X wtedy i tylko wtedy, gdy zbior {g(.): w € X*} jest skoriczo-

ny.

1.5 Automorfizmy ukorzenione i skierowane. Grupy rozgalezione.

Wiekszos$¢ znanych i badanych konstrukeji skoriczenie generowanych grup automorfizmow
drzewa X* opiera si¢ na dwoch typach automorfizméw: ukorzenionych i skierowanych.

Definicja 4 Automorfizm g € Aut(X*) nazywamy ukorzenionym, jezeli o, = idx,,, dla
kazdego stowa w # e.

Definicja 5 Niech g € Aut(X*). Jezeli istnieje takie nieskoniczone stowo u € X“, Ze automor-
fizm g stabilizuje to stowo (tzn. g(u) = ), a wszystkie jego nietrywialne etykietki odchodza od
u na odlegtosé co najwyzej 1 (tzn. moga to by¢ etykietki jedynie na stowach postaci wzr € X*,
gdzie w < u oraz x € Xjy|41), to automorfizm g nazywamy skierowanym, a stowo u — jego
kierunkiem. Jezeli ponadto wszystkie nietrywialne etykietki odchodza od u na odlegtosé do-
ktadnie 1, a na kazdym poziomie drzewa X* istnieje co najwyzej jedna nietrywialna etykietka,
to g nazywamy automorfizmem 1-skierowanym.

Przyktadowo, w 5-stanowym automacie Mealy’ego definiujacym grupe Grigorchuka jeden
stan jest trywialny (tzn. definiuje idyg1y+), inny stan definiuje nietrywialny automorfizm uko-
rzeniony, a pozostate trzy stany definiuja automorfizmy 1-skierowane o wsp6lnym kierunku 1°°.
Inny przyktad to skonstruowana w 1983 roku przez N. Gupta i S. Sidki (|40]) nieskonczona
2-generowana p-grupa, gdzie p > 2 jest dowolng liczba pierwsza. Grupa ta jest generowana
przez automat Mealy’ego o czterech stanach nad alfabetem X = {1,2,...,p}; trzy z tych
stanow definiuja automorfizmy ukorzenione (jeden trywialny id, a pozostale dwa to automor-

fizmy a i a™', przy czym o, = o := (1,2,...,p)), za$ czwarty stan definiuje automorfizm
skierowany b € Aut(X*) o kierunku u = p>, z nastepujacymi nietrywialnymi etykietkami:
Oppit: =0 10y, =0 ! dla kazdego ¢ > 0. To, ze grupa G := (a,b) istotnie jest generowa-

na przez automat Mealy’ego o czterech stanach (definiujacych powyzsze cztery automorfizmy)
wynika z obserwacji, ze dla dowolnego g € {id,a,a™!,b} i dowolnego stowa w € X* zachodzi:



grwy € {id,a,a™*, b}. Podobnie jak grupa Grigorchuka, grupy Gupta-Sidki sa nadal intensywnie
badane (w przeciwienstwie do grupy Grigorchuka, nie wiadomo, na przyktad, jaki maja wzrost).

Automorfizmy ukorzenione i skierowane mozna rozpatrywaé jako przeksztatcenia automa-
towe. Jednak w przypadku, gdy alfabet X = (X;);>; jest nieograniczony (i tylko w tym przy-
padku), nie kazdy automorfizm skierowany g € Aut(X™*) jest przeksztalceniem automatowym.
Z drugiej strony, kazdy automorfizm 1-skierowany g € Aut(X™*) jest przeksztalceniem automa-
towym (niezaleznie od ograniczonosci alfabetu), jako ze mamy wowczas: a4(n) < 3 dla kazdego
n > 0.

Drzewo stow skoniczonych X* jak réwniez grupe automorfizmow Aut(X*) takiego drzewa, a
takze pojecie automorfizmu ukorzenionego i skierowanego, mozna oczywiscie rozpatrywaé dla
nieskoriczonego ciagu X = (X;);>1 dowolnych (tj. skoniczonych lub nieskonczonych) zbiorow,
a zatem niekoniecznie, gdy X jest zmiennym alfabetem. Woéwczas jednak drzewo takie nie
bedzie z reguly lokalnie skoriczone, a grupa Aut(X*) nie bedzie skoriczenie aproksymowalna.
Uogolnienie to rozpatrywal w 1986 roku A. Rozhkov (|69]), ktory skonstruowatl dla dowolne;
liczby pierwszej p > 3 nieskoniczong grupe torsyjna M, generowang przez dwa elementy rzedu
3 i rozwazal drzewo stow X* nad ciagiem X := (C7, My, C7, C7, M3, C7,C7, Ms, .. .). Nastepnie
skonstruowal w grupie Aut(X™*) automorfizm ukorzeniony r i automorfizm skierowany d o tej
wlasnosci, ze grupa G = (r,d) jest torsyjna i zawiera elementy wszystkich mozliwych rzedow
(tzn. dla kazdego naturalnego n > 1 istnieje takie g € G, Ze o(g) = n). Pytanie o istnienie tego
typu grupy w przypadku, gdy X jest zmiennym alfabetem pozostaje otwarte. W szczegolnosci
interesujaca bytaby jawna konstrukcja automatu nad zmiennym alfabetem, ktéry generowatby
tego typu grupe, lub tez wykazanie, ze taka nie istnieje. W przypadku istnienia alfabet taki
musiatby by¢ nieograniczony.

Na automorfizmach ukorzenionych i skierowanych opiera sie ogbélna metoda konstruowania
skoriczenie generowanych grup rozgatezionych ([6]).

Definicja 6 Grupe G < Aut(X*) dziatajaca przechodnio na kazdym poziomie drzewa X* (mo-
wimy wowczas o dziataniu sferycznie przechodnim) nazywamy rozgaleziona, jezeli dla kazdego
n > 0 podgrupa Ristg(n) := (Ristg(w): w € X") ma skoriczony indeks w G, przy czym
Ristg(w) to podgrupa tych elementow g € G, ktore dziataja trywialnie na kazdym stowie nie
zaczynajacym sie od w (rigid vertex stabilizer of w). Jezeli wszystkie grupy Riste(n) (n > 0)
sa jedynie nietrywialne, to G nazywamy stabo rozgateziona (weakly branch).

Ta wazna i obecnie mocno badana klasa grup zostata wprowadzona przez Grigorchuka w
1997 roku, przynoszac m.in. naturalny sposéb budowania grup nieskoniczonych, ktorych kazdy
wtasciwy iloraz jest skonczony, czyli grup just-infinite. Dowodzi sie, ze kazda nieskoriczona,
skoniczenie generowana grupa posiada, jako swdj obraz homomorficzny, grupe just-infinite, a
klasa wszystkich skoniczenie generowanych grup just-infinite rozpada si¢ w sposéb naturalny na
trzy podklasy, z ktorych jedna sklada sie wylacznie z grup rozgatezionych ([33]). Poczatkowo
Grigorchuk przypuszczal nawet, ze kazda skonczenie generowana grupa rozgateziona musi by¢
just-infinite, a jej realizacje na drzewie mozna wykona¢ jedynie za pomocg automorfizmow
ukorzenionych i skierowanych (|22]).

W przypadku drzewa regularnego, w klasie samopodobnych grup rozgatezionych, wyréznia
sie podklase grup regularnie rozgatezionych (regularly branch groups).

Definicja 7 Niech G < Aut(X*) bedzie samopodobna grupa dzialajaca sferycznie przechodnio
na regularnym drzewie X* i niech K <G bedzie podgrupa normalng w G. Grupe G nazywamy
regularnie rozgaleziona nad K, jezeli indeks [G : K] jest skoniczony i dla dowolnych k € K i
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ro € X istnieje takie h € KNStabg(1), ze hyy,y = k oraz hyyy = idx- dla x # xo. W przypadku,
gdy podgrupa K jest jedynie nietrywialna, to méwimy o grupie stabo regularnie rozgalezione;j
(regularly weakly branch group).

Flagowymi przyktadami grup regularnie rozgatezionych sa opisane wyzej grupa Grigorchu-
ka, grupy Gupta-Sidki, a takze skonstruowane w 2004 roku przez J. S. Wilsona ([81, 82|) gru-
py o wzroscie wyktadniczym, ktory nie jest jednakowo wyktadniczy (groups of non-uniformly
exponential growth), czyli grupy rozwiazujace problem Gromova. Do znanych i mocno bada-
nych grup stabo regularnie rozgatezionych zaliczamy takie grupy generowane przez automaty
Mealy’ego jak grupa bazyliki ([38]), grupa Bartholdi’ego-Grigorchuka, grupa Brunner’a-Sidki-
Vieira (|6]), a takze, wspomniane wezesniej, samopodobne domkniecia p-grup Suszczaniskiego.

1.6 Iterowane sploty permutacyjne. Grupa Aut(X*) jako grupa proskoriczona

Niech (G,X) i (H,Y) beda grupami permutacji zbioréw X i Y, niech H* bedzie grupa
funkcji f: X — H z mnozeniem punktowym: (f - f')(z) = f(z)f'(z) (f, f' € HX, z € X). Dla
dowolnych f € HX i g € G para (f, g) definiuje permutacje iloczynu kartezjaiskiego X x Y w
nastepujacy sposob:

(1, ) (@) = (g(e), hlg)), (@) € X X,

gdzie h := f(x) € H. Zbior wszystkich takich permutacji (tj. permutacji zbioru X x Y od-
powiadajacych parom (f,g) € H* x G) tworzy grupe zwana permutacyjnym splotem grup i
oznaczang przez H lx . Dzialanie mnozenia w tej grupie moze by¢ opisane nastepujaco:

(f:9)(f".9) = (fofgg09),

gdzie f; :==go f' € H X (dla sktadania odwzorowari bedziemy uzywaé notacji prawostronnej;
w szczegolnosei dla dowolnych g,¢g' € G, f € HX, x € X mamy: (go ¢')(z) = ¢'(g(x)) € X
i(go f)x) = f(g(x)) € H). Powyzsza reguta mnozenia ukazuje splot H !x G jako iloczyn
polprosty H* x G, w ktorym grupa G dziala na H* w nastepujacy sposob: (g, f) — f, = go f,
tzn. f, otrzymujemy z f permutujac elementy f(z) € H (r € X) tak samo jak permutuje
sie elementy zbioru X za pomoca g. W szczegdlnodci, jezeli X jest zbiorem skonczonym z
ustalonym porzadkiem elementow, czyli np. X = {1,...,m} dla pewnego m > 1, to kazda
funkcje f € H* mozemy zapisa¢ jako ciag (f(1),..., f(m)) elementéw grupy H, a na grupe
HX patrzeé¢ jak na m-ta potege kartezjariska H™ = H x ... x H. Elementy splotu H (x G
mozemy wowczas zapisywa¢ w postaci (hq, ..., hy)m, gdzie h; € H (1 < j < m), 7 € G, a
dzialanie mnozenia w tym splocie odbywa si¢ nastepujaco:

(hiy oo b)) (B, by )T = (hao by, ooy i 0 By )T o T

Konstrukeja splotu permutacyjnego jest taczna, tzn. jezeli (K, Z) jest grupa permutacji na
zbiorze Z, to obydwa sploty (Kly H)lx G i1 Kxxy(H lx G) stanowia te sama grupe permutacji
zbioru X XY x Z (|57]).

Niech teraz (G;, X;);>1 bedzie nieskoriczonym ciagiem grup permutacji zbiorow X; (i > 1).
Dla kazdego i > 1 definiujemy iterowany permutacyjny splot W; = 1i_, G}, pierwszych i grup
tego ciggu, jako grupe permutacji iloczynu kartezjanskiego X := X; x ... x X;, w nastepujacy
sposob:

Wi=G, Wip1 =G e Wy, 1 > 1
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Dla kazdego i > 1 odwzorowanie ¢;: (f,g) — g, gdzie f € (G’Z-H)Xi, g € W;, jest epimorfizmem
splotu W;;; na splot W;, a ciag (W;, ¢;);>1 definiuje surjektywny system odwrotny. Granice
odwrotna .

tego systemu odwrotnego bedziemy nazywaé nieskonczenie iterowanym splotem permutacyjnym
grup (G;, X;). Zatem W, sktada sie ze wszystkich ciagow (h;);>1 z iloczynu kartezjanskiego
[L>; Wi, ktore spetniaja warunek: ¢;(h;y1) = h; dla kazdego i > 1. Jezeli X = (X;);>1 jest
zmiennym alfabetem, to sploty W; sa grupami skoriczonymi i wowczas splot W jest granica
odwrotna grup skonczonych, czyli grupa proskonczong.

Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem. Oznaczmy X := {z11, ..., %1 m, }. Dowolny
automorfizm g € Aut(X*) jest jednoznacznie okreslony poprzez swoje sekcje gz, .}, - - - 9{x1,m, }
na stowach jednoliterowych wraz z etykietka oy € Sym(X;) na slowie pustym. Odwzorowanie

g (g{$1,1}7 s ’g{xl,ml})agﬁ

okresla izomorfizm grupy Aut(X*) ze splotem permutacyjnym
Aut(X () ix, Sym(Xy) = Aut(X(5)™ x Sym(Xy).

Kontynuujac to rozumowanie dla grup Aut(X(,)) (n =2,3,...), dostajemy dla kazdego n > 1
izomorfizm grupy Aut(X™) ze splotem permutacyjnym Aut(X(, ) ten (G2 Sym(X;)). W szcze-
golnosci grupa ilorazowa Aut(X*)/Stabau(x+)(n) jest izomorficzna z n-iterowanym splotem
U Sym(X;). Obciecie g|" := g|xn» dowolnego automorfizmu g € Aut(X*) do zbioru X™ =
X; X ... x X, jest elementem tego iterowanego splotu, a odwzorowanie g — (g|"),>1 okresla
izomorfizm grupy Aut(X™*) z nieskoniczenie iterowanym splotem $5°, Sym(X;).

Powyzszy opis grupy Aut(X*), jako grupy proskonczonej, definiuje na tej grupie natural-
ng, proskonczong topologie, w ktorej stabilizatory Stabay:(x+)(n) (n > 0) kolejnych poziomow
drzewa X* tworza baze otoczen elementu neutralnego idx-. Topologia ta (zwana réwniez topo-
logia kongruencji — the congruence topology) pokrywa sie z topologia okreslong przez metryke,
w ktorej dwa automorfizmy sa blisko siebie, jezeli dla duzego n dziataja tak samo na n-tym
poziomie drzewa X*, czyli np. przez metryke

d(g,h) :=inf{(1/2)": Vw € X" g(w) = h(w)}.

W szczegolnosei splot 152, G; stanowi w grupie Aut(X*) podgrupe domknieta, sktadajaca sie z
tych automorfizmoéw, ktorych etykietki przy wierzchotkach z n-tego (n > 0) poziomu drzewa
X* naleza do grupy G,,41:

G ={g € Aut(X™): Yw € X* 04 € Gluj11}-

Relacja
g = (g{x1,1}7 s ag{xl,ml})o-g,e
utozsamia automorfizm g € Aut(X™*) z odpowiednim elementem splotu Aut(X3)) tx, Sym(X1).
Relacje te nazywamy rekursja splotowa automorfizmu g. Mnozenie rekursji splotowych oraz
odwracanie odbywa si¢ zgodnie z obowigzujacym w powyzszym splocie dziataniem. Mamy wiec

gil = ((g{ym})ilv SRR (g{yl,ml})il)o-;; (1>
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gdzie yy ; := 0;61(3:172-) dla 1 <i<my, ajezeli h = (R}, Py, })Oher 1O

GO =1(ggar1} © Pzra}s -+ s Garmy} © Mz1m,})Tgic © Ohes (2)

gdzie z1; 1= 0g(z1;) dla 1 <i <my.

Uwaga 3 Jezeli etykietka oy, jest trywialng permutacja, to bedziemy ja pomija¢ w zapisie i
pisat ¢ = (G{ar1}s -+ > Garm,}) Jezeli zag wszystkie sekcje giq,,y (1 < r < my) sa trywialne,
to automorfizm g bedziemy utozsamia¢ z etykietka o,.. W ten sposob, zaréwno potege prosta
Aut(X EKQ))XI jak i grupe symetryczna Sym(X;) bedziemy utozsamia¢ z odpowiednimi podgru-
pami grupy Aut(X*) (tj. ze stabilizatorem pierwszego poziomu Stabau(x+)(1) i z podgrupa
permutacji ukorzenionych, odpowiednio).

Badanie nieskoiiczenie iterowanych splotéw permutacyjnych 9°,G; skoriczonych grup per-
mutacji zapoczatkowal L. Kaloujnine [47, 48] w polowie lat 40-tych ubieglego wieku, a kon-
tynuowali jego uczniowie: Y. V. Bodnarchuk ([14]), I. D. Ivanyuta ([42]), W. Suszczariski
(|26, 76, 77, 78]) i inni. Okazuje sie, ze kazda pro-p podgrupa Sylowa grupy Aut(X*) jest
tego typu splotem. Dla grup rozgalezionych sploty 2, G; odgrywaja wazna role, jako ich pro-
skoniczone uzupelnienia (profinite completions), dostarczajac interesujacych przyktadow i kontr-
przyktadow w klasie grup proskonczonych ([34]). Gdy ciag (Gi, X;):>1 jest staly, to dostajemy
nieskoriczona potege splotowa 12°,G grupy G := G. Potegi takie charakteryzuja tak zwane
grupy samopodobne skoniczonego typu, opisywalne wzorcem glebokosci jeden (|18, 34]). Itero-
wane sploty grup pojawiaja sie takze jako grupy symetrii deseni (|3, 4]), a w chemii opisuja
symetrie niesztywnych molekut ([5, 83]). Konstrukcja ta znalazta nawet zastosowanie przy opisie
procesoéw zachodzacych w czasie przetwarzania informacji w systemach wizyjnych ([51]).

1.7 Topologiczne generowanie w grupie Aut(X™)

Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem oraz G < Aut(X*). Powiemy, ze zbior
S C Aut(X*) generuje topologicznie grupe G, jezeli grupa (S) generowana przez ten zbior jest
gestym podzbiorem w G. Przez d(G) oznaczamy range grupy G, czyli minimalng liczbe elemen-
tow w zbiorze generujacym te grupe (gdy G jest podgrupa domknieta, to mamy na mysli range
topologiczna, czyli minimalng liczbe elementéw w zbiorze generujacym topologicznie te grupe).
Jezeli d(G) < oo, to moéwimy, ze G jest skoriczenie generowana (odpowiednio: topologicznie
skoriczenie generowana).

Definicja 8 Zbior S generatoréw grupy G < Aut(X*) (topologicznych generatorow, gdy G
jest domknieta), dla ktorego |S| = d(G), bedziemy nazywaé¢ minimalnym zbiorem generatoréw
(odp. minimalnym zbiorem topologicznych generatorow).

Zgodnie z opisang wyzej proskonczona topologia w grupie Aut(X*), podzbior S grupy G <
Aut(X*) generuje topologicznie te grupe wtedy i tylko wtedy, gdy

(s|':s€8)=(g' g€ G)

dla kazdego i > 0, gdzie g|* oznacza obcigcie automorfizmu g do i-tego poziomu drzewa X*.
W szczegolnoséci zachodzi nieréwnosé d(G) > d(G), gdzie G jest domknieciem topologicznym
grupy G w grupie Aut(X™*).

Cata grupa Aut(X™*) nie jest topologicznie skoriczenie generowana, gdyz nieskoriczona potega

71727"'}

prosta Cé{o grupy cyklicznej Cy (a wiee rowniez kazda skonczona potega Ci, t = 1,2,...)
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jest jej obrazem homomorficznym. Obraz ten powstaje, gdy przyporzadkujemy automorfizmowi
g € Aut(X™*) ciag z C§0’1’2""}, w ktorym n-ty wyraz (n > 0) jest rowny 0 lub 1, w zaleznosci
od tego, czy iloczyn etykietek oy, € Sym(X, 1) na stowach w € X™ jest permutacja parzysta,
czy nieparzysta.

W 1994 roku M. Bhattacharjee ([12]), badajac sploty 13°, Alt(n;) grup alternujacych stopnia
n; > b, wykazala, ze sa one topologicznie 2-generowane. W rezultacie, jezeli | X;| > 5 dla kazdego
i > 1, to podgrupa Aut.(X*) < Aut(X*) automorfizméw parzystych (czyli automorfizmow,
ktorych wszystkie etykietki sa permutacjami parzystymi) jest topologicznie 2-generowana.

Twierdzenie 1 (Bhattacharjee, [12]) Jezeli | X;| > 5 dla kazdego i > 1, to splot 3°, Alt(X;)
jest topologicznie 2-generowany.

W 2006 roku M. Quick ([67]) rozszerzyt ten rezultat na dowolne nieabelowe grupy proste.

Twierdzenie 2 (Quick, [67]) Jezeli (H;, X;)i>1 jest dowolnym ciqgiem prostych nieabelowych
przechodnich grup permutacyi, to splot 5, H; jest topologicznie 2-generowany.

W pracy Quick’a nie podano zadnej konstrukcji zbioru topologicznych generatoréow dla
badanych splotow. Z kolei praca Bhattacharjee zawiera taka konstrukcje i opiera si¢ ona na
pewnych specyficznych generatorach grup Alt(n;), zaleznych od reszty z dzielenia n; przez 4.
Konstrukcja ta wydaje sie jednak zbyt ztozona, aby badaé¢ grupe generowana przez uzyskany
w ten sposob zbior.

W 2010 roku Bondarenko ([15]) sformutowal kryterium, kiedy splot 52, G; przechodnich
grup permutacji (G;, X;) z ograniczonym ciagiem rang (d(G;))i>1 jest topologicznie skoniczenie
generowany:

Twierdzenie 3 (Bonadrenko, [15]) Niech (G;, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup per-
mutacji. Jezeli cigg (d(G;))i>1 jest ograniczony, to d(5°,G;) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy
d([1is, Gi/G;) < 0.

W powyzszym twierdzeniu abelianizacje A; = G;/G (i > 1) sa skonczonymi grupami
abelowymi, a wiec iloczyn kartezjanski [[,., A; jest proskonczona grupa abelowa. Grupe te
mozna utozsami¢ z domknieta podgrupa grupy Aut(X*), gdzie zmienny alfabet X = (X;)i>1
otrzymujemy z regularnego dziatania grup A; na sobie, tzn. X; := A; dla kazdego ¢ > 1.
Woweczas iloczyn [[,.; A; stanowi domknieta podgrupe splotu 2, A;, sktadajaca sie z tzw.
automorfizméw jednorodnych, czyli automorfizmoéw, ktorych wszystkie etykietki na stowach z
dowolnie ustalonego poziomu drzewa X* sa takie same (oczywiscie etykietki z réznych poziomow

moga sie roznic¢). Ranga takiego iloczynu moze by¢ policzona nastepujaco:

d(] [ Ai) = sup(sup pi,),

i1 peP  i>1

gdzie IP jest zbiorem wszystkich liczb pierwszych, a p; ,, jest liczbg cyklicznych p-grup w rozkta-
dzie kanonicznym iloczynu A; X ... x A; na iloczyn prosty grup cyklicznych o rzedach bedacych
potegami liczb pierwszych.

Twierdzenie 3 w jedna strong jest oczywiste, gdyz iloczyn [[.., G;/G jest obrazem homo-
morficznym splotu 12°,G; (jako jego abelianizacja). Dla dowodu w druga strone Bondarenko
dowodzi, ze jezeli grupy (G;, X;) spelniaja pewne dodatkowe warunki, to istnieje skoriczony

zbidr topologicznych generatorow splotu 2, G;, sktadajacy sie z automorfizméw ukorzenionych
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i skierowanych. Zauwaza tez, ze warunek ograniczonosci ciagu (d(G;));>1 nie jest konieczny do
tego, aby odpowiedni splot byl topologicznie skoriczenie generowany.

Zupelnie inne podejscie (bo czysto algebraiczne) zastosowali w 2013 roku E. Detomi i
A. Luchcini ([23]|) do wyprowadzenia nastepujacej, pelnej charakteryzacji topologicznej skon-
czonej generowalnosci splotow 2, G;.

Twierdzenie 4 (Detomi, Luchcini, [23]) Niech (G;, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup
permutacji. Wowcezas d(652,Gi) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy d([];», Gi/G}) < oo oraz cigg
(d(G;)/Ni—1)i>2 jest ograniczony, gdzie N; :=|Xq| ... |X;| dlai > 1.

W dowodzie twierdzenia 4 analizowano faktory w maksymalnych ciagach normalnych (chief
factors) skonczonej grupy H i poréwnywano je z takimiz faktorami w splocie permutacyjnym
Hy G z przechodnia grupg permutacji (G,Y'). Podejscie to, podobnie jak praca Quick’a, nie
przynosi jednak zadnej konstrukeji zbioru topologicznych generatorow dla splotu 2, G;.

1.8 Znane wcze$niej konstrukcje topologicznych zbioré6w generatoréw dla splotéw

W ramach swojej pracy doktorskiej udowodnitem (publikacja [D5] z 2006 roku — jej opis znaj-
duje sie na str. 49 niniejszego autoreferatu), ze splot 32,C,,, skoniczonych przechodnich grup cy-
klicznych C),, o parami wzglednie pierwszych rzedach jest topologicznie 2-generowany. W prze-
ciwienistwie jednak do przytoczonych wyzej prac, skonstruowatem przejrzysty, 2-elementowy
zbiér topologicznych generatorow dla tego splotu i badatem grupe generowang przez ten zbior.
Konstrukeje te zrealizowatem za pomoca niezwykle prostego w opisie automatu o dwoch sta-
nach nad alfabetem X = (X;);>1, w ktorym | X;| = m; dlai > 1. W szczegolnosci przedstawitem
splot 22, C,,, jako grupe generowana przez 2-stanowy automat, tzn. skonstruowalem automat
minimalny dla tego splotu.

Definicja 9 Powiemy, ze grupa G < Aut(X™*) jest generowana przez automat A = (S, X, ¢, 1),
jezeli zachodzi rownosé G(A) = G, a w przypadku, gdy G jest podgrupa domknieta — rownosé
G(A) = G. Jezeli ponadto |S| = d(G), to mowimy, ze A jest automatem minimalnym dla grupy
G. Jezeli natomiast |S| = d(G) + 1, przy czym jeden ze stanéw automatu A jest trywialny (tzn.
definiuje idx+), to mowimy, ze A jest prawie minimalny dla grupy G.

Definicja 10 Automat A generujacy grupe G < Aut(X*) nazwiemy optymalnym dla tej grupy,
jezeli liczba stanéw w dowolnym innym automacie generujacym G jest nie mniejsza niz liczba
stanéw w automacie A.

Zmane przedtem konstrukcje skonczonych zbioréw topologicznych generatoréw dla splo-
tow °,G; rozpatrywano jedynie dla konkretnie dobranych ciagow (G, X;);>1 nieabelowych
grup prostych (takich jak grupy alternujace Alt(n;), czy projektywne specjalne grupy liniowe
PSLy(p;)) lub blizej nieokreslonych grup doskonatych, spetiajacych pewne dodatkowe wta-
snosci odnosnie dzialania na zbiorach X; (grupe G nazywamy doskonala, jezeli pokrywa sie ze
swoim komutantem G’ = [G, G]). W szczegolnosci nie byta znana zadna konstrukeja skoriczone-
go zbioru topologicznych generatoréw dla splotu 2, A; grup abelowych. Konstrukcje te opieraty
sie wytacznie na automorfizmach ukorzenionych i skierowanych, co implikowalo, ze uzyskane
zbiory byly dalekie od minimalnych (wyjatek stanowilty tu jedynie dwie specyficzne konstruk-
cje dla splotéw grup alternujacych, tj. wspomniana wyzej konstrukcja M. Bhattacharjee oraz
wymieniona nizej konstrukcja Wilsona dwoéch automorfizméw skierowanych w splocie grup al-
ternujacych Alt(n;) stopnia n; > 29). Poza tym pojecie automatu nie byto wykorzystywane

15



do opisu tych zbioréw i problem istnienia automatu minimalnego lub prawie minimalnego dla
danego splotu nie byl rozpatrywany. Dowodzono natomiast, ze grupy generowane przez skon-
struowane zbiory, oprécz tego, ze sa geste w odpowiednim splocie, speliaja tez inne wtasnosci.
Dzieki temu odkryto ciekawe wtasnosci skonczenie generowanych grup skonczenie aproksymo-
walnych i rozstrzygnieto kilka hipotez odnosnie tych grup.

Pionierska byta tu konstrukcja P. M. Neumann’a ([63]) skoriczenie generowanej, doskonale;
grupy G typu just-infinite, izomorficznej ze splotem permutacyjnym G @ Alt(6). W pracy tej
Neumann udowodnil, ze kazda sub-normalna podgrupa grupy G jest izomorficzna ze skonczona
potega prosta grupy G, a ponadto mozna zbudowaé¢ z takich sub-normalnych podgrup nie-
skoniczony taricuch §cisle wznoszacy. Uzyskano dzieki temu nowe przyktady grup atomicznych
(minimalnych) w odniesieniu do relacji wielkosci grup zdefiniowanej przez S. J. Pride’a.

D. Segal (|70]) skonstruowal grupe generowana przez 4-elementowy zbior (dwa automorfizmy
ukorzenione i dwa automorfizmy 1-skierowane) topologicznych generatoréw splotu °, PS La(p;)
z odpowiednio dobranym ciagiem (p;);>1 réznych liczb pierwszych i w rezultacie obalil przy-
puszczenie Lubotzky’ego-Pybera-Shaleva, dotyczace tzw. wzrostu podgrupowego skonczenie
generowanych grup. W tej samej pracy udowodnil takze (réwniez w oparciu o automorfizmy
ukorzenione i 1-skierowane), ze jezeli (G;, X;) sa nieabelowymi prostymi przechodnimi grupami,
speliajacymi warunek Stabg,(x) # Stabg,(y) dla x # y, to splot 32, G; zawiera 63-generowana
gesta podgrupe G typu just-infinite, ktéra ma wtasnos¢ kongruencji podgrup, tzn. kazda jej pod-
grupa K skoriczonego indeksu zawiera stabilizator Stabg(n) dla pewnego n > 1 (n zalezne od
K). Jako wniosek otrzymal, ze wszystkie skoriczone obrazy homomorficzne grupy G odpowia-
daja obrazom homomorficznym skoriczenie iterowanych splotow i, G; (n > 1), a proskonczone
uzupelnienie G jest izomorficzne z domknieciem topologicznym G, czyli ze splotem 1°,G;. W
oparciu o to pokazal, ze dla kazdej niepustej rodziny C nieabelowych prostych grup skoiiczonych
istnieje 63-generowana grupa typu just-infinite, ktorej zbiér gornych faktoréw kompozycyjnych
pokrywa sie doktadnie z C (goérnym faktorem kompozycyjnym danej grupy nazywamy faktor
kompozycyjny jej skonczonego obrazu homomorficznego).

J. S. Wilson (|81, 82|) rozwazal pewne specyficzne pary generatoréow (eligible pairs) grup
alternujacych Alt(m) stopnia m > 29. W oparciu o nie skonstruowal dwa automorfizmy skie-
rowane, rzedow 2 i 3, ktore generuja grupe doskonala G, izomorficzna ze splotem G Alt(m).
Pozwolilo mu to rozwiaza¢ wspomniany wcze$niej problem Gromova. Tego typu pary wykorzy-
stal takze J. Brieussel (|20]) do konstrukeji dwoch automorfizmoéw skierowanych rzedow 21 3 w
splocie 32, Alt(n;) grup alternujacych stopnia n; > 29, otrzymujac w tym splocie 2-generowana
gesta podgrupe o wzroscie posrednim.

Bardziej uniwersalna i geometryczna konstrukcje przedstawil Bondarenko ([15]). Rozwazal
mianowicie dowolna przechodnig grupe permutacji (H, X), ktora jest doskonata i nie dziata na
X w sposob wolny. W oparciu o jej dowolny zbior generatoréw {hq, ..., h,} zdefiniowal dla
kazdego 1 < j < m automorfizmy r;,d; € 52 H poprzez ich etykietki Orjws Odyw (W € X7),
w nastepujacy sposob:

. : hj, w=c¢, - hj, w=x{w2, 1 >0,
T idy, w # e, il idy, w przeciwnym przypadku,

gdzie x1,x9 € X sa dowolnie wybranymi literami o roznych stabilizatorach (stad zaloze-
nie, ze H nie dziala w sposob wolny). W szczegélnosci r; jest automorfizmem ukorzenio-
nym, a d; — automorfizmem 1-skierowanym o kierunku x{°. Naste¢pnie pokazal, ze zbiér S =
{ri,....7m,dy,...,dn} generuje topologicznie splot 122, H® a grupa G := (S) jest regularnie
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rozgateziona nad sama soba grupa just-infinite, ktora ma wtasnosé kongruencji i posiada pod-
grupy maksymalne nieskoniczonego indeksu. Jest to jedyny znany do tej pory przyktad grupy
rozgalezionej posiadajacej podgrupy maksymalne nieskoniczonego indeksu (np. w grupie Gri-
gorchuka kazda maksymalna podgrupa ma indeks 2).
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2 Opis cyklu prac [H1]-[H8] wchodzacych w sklad osiaggniecia nauko-
wego

Opisane weczedéniej rezultaty, dotyczace skoriczonej topologicznej generowalnosci splotow
2, Gy, zainspirowaly mnie do dalszego (juz po zakonczeniu pracy doktorskiej) zglebiania tego
tematu. Wykorzystywatem w tym celu zar6wno geometryczny opis grupy Aut(X*), analizujac
portrety odpowiednio skonstruowanych automorfizmoéw, jak i kombinatoryczny jezyk automa-
tow, bazujacy na pojeciu rekursji splotowej. Pozwolito mi to otrzymac jawne i proste w opisie, a
jednoczesnie catkiem uniwersalne konstrukcje skonczonych zbioréw topologicznych generatorow
dla tych splotéw. W szczegélnosci uzyskatem wyniki w nastepujacych tematach:

e konstruowanie automatéw minimalnych i prawie minimalnych dla splotow 22, G,

e wyprowadzanie algebraicznych i geometrycznych wlasnosci grup generowanych przez skon-
struowane zbiory/automaty,

e charakteryzacja ciagow (G, X;)i>1, dla ktorych splot 2, G; jest generowany przez poje-
dynczy automat nad alfabetem X = (X;);>1.

Prace [H1]-[H8| zawieraja rozwiazania nastepujacych problemow:

e skonstruowanie minimalnego automatu Mealy’ego dla nieskoniczonej potegi splotowej nie-
trywialnej grupy (w tym dla nieskoriczonej potegi splotowej dowolnej grupy alternujace;
Alt(n) stopnia n > 5) ([H5]),

e znalezienie uniwersalnej, prawie minimalnej realizacji automatowej dla splotow 3°; H;
skonczonych nieabelowych grup prostych; badanie algebraicznych i geometrycznych wta-
snosci grupy generowanej przez skonstruowany automat ([H6]),

e wyznaczenie rangi splotu 3¢, A; dowolnych skoiiczonych grup abelowych i skonstruowanie
skoriczonego zbioru topologicznych generatoréw dla takiego splotu ([H1], [H2], [H4]),

e wprowadzenie pojecia automorfizmu jednorodnego i jego pekniecia oraz skonstruowanie
(w oparciu o automorfizmy tego typu) uniwersalnego topologicznego rozkladu splotu
172, A; skoriczonych grup abelowych na dwie izomorficzne abelowe grupy wolne; bada-
nie wlasnosci grupy generowanej przez sume mnogosciowa tych dwoch abelowych grup
wolnych ([H3]),

e wyprowadzenie ogélnego kryterium na $redniowalno$é grupy generowanej przez dowolny
zbiér automorfizmoéow jednorodnych i ich peknie¢ ([H8]),

e charakteryzacja ciagow (G, X;)i>1 przechodnich grup permutacji, dla ktérych splot 22, G,
jest generowany przez automat nad alfabetem X = (X;);>1; podanie jawnej, uniwersalne;
konstrukeji automatowej dla kazdego takiego ciagu i oszacowanie przy jej pomocy rangi
splotu 22, G; oraz liczby stanéw w odpowiednim automacie optymalnym ([H7]),

e charakteryzacja ciagow (G;);>1 przechodnich grup permutacji zbioru X, dla ktoérych splot
2, G jest generowany przez automat Mealy’ego nad alfabetem X ([HT7]).
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Konstrukcje z prac [H2| i [H6| sa na tyle uniwersalne, ze mozna je stosowa¢ do dowolnych
ciagow (H;, X;);>1 nieabelowych przechodnich grup prostych i dowolnych ciagow (A;, X;)i>1
abelowych grup przechodnich, dla ktérych splot 52, A; jest topologicznie skoiiczenie generowany.
Ponadto w przypadku grup nieabelowych, skonstruowany zbior jest zawsze minimalny, a w
przypadku grup abelowych, konstrukcja uzyskana w pracy [H2| jest minimalna, o ile grupa A;
jest cykliczna.

2.1 Automaty dla poteg splotowych grup doskonalych — praca [H5]

Nieskoniczona potega splotowa 132, H®) przechodniej grupy permutacji (H, X) skonczonego
zbioru X jest topologicznie skoriczenie generowana wtedy i tylko wtedy, gdy H jest doskonala
([15]). Gdy dodatkowo zalozymy, ze H nie dziala na X w sposob wolny, to wczesniej opisana
konstrukcja Bondarenki przynosi dla tej potegi skoriczony zbior S = {ry,...,rm,d1,...,dn}
topologicznych generatorow. Jezeli m := d(H), to kazdy automorfizm ukorzeniony r; ma do-
ktadnie dwie sekcje: r; i idx-, a kazdy automorfizm skierowany d; — trzy sekcje: d;, r; i tdx+.
Mozna zatem skonstruowaé taki automat Mealy’ego A = (S, X, ¢,v) o (2m + 1)-elementowym
zbiorze stanow

S:={Ry,...,Rm,D1,..., Dy, Id},

ze zachodza réwnosci }t: =7, bvj =d;jdlal < j < m oraz Id = 1dx+. Formalnie, przejscia i
wyjscia w automacie A = (S, X, ¢, 1) definiujemy nastepujaco:

D;, x=ux,
p(Dj,x) = § Ry, x=us, p(Rj, x) = ¢(Id, z) = Id,
Id, x € X\ {xy, 2},
v(Id,x) = ¢(Dj,z) ==z, V(R;x)=h;z)
dla dowolnych 1 < j < m iz € X. Oczywiscie automat A generuje 12°, H®. Nie jest to jednak
automat minimalny, bo gdy H jest prosta, to |S| = 5, a d(2,H") = 2. Otwarte pozostaje
pytanie, czy dla jakiej$ innej grupy H konstrukcja ta daje automat minimalny badz optymalny.
Problem istnienia minimalnego automatu Mealy’ego dla nieskoriczonej potegi splotowej nie-
trywialnej grupy rozwiazatem w pracy [H5| (rozdzialy 3-4). Rozwiazanie to opartem na auto-
morfizmach zupelnie innego typu. W tym celu rozwazalem grupy doskonate (H, X), ktore sa
k-tranzytywne (k > 1) i moga by¢ generowane przez takie dwie permutacje, ze jedna z nich
(oznaczmy ja przez ) ma w rozkladzie na roztaczne cykle wszystkie cykle tej samej dtugosci,
liczba tych cykli wynosi k£, a ponadto kazdy z nich zawiera punkt staty drugiego generatora
(oznaczmy go przez «). Niech X' C X bedzie zbiorem tych wyréznionych punktow stalych
generatora .

Twierdzenie 5 ([H5], Theorem 3) Automat Mealy’ego A = ({a,b}, X, ,v) zdefiniowany
nastepujqgco:

dsa)={ 1 e vlan) = at@). o) = aos)

generuge splot 122, H® . W szczegdlnosci A jest automatem minimalnym dla tego splotu.

Powyzsza konstrukcje zastosowatem ([H5|, Proposition 5) do grup alternujacych, jako ze dla
kazdego n > 5 mamy rownosé: Alt(n) = (ay, 5,), gdzie

— — (1727"'7n)7 2)(7%
Qp 1= (17273)7 ﬁn _{ (1’37.“771—1)0(2747_,.,71), 2|TL

19



Dowod, ze permutacje a, 1 3, generuja Alt(n) znajduje sie w pracy |P4] (opis tej pracy jest na
str. 43).

Stosujac identyczne rozumowanie jak w ([H5|, Proposition 5), mozemy rozszerzy¢ powyzsza
konstrukcje na dowolny ciag (Alt(m;));>1 grup alternujacych stopnia m; > 5. W rezultacie
otrzymujemy automat minimalny dla podgrupy Aut.(X*) < Aut(X*) automorfizméw parzy-
stych.

Twierdzenie 6 Jezeli X = (X;);>1 jest zmiennym alfabetem, przy czym | X;| > 5 dla kazdego
i > 1, to istnieje 2-stanowy automat A nad alfabetem X, ktory generuje splot 5°, Alt(X;). Jezeli
oznaczymy X; = {1,...,m;} dlai > 1, to automat A mozna zdefiniowaé nastepujgco:

A = ({a,b}, (Xi)iz1, (0i)iz1, ($1)iz1),
gdzie funkcje przejsé i wyjsé definiujemy nastepujgco:

a, s$=a, r=m;,
vils,x)=¢ a, s=a, x=m;—1, 2|m;, Yi(a,x) = am,(z), ®i(b,x)= au, o Lm,(x).
b, w przeciwnym przypadku,

2.2 Metoda rekursji splotowych — praca [H6]

W pracach [H3|, [H5] i [H6] do badania grup generowanych przez skonstruowane tam au-
tomaty zastosowalem m.in. metode rekursji splotowych. W przypadku automatéw Mealy’ego
stanowi ona popularne narzedzie do badania grup generowanych przez te automaty. Rozsze-
rzenie tej metody na dowolne automaty zmienne w czasie wprowadzitem, w catej ogdlnosci, w
pracy |H6|, cho¢ po raz pierwszy idee te zastosowalem przy konstrukcjach z prac [D5] i [H3|.

W metodzie rekursji splotowych rozwazam i-te przejscie (i > 1) automatu A = (S, X, ¢, 1),
czyli automat

Ai = (5, (Xj)jz: (05)520 (1) 52i)-
Oznaczmy przez (s); przeksztalcenie automatowe definiowane przez stan s € S automatu A;.
W szczegolnosci mamy (s); € Aut(X (*Z)) (w dalszym ciagu, badajac konkretne przyktady au-
tomatow A, bedziemy pisa¢ po prostu s; zamiast (s);, a w przypadku, gdy A jest automatem
Mealy’ego, bedziemy utozsamia¢ dowolny jego stan s z przeksztalceniem definiowanym przez
ten stan). Oznaczmy

Si=As1,....sk}, Xi=A{xi1,...,Tim}, 1 >1 (3)

Zgodnie z definicja przeksztalcenia automatowego, mozemy zbudowaé nastepujacy nieskonczony
ciag R = (R;)i>1 skonczonych uktadéow R; rekursji splotowych dla generatorow

(81)is - -+ (sk)i € Aut(X(;)

grupy G(A;) generowanej przez automat A;:

(Sl)i = ((Qi,l,l)i+17 (%,1,2)i+1, ceey (qi,l,mi)iJrl)ﬂ'z',la
R, .(82)1' = .((Qi,Q,l)i—s-l’ (Qi,2,2)z‘+17 ceey (Qi,2,mi)i+1)7ﬁ‘,2, P> 1 (4>
(Sk)i = ((Qi,k,l)i-i-la (qZ‘,k,Z)i—i-la S (qi,k,mi)z‘—f—l)ﬂ-i,ka

20



gdzie q;j, == pi(sj, i,) € S, mij =05, € Sym(X;) dlal < j <k, 1 <r <m;. Naodwrét, dla
dowolnego skorniczonego zbioru symboli S i zmiennego alfabetu X = (X;);>1, okreslonych jak
w (3), clag R = (R;)i>1 ukladow (4), gdzie q; ;,» € S, m; € Sym(X;), definiuje jednoznacznie
pewien automat A nad alfabetem X = (X;);>; 1 ze zbiorem S jako zbiorem stanéw. Automat
ten bedziemy zapisywaé jako

A=(5X,R),

a ciag R = (R;)i>1 nazywaé systemem rekursji splotowej automatu A. Jezeli A jest automatem
Mealy’ego, to ciagi (A4;)i>1 1 (Ri)i>1 sa state i dostajemy tylko jeden uktad rekursji splotowych:

51 = (ql,lv dqi1,2,--- 7Q1,m1)7rla

S2 = (Q2,1, J2,2, - - - ,Q2,m1)7T2,
R: )

S = (Qk,h dr,2; - - - an,m1>7Tk7

gdzie q;, := @(sj,71,), mj =05, 1 < j <k, 1 <r <my.

Przyktadowo, (2m + 1)-stanowy automat Mealy’ego dla konstrukeji Bondarenki z poprzed-
niego rozdzialu mozna opisa¢ nastepujacym uktadem R rekursji splotowych (zakladamy, ze
litery x; i x5 znajduja sie, odpowiednio, na pierwszej i drugiej pozycji alfabetu X):

(Id = (Id,IdId,... Id),
Ry = (Id,IdId,... Id)h,

R:{ R, = (Id IdId,..., Id)h,,,
D1 - (Dl,Rl,]d,...,Id),

| D,, = (D, R, 1d, ..., 1d).

Natomiast automat minimalny A z twierdzenia 6 mozna przedstawié¢ jako automat
A= ({a,b}, X, R),

w ktorym system R = (R;);>1 rekursji splotowych jest postaci:
a; = (bi—i—l oy big, G Clz‘+1)04m- .
Ri: 9 9 9 Y i) 1 > 1,
{ bi = (bit1s -+ -5 big1, bit1, biy1)aim, © By, -

gdzie ¢;q = { ZZ:: ;J{Zi’

W metodzie rekursji splotowych badam relacje miedzy elementami grup G(A;) (i > 1) i ich
sekcjami. W tym celu rozpatruje te elementy jako stowa grupowe W nad odpowiednim zbiorem
generatorow jako alfabetem i stosowatem do tych stow metody kombinatoryczne w oparciu o
pojecie sekcji Wy, na dowolnym stowie w € XE';.). Przy definicji sekcji Wy, traktuje zbior
generatorow

Sii={(s1)is---,(Sk)i}, 1>1

grupy G(A;) jako zbior liter, tzn. jako baze grupy wolnej F'(S;) rangi k. Rozwazajac nastepnie
réwnosei (4), wykorzystuje fakt, ze dowolne stowo grupowe W € F(S;) jest iloczynem pewnych
ich lewych stron badz ich odwrotnosci. Zatem W definiuje jednoznacznie iloczyn pewnych
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ich prawych stron badz ich odwrotnosci. Obliczajac ten iloczyn zgodnie z formutami (1)-(2),
otrzymuje relacje
W= WV,...,Vp)m

dla pewnych stow grupowych V, € F(S;41) (1 < r < m;) i permutacji 7 € Sym(X;). Stowa
V. sa wyznaczone jednoznacznie ze stowa W i systemu R = (R;);>1. Zatem nie sg one z
reguly zredukowane. Moga wiec zawiera¢ podstowa trywialne, tzn. stowa postaci (s;)7,;(s;); 14
(n € {—1,1}, 1 < j < k) oraz stowa dlugosci jeden (s;)/, ;, ktore definiuja identycznosé idx;,
(nie wykluczamy bowiem istnienia stanoéw trywialnych w automacie A;;;). Usuwajac kolejno
ze stowa V. (1 < r < m;) wszystkie tego typu podstowa trywialne, dostaje jednoznaczna
i zredukowana posta¢ tego stowa, ktéra oznaczam przez IA/T i nazywam sekcja stowa W na
literze z;, € X; (wyznaczong przez system R). Sekcje Wi,y € F(Siw|) stowa grupowego
W € F(S;) na dowolnym stowie w € X definiuj¢ teraz w sposob rekurencyjny: Wiq := W
oraz Wyyey = (Wi} )z} dla dowolnych v € XE';.), T € X

Jezeli jakies stowo grupowe W € F(S;) definiuje automorfizm g € Aut(X Eki))’ to dla kazdego
w € X( sekcja Wi,y € F(Sit|w|) definiuje automorfizm gg. € A“t(kainD)' Dostajemy
réowniez: -

(WV) gy = WeapViwry, (W) gy = Wewry) ™ (5)

dla dowolnych W,V € F(S;) i w € X, przy czym w' := W(w), w" := W~ (w). Ponadto
relacja v < w implikuje Wy | < Wi

Definicja 11 Stowo W € F(S) definiujace element neutralny nazywamy stowem znikajacym,
jezeli istnieje takie n > 0, ze Wi,y = € dla kazdego w € X". Najmniejsza liczb¢ n > 0 o tej
wlasnosci nazywamy glebokoscia stowa W i oznaczamy przez A\(W).

Wobec (5) gtebokosé A: F(S1) — {0,1,2,...} U{oc} ma nastepujace wlasnosci:
AW) = AXW) =XMWY = XUT'WU), XWV) <max{A\(W),\(V)} (6)

dla dowolnych U, V,W € F(S;). Oczywiscie nie kazde stowo definiujace element neutralny w
G(A) musi by¢ znikajace. Stosujac relacje (6), otrzymatem nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 1 ([H6], Proposition 3) Jezeli dla grupy G(A) generowanej przez automat
A= (S, X,R) spetnione sq nastepujoce dwa warunki:

(i) stowa znikajace wyczerpujg wszystkie mozliwe stowa definiujgce element neutralny,
(1) wsrod stow znikajgcych istniejq stowa o dowolnie duzej gltebokosci,
to G(A) nie jest skoriczenie prezentowalna.

Istotnie, przypusémy nie wprost, ze R C F'(.S7) jest skoriczonym zbiorem relacji definiujacych
grupe G(A). Wobec warunku (i), dla kazdego niepustego i zredukowanego stowa W € F(S}),
definiujacego element neutralny, istnieje takie n > 1 oraz stowa V; € F(S;), U; € RU R™!
(1 <i<n),ze W jest rownowazne stowu ViUV, .. .- V,U,V.~! (tzn. powstaje z niego przez
usuwanie kolejno ewentualnych podstow trywialnych (s;)7(s;); ", n € {—1,1}, 1 < j < k). Ale
wowczas, wobec wlasnosci (6), dostajemy: AM(W) < maxj<;<, U; < L, gdzie L := maxyer U <
00, czyli sprzecznosé z warunkiem (ii).
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Grupy generowane przez automaty nad stalym alfabetem i speliajace warunek (i) naleza
do szerszej klasy grup (piecewise automatically presented groups), ktora badata A. Erschler
([24]). Pokazata ona, ze jezeli taka grupa ma wlasnosé Kazhdana (T), to jest skoriczona; jezeli
natomiast jest sredniowalna i skonczenie prezentowalna, to jest wirtualnie abelowa (zawiera
podgrupe abelowg skoniczonego indeksu).

W pracy [H6| wprowadzitem pojecie automatu z rdzeniem (automaton with a path-active
nucleus). W tym celu dla dowolnego zbioru 7' C F(S;) oznaczytem

gdzie W;) € F(S;) jest stowem powstalym ze stowa W € F(S,) przez zastapienie kazdej litery
(s;)1 litera (s;)7 (1 <j <k, ne{-11}).

Definicja 12 Automat A = (S, X, R) nazywamy automatem z rdzeniem, jezeli istnieje skon-
czony zbior T' C F(S)) (zwany rdzeniem automatu) niepustych i zredukowanych stéow grupo-
wych, speliajacy warunki:

(i) dla kazdego W € F(S;) istnieje takie n > 0, ze Wi,y € T(ny1) U {e} dla w € X",

(ii) dla kazdego W € T istnieje takie stowo u = z125... € X%, ze dla kazdego i > 1 zachodzi:

Stwierdzenie 2 ([H6], Proposition 5) W grupie generowanej przez automat z rdzeniem A =
(S, X, R) jedynie stowa znikajgce wyznaczajq element neutralny.

Pojecie rdzenia dla automatéw zmiennych w czasie jest analogiczne do pojecia zwezania w
klasie grup samopodobnych. W szczegélnosci kazdy automat Mealy’ego z rdzeniem generuje
samopodobna grupe zwezajaca.

W pracy [H6| rozszerzytem na automaty zmienne w czasie roéwniez takie pojecia jak samo-
replikowanie (self-replication, fractalness) i rozgalezianie (branching), ktére dobrze funkcjonuja
dla samopodobnych grup rozgatezionych ([60]). Opartem je na obserwacji, ze réwnosci (4) de-
finiuja dla kazdego ¢ > 1 zanurzenie

‘IJLAZ G(Al) — G(Al+1) ZXi Sym(Xl),

ktore na ogoét nie jest izomorfizmem. Rozwazmy obciecie zanurzenia W, 4 do stabilizatora pierw-
szego poziomu oraz rzut W, 4: Stabga,)(1) — G(Ai41) tego obcigeia na r-tg (1 < 7 < m;)
wspolrzedna.

Definicja 13 Jezeli W;, a(Stabga,)(1)) = G(A;41) dla dowolnych ¢ > 1,1 < r < my, to
automat A nazywamy samo-replikujacym. Jezeli natomiast istnieje ciag (K;);>1 podgrup nor-
malnych K; <G(A;) skonczonego indeksu spetiajacych warunek: K7V < W; 4(k;) dla kazdego
1 > 1, to automat A nazywamy regularnie rozgatezionym. Jezeli grupy K; sa jedynie nietry-
wialne, to automat A nazywamy stabo regularnie rozgatezionym.

W szczegblnoscei, jezeli automat A jest regularnie rozgateziony oraz grupa G(A) dziala sfe-
rycznie przechodnio, to grupa ta jest rozgateziona (w sensie definicji 6), a jezeli A jest stabo
regularnie rozgaleziony, to grupa G(A) jest stabo rozgaleziona. Jezeli ponadto A jest automa-
tem Mealy’ego, to w pierwszym przypadku grupa G(A) jest regularnie rozgaleziona, a w drugim
— stabo regularnie rozgateziona (w sensie definicji 7).

W pracy |[H6| wprowadzitem réowniez pojecie automorfizmu niemal finitarnego (nearly fini-
tary automorphism) i grupy niemal finitarne;.

23



Definicja 14 Automorfizm g € Aut(X*) nazywamy niemal finitarnym, jezeli istnieje liczba
n = ng, > 0 1 skoficzony (by¢ moze pusty) zbior T' := T, C X%, taki ze T N Fiz(g) =
() oraz etykietki o,, sa trywialne dla wszystkich stow w € X* dlugosci wigkszej niz n, nie
bedacych prefiksem zadnego ze stow zbioru T'. Jezeli kazdy element grupy G < Aut(X™) jest
automorfizmem niemal finitarnym, to grupe G nazywamy niemal finitarna.

Stwierdzenie 3 ([H6|, Proposition 4) Jezeli automat A = (S, X, R) jest automatem z rdze-
niem, to grupa G(A) jest niemal finitarna.

Zbiér wszystkich automorfizméw niemal finitarnych drzewa X* zawiera w sposob wiasciwy
grupe automorfizméw finitarnych, ktora z kolei jest gesta podgrupa w grupie Aut(X*) (auto-
morfizm g € Aut(X*) nazywamy finitarnym, jezeli jego etykietki o,,, sa nietrywialne dla co
najwyzej skonczenie wielu stow w € X*). Zbior ten jednak nie tworzy grupy (automorfizm
odwrotny do niemal finitarnego jest co prawda niemal finitarny, ale ztozenie juz nie musi takie
by¢). Z drugiej strony, zbiér automorfizméw niemal finitarnych zawarty jest w sposob wlasciwy
w grupie automorfizméw ograniczonych drzewa X*.

Definicja 15 Automorfizm g € Aut(X*) nazywamy ograniczonym, jezeli ciag (§,(n))n>1 jest
ograniczony, gdzie &,(n) == {w € X": gr.} # idX(*nH)}l'

W 2010 roku V. Nekrashevych pokazat ([61]), ze jezeli alfabet X = (X;);>1 jest ograniczony,
to grupa automorfizméw ograniczonych nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych (w przy-
padku alfabetu nieograniczonego X nietrudno jest skonstruowa¢ w Aut(X*) nieabelowa grupe
wolna skladajaca sie z automorfizméw ograniczonych). Dowod opart o nastepujaca alternatywe:

Twierdzenie 7 (Nekrashevych, [61]) Niech G bedzie grupq dziatajacq wiernie na nieskori-
czonym, lokalnie skonczonym drzewie T' z korzeniem. Wowczas zachodzi doktadnie jedna z moz-
liwosci:
(1) G nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych,
(2) istnieje nieabelowa podgrupa wolna F < G i taka nieskoriczona Sciezka u wychodzqca z
korzenia drzewa T, zZe F C Stabg(u), a ponadto F dziata wiernie na dowolnym sqsiedztwie

Sciezki u (tzn. na poddrzewie drzewa T sktadajacym sie ze wszystkich wierzchotkow, ktore
sq potomkami jakiego$ ustalonego wierzchotka na Sciezce u),

(8) istnieje nieskoniczona Sciezka u wychodzqca z korzenia drzewa T oraz taka nieabelowa
grupa wolna F < G, Ze stabilizator Stabp(u) jest trywialny.

Powyzsza alternatywe wykorzystatlem do pokazania nastepujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 4 ([H6], Proposition 1) Jezeli X = (X;);>1 jest dowolnym (ograniczonym lub
nieograniczonym) alfabetem oraz G < Aut(X*) jest grupg niemal finitarng, to G nie zawiera
nieabelowych podgrup wolnych.

Uwaga 4 Metoda rekursji splotowej, choé¢ uzyteczna, jest czesto bezradna nawet wobec pro-
stych automatéw. Przyktadowo, o grupie generowanej przez 2-stanowy automat Mealy’go A =
({a,b},{1,2,3}, R) z systemem rekursji

_ a=(a,b,a)(l,2,3),
R { b= (a,a,b)(1,2),
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nie wiadomo nawet, czy jest skoriczona (cho¢ przypuszcza sie, ze jest nieskoniczona); automat
ten (oznaczany jako Mgrs) pojawia sie w badaniach nad klasyfikacja grup generowanych przez
2-stanowe automaty Mealy’ego nad alfabetem 3-literowym (|59]).

2.3 Konstrukcja automatu A i wlasnosci grupy G(A) — ciag dalszy pracy [H6]

Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem. Gléwnym rezultatem pracy [H6| jest uni-
wersalna konstrukcja automatu prawie minimalnego dla splotu 2, H;, gdzie (H;, X;);>1 jest
dowolnym ciggiem nieabelowych prostych przechodnich grup permutacji. Konstrukcja ta opiera
sie na obserwacji, ze jezeli (H,Y’) jest nieabelowa prosta przechodnia grupa permutacji skon-
czonego zbioru Y, to istnieje trojka (o, 5,y) € H X H X Y (nazwalem ja trojka z haczykiem)
speliajaca nastepujace warunki: H = (a, 3), o(a) = 2, o(3) = p dla pewnej liczby pierwszej
p > 3, a ponadto w rozktadzie permutacji o i 5 na roztaczne cykle istnieja takie dwa nietrywial-
ne cykle, jeden w rozktadzie «, a drugi w rozktadzie 3, ze y jest jedynym wspélnym elementem
tych cykli. Zauwazmy przede wszystkim, ze istnienie takiej trojki (o, 3, y) wynika bezposrednio
z istnienia elementéw «, 5 € H spelniajacych nastepujace dwa warunki:

(i) H = {(«a, ), o(a) =2, o(f) = p dla pewnej liczby pierwszej p > 3,

(i) p<|v]
Istotnie, wezmy permutacje «, 5 € H spetiajace (1)—(ii) i rozwazmy ich rozktady a = 7q-... 7,
B = o1-... 0 na nietrywialne, roztaczne cykle. Wowczas pewna transpozycja 7;, ma dokladnie

jeden wspolny element (oznaczmy go przez y) z pewnym cyklem oy, (w przeciwnym razie nosnik
kazdej transpozycji 7; albo bylby zawarty w zbiorze Fiz(f3), albo w nosniku pewnego cyklu o/,
ale wowczas, wobec (ii), grupa H = («, 8) nie bytaby przechodnia). W rezultacie («, 3,y) jest
trojka z haczykiem. Obserwacja, ze w grupie H istnieja elementy «, 5 speliajace warunek (i),
to gtowny rezultat pracy C. S. H. King ([49]). Pokazemy, ze mozna elementy «, § € H dobra¢ w
ten sposob, aby rowniez warunek (ii) zachodzil. Wybierzmy wiec o, f € H spehiajace (i), przy
czym dobierzmy te elementy tak, aby liczba pierwsza p = o() > 3 byla mozliwie najmniejsza.
Mamy oczywiscie |Y| > 5, [Y| > p. Jezeli 2 | |Y|, to oczywiscie p < |Y|. Zalézmy wiec, ze
21 |Y'] i przypusémy nie wprost, ze p = |Y|. Zatem [ jest dlugim cyklem (tzn. cyklem dtugosci
|Y'|). Skorzystajmy teraz z nastepujacego lematu:

Lemat 1 (JH6], Lemma 1) Kazda skoriczona grupa permutacji, zawierajgca diugi cykl i be-
dgca grupg prostq, jest prymitywna.

Znana jest nastepujaca klasyfikacja prymitywnych grup permutacji zawierajacych dtugi cykl (w
ponizszym twierdzeniu uzywamy standardowych oznaczen dla grupy afinicznej AG L(q) stopnia
k nad cialem g-elementowym, projektywnej grupy liniowej PG L(q), projektywnej semi-liniowe;
grupy PI'L;(q), projektywnej specjalnej grupy liniowej PSLy(q) i grup Mathieu My, Mog).

Twierdzenie 8 ([44]) Jezeli G jest prymitywng grupg permutacyi stopnia m, zawierajgcg cykl
dtugosci m, to zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:

o G < AGLi(m), gdzie m jest liczbg pierwszq,
o G = Alt(m) lub G = Sym(m),

o PGLL(q) < G < PU'Ly(q), gdzie k > 2, q jest liczbg pierwszq, m = (¢* — 1)/(q¢ — 1),
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e m =11 oraz G = PSLy(11) lub G = My,
L m:23, G:Mgg.

W powyzszym twierdzeniu, jezeli m := p jest liczba pierwsza, to AGLi(m) zawiera jedyna
grupe cykliczna rzedu m, ktora jest jej podgrupa normalna. Grupa PGLg(q) jest podgrupa
normalna grupy PI'Li(q) i jest ona prosta wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(k,q — 1) = 11
(k,q) # (2,2), co implikuje PGLy(q) = PSLi(q). W rezultacie, poniewaz H jest nieabelowa i
prosta, to mamy nastepujace mozliwosci:

H = Alt(p) lub

p:231H:M231ub

pzlllH:Mllhlb

p=111 H = PSLy(11) lub

p=("—-1)/(¢q—1) i H = PSL(q), gdzie k > 2, a q jest potega liczby pierwszej,
speliajaca warunek NWD(k,q—1) = 1.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze grupa PSLs(11), a takze grupy Alt(p) dla p # 7 oraz grupy
PSLi(q) z parametrami k i g jak wyzej, sa generowane przez inwolucje i element rzedu 3,
natomiast grupy Alt(7), My; i Moz — przez inwolucje i element rzedu 5 (|49, 66]). W kazdym z
tych przypadkéw mamy wiec sprzecznosé z minimalnoscia p.

Dla kazdego ¢ > 1 wezmy teraz dowolna trojke z haczykiem

(qg, Biy ) € Hy x Hy x X

oraz rozwazmy 3-stanowy automat A = ({a,b,id}, (X;)i>1, (Ri)i>1) z nastepujacym systemem
R = (Ri)i>1 rekursji splotowych:

a; = (Giy1,0dis1, .., 0digr) 0y,
Ri: bi = (bis1,idiya, ..., idig1)B;, 1> 1, (7)
idi = (idig1,idiy1, ... 0dig),

przy czym zaktadamy uporzadkowanie zbiorow X; (i > 1) w ten sposob, ze na pierwszej pozycji
wystepuje litera z; € X; z trojki (o, 8;, x;).

Zauwazmy od razu, ze cho¢ wszystkie nietrywialne etykietki automorfizmow a ib sg umiesz-
czone na stowie x1roxs ... € X, to automorfizmy te nie sg skierowane — nie stabilizuja bowiem
tego stowa.

Twierdzenie 9 ([H6], Theorem 1) Przeksztatcenia @,b € Aut(X*) zdefiniowane przez stany
a 1 b automatu A generujg topologicznie splot 32, H;. W szczegolnosci A jest automatem prawie
minimalnym dla splotu °, H;.

Dla dowodu powyzszego twierdzenia rozwazam i-te przejscie A; = ({a, b, id}, (X))i>i, (Ri)i>:)
automatu 4. Mamy oczywiscie G(A;) = (a;, b;) < W; dla kazdego i > 1, gdzie W; := 2, H,. Dla
1,7 > 1 oznaczmy przez W;; < W; podgrupe powstaly z W; przez zastgpienie permutacjami
trywialnymi wszystkich etykietek oy, (¢ € W;) na stowach w € X(*i) dtugosci |w| > j. Niech
a;j,bi; € W;; beda elementami powstalymi w ten sposéb z generatoréw a,, b, € W;. Nalezy
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zatem wykazac réwnoéé (a; j,bij) = Wi, dla wszystkich 7, j > 1. Stosujemy indukcje po j. Dla
j=1mamy: W;; = H; = (o, ;) = (ai1,bi1) dla kazdego i > 1. Zalézmy wigc, ze dla pewnego
Jo = 1 zachodzi: WwO = (a; jo, bij,) dla kazdego i > 1. Wybierzmy dowolnie i; > 1 i oznaczmy
G = iy jo+1, § = Gig+1os P 1= bigjo+1, B = big41j, 1d := idjg41, o 1= gy, B = B;,. Wobec

(7) mamy:
g = (¢,id,... id)a, g
ho= (W.id,....id)B. (8)

Nalezy wiec pokazaé, ze grupa Wi, j,+1 zawiera sie w grupie G := (g, h) (zawieranie w druga
strong jest oczywiste). Mamy oczywiscie Wy, jo11 = Wigt1 4, U, Hip = V‘@fﬁ,ﬂo X H,,, a wobec
zalozenia indukcyjnego mamy tez W, 41 j, = (¢, h'). Poniewaz W; 44 j, jest grupa doskonala, to
dla kazdego f € Wi 11 j, istnieje stowo grupowe V(z,y) € F(z,y), w ktéorym sumy wyktadnikow
przy literach x i y sa obie rowne 0, a ponadto f = V(¢, h'). Wyznaczmy teraz rekursje splotowa
elementu V (g%, h*io) € G. Wobec rekursji (8) i konstrukeji trojki z haczykiem (a, 3, 4, ), dosta-
jemy: V(g% hPio) = (f,id,...,id). Zatem (f,id,...,id) € G. Wobec dowolnosci f, dostajemy
takze (¢',id, ..., id) € G i (h’,zd, ...id) € G. W rezultacie, wobec (8), dostajemy: a, 8 € G,
a stad H;, < G. Poniewaz grupa H;, jest przechodnia, to dostajemy réowniez W/iffl,jo <G. W
konsekwencji W;, jo+1 < G, co dowodzi tezy indukcyjne;.
W pracy [H6| wyprowadzitem tez nastepujacy rezultat

Stwierdzenie 5 ([H6], Propositions 8, 10) Automat A jest automatem z 6-elementowym
rdzeniem

-1 -1 -1 —1
T: {al,al 7b17b1 ,CLl bl,bl al}.

W szczegdlnosci kazde stowo grupowe W € F({ay, by,id1}) wyznaczajace element neutralny w
grupie G(A) jest znikajgce. Co wiecej, istniejq znikajqace stowa grupowe W € F({ay,by1,id1}) o
dowolnie duzej gtebokosci.

Dla dowodu drugiej czedci stwierdzenia 5 skonstruowatem dla kazdego ¢ > 1 stowa grupowe
z liter a;, b; postaci:

WMNz . [bN Mb—N N] R bN Mb—N MbN Mb_N M

’L Z ?

gdzie wyktadniki M i N spelniaja podzielnosci 2 | M, p; | N, przy czym p; := o(3;). Pokazalem,
ze Wy ni(z) = x dla kazdego x € X;, a nastepnie wyznaczytem jednoliterowe sekcje:

_ WM/Q,N/pi,iJrla T = T,
(WM,N,Z){x} - { £, T ?é ;.

Otrzymalem stad, ze dla kazdego i > 1 stowo Wait1 ., 4.1 jest znikajace, a jego glebokos¢ jest
rowna ¢ + 1. Jako wniosek ze stwierdzen 1-5 dostatem:

Twierdzenie 10 ([H6], Theorems 2, 3) Grupa G(A) jest niemal finitarna, nie posiada skori
czonej prezentacyi i nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych.

Stwierdzenie 5 zastosowalem réwniez do pokazania, Ze polgrupa generowana przez prze-
ksztalcenia a i b jest wolna ([H6|, Proposition 9). Mianowicie, niech W € F'({a;,b;}) (i > 1) be-
dzie zredukowanym stowem potgrupowym (tj. bez ujemnych wyktadnikow). Indukcja ze wzgledu
na dtugos¢ stowa W mozna pokazaé¢ (w oparciu o rekursje (7)), ze jezeli W rozpoczyna sie od
a; (odp. od b;), to sekcja Wi,y (ktora jest zredukowanym slowem poélgrupowym z liter a1
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i b;41) rozpoczyna sie od a;1 (odp. od b;y1). Jedynymi stowami potgrupowymi w rdzeniu 7'
automatu A sa stowa a; i by. Jezeli wiec W € F({ay,b1}) jest zredukowanym slowem potgru-
powym zaczynajacym sie od a; (odp. od by), to istnieje takie i > 1, ze Wiy, 43 = ai11 (odp.
Wizyziy = biy1). Poniewaz a; # b; dla kazdego i > 1, to otrzymalem, ze dowolne dwa rézne i
zredukowane stowa potgrupowe z liter a; i b; nie moga wyznaczaé tego samego przeksztalcenia
(mozna bowiem zalozy¢, ze jedno z tych stow rozpoczyna sie od aq, a drugie od by, albo tez, ze
jedno jest puste, a drugie nie), czyli ze potgrupa sgp(a, E) jest wolna. W rezultacie otrzymatem
nastepujacy wniosek:

Wnhniosek 1 (|[H6], Corollary 4) Grupa G(A) generowana przez automat A ma wzrost wy-
ktadniczy.

Udowodnitem réwniez, ze automat A jest samo-replikujacy i stabo regularnie rozgateziony
nad ciggiem komutantow (G(A;))i>1.

Stwierdzenie 6 ([H6], Proposition 12) Automat A jest samo-replikujgcy i stabo regular-
nie rozgateziony nad ciggiem komutantow (G(A;) )i>1. W szczegdlnosci grupa G(A) jest stabo
rozgateziona.

Jezeli ciag (H;, X;);>1 jest staly, to A jest automatem Mealy’ego. Ponadto jest to automat
ograniczony, tzn. kazdy jego stan definiuje automorfizm ograniczony. Pojecie ograniczonosci dla
automatow Mealy’ego badal w 2000 roku S. Sidki (|71]). Grupy generowane przez automaty
ograniczone tworza podklase w klasie samopodobnych grup zwezajacych. Choé¢ problem $re-
dniowalnosci wszystkich grup w tej wiekszej klasie jest nadal otwarty, to udowodniono (|7]), ze
grupy generowane przez ograniczone automaty Mealy’ego sa $éredniowalne. W rezultacie dosta-
tem nastepujacy wniosek:

Whiosek 2 ([H6], Corollary 2) Dla dowolnej nieskoriczonej potegi splotowej 13, H) nieabe-
lowej prostej przechodniej grupy permutacji H skoriczonego zbioru X istnieje prawie minimalna
realizacja automatowa za pomocq 3-stanowego ograniczonego automatu Mealy’ego A nad alfa-
betem X . Grupa G(A) generowana przez automat A jest sredniowalng grupg wzrostu wyktadni-
czego, nie posiadajgcq skoriczonej prezentacji, a jej obydwa generatory (odpowiadajgce nietry-
wialnym stanom automatu A) generujq pétgrupe wolng. Ponadto grupa ta jest niemal finitarna,
samo-replikujgca, zwezajgca oraz stabo regularnie rozgateziona nad swoim komutantem.

2.4 Generowanie splotéw grup abelowych — prace [H1]|, [H2], [H4]

W swojej pracy doktorskiej udowodnitem (praca [D5]), ze sploty 2,C,,, skoniczonych prze-
chodnich grup cyklicznych C),, o parami wzglednie pierwszych rzedach, czyli spelniajacych
warunek NWD(n;,n;) = 1 dla i # j, sa topologicznie 2-generowane. Dowdd opieral sie na
konstrukeji automatu minimalnego (tj. automatu 2-stanowego) dla takiego splotu. Po obronie
zastanawiatem si¢ nad rozszerzeniem tego wyniku na sploty °,C,,, dowolnych skoiiczonych
przechodnich grup cyklicznych. W szczegélnosci cheiatem znalezé formute na range takich splo-
tow. Nadal nie wiem, czy istnieje odpowiednia konstrukcja automatu minimalnego, ale w pracy
[H1] wyprowadzitem formute na range dowolnego takiego splotu oraz skonstruowatem minimal-
ny zbior topologicznych generatoréw (sama formuta wynika po czesci z tej konstrukeji).

Twierdzenie 11 ([H1], Theorem 1.1) Niech (n;);>1 bedzie dowolnym ciggiem liczb catkowi-
tych wickszych od 1. Wowczas d(432,Cp,) = d([;54 Cn;) + 1.

i
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Prawa strone powyzszej rownosci mozna wyrazi¢ jako najmniejsza liczbe kg o tej wlasnosci,
ze najwiekszy wspolny dzielnik dowolnego kp-elementowego podciagu ciagu (n;);>2 jest rowny
1. Zatem twierdzenie 11 mozna zastosowa¢ do wyznaczania rangi skoriczenie iterowanego splotu
W, Ch, (m > 1). Otrzymatem w szczegolnosei oszacowanie d({",C,,) < m, przy czym rownosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(ns,...,n,) > 1. Ponadto dla kazdego m > 2 mozna
skonstruowaé taki nieskoniczony ciag (n;)i>1, ze d(52,C,,) = m. Przykladowo, jako n; bierzemy
dowolna liczbe catkowita wicksza od 1, a jako n; (i > 2) —iloczyn pipii1 - - - Pivm—2, gdzie (p;)i>2
jest dowolnym ciagiem réznych liczb pierwszych.

Oznaczmy p := d([ [, Cy,) 1 zalézmy, ze p < oo (jezeli p = oo, to oczywiscie d(32,C,,,) =
o). Dowod twierdzenia 11 opartem na konstrukeji (p + 1)-elementowego zbioru

S:={f,01,...,0,}

topologicznych generatoréw dla splotu 2°,C,,.. W konstrukeji tej rozpatrywatem splot 32, C,.
jako grupe automorfizmow drzewa X* nad zmiennym alfabetem X = (X;);>1, w ktorym | X;| =
n; dla ¢ > 1. Element S zdefiniowatem jako automorfizm ukorzeniony, ktéry generuje grupe
cykliczna C,,,. Automorfizmy «; (1 < j < p) skonstruowatem w ten sposob, ze zbudowatem
najpierw p-elementowe zbiory generatorow {ai;,...,a,;} € Cy, grup C,, (i > 2), spelniajace
nastepujacy warunek: NWD(o(a;;),0(a;)) = 1 dla wszystkich 1 < j < p oraz i # i'. Istnienie
takich zbiorow oraz sposob ich konstrukcji wyprowadzitem w (|[H1|, Lemma 3.1). Nastepnie
wybratem dowolnie dwie litery z;,y; € X; (¢ > 1) i zdefiniowatem automorfizm «;, poprzez
jego etykietki, w nastgpujacy sposob: oo, = aji+1 dla @ > 1 oraz o4, = idx,,, dla
w ¢ {wy,ws, ...}, przy czym w; := x; ... T,_1y;. W szczegolnosci wszystkie automorfizmy a; sa
1-skierowane i maja kierunek zixoxs. . ..

Glowny ciezar dowodu twierdzenia 11 spoczywa na kilku technicznych lematach ([H1], Lem-
ma 3.2-3.5), ktore pokazuja, ze zbiér S istotnie generuje topologicznie splot °,C,,,. W tym
celu dowodzitem najpierw, ze dla kazdego n > 0 grupa (S) dziata przechodnio na n-tym po-
ziomie drzewa X* (zastosowalem indukcje po n). Ustalitem nastepnie N > 0 i wobec zalozenia
NWD(o(aj;),0(a;r) = 1dlal < j < p, i # i, skorzystalem z chinskiego twierdzenia o
resztach, aby skonstruowaé¢ dla dowolnych 1 < i < N i~y € C,, element g := g(i,7) € (S5),
spelniajacy nastepujacy warunek: og., , = 71 040 = idx,,, dla w € X=NA\dw;_1} (przez
X=N oznaczylem zbior stow dtugosci nie wiekszej niz N, przyjatem tez wy := €). Nastepnie dla
kazdego w € X=V rozwazalem poddrzewo V,, C X =V sktadajace sie ze stow, ktorych prefiksem
jest w. Wykorzystujac konstrukcje elementow ¢(i,7) oraz sferyczng przechodniosé grupy (),
skonstruowatem dla dowolnych w € X=N'i v € G, ., taki element h := h(w,7) € (S), ze
Ohw = Y 1 Ony = idx,,,, dlav € X=N\ V,. Ustalitem wreszcie dowolnie stowo w € X=V i
dla kazdego v € V,, wybralem dowolnie v, € Cy, . W oparciu o elementy h(v,~,) skonstru-
owalem taki element f, € (5), ze 04, , = dlav € Vi, i 04,0 = idx,,,, dla v € X=NAV,,.
Konstrukcje elementu f,, przeprowadzitem indukcja wsteczna po |w|. Jezeli bowiem |w| = N,
to V,, = {w} i wowczas przyjatem f,, := h(w,~,). Nastepnie zaktadajac indukcyjnie, ze dla
pewnego 1 < ¢ < N odpowiedni element f,, mozna skonstruowaé¢ dla wszystkich w, ktore spet-
niaja i < |w| < N, pokazalem, w oparciu o skonstruowane elementy, jak skonstruowaé¢ f, dla
dowolnego w € X~!'. Poniewaz dla w := ¢ mamy: V,, = V. = X<V to wobec dowolnosci N
dostalem, ze S generuje topologicznie splot $3°,C,,..

Dla dowodu, ze S jest zbiorem minimalnym, tzn. |S| = d(32,C,,.), postuzytem sie formutami
Lucchini’ego, uzyskanymi w 1997 roku za pomoca algebraicznej metody pochodzacej od W.
Gaschiitz’a, opierajacej sie na znajomosci struktury nieredukowalnych G-moduléw skoriczone;j
grupy rozwigzalnej G.
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Twierdzenie 12 (Lucchini, [55]) Jezeli (G, X) jest przechodniq grupg permutacji skoriczo-
nego zbioru X, a H jest skoriczong grupg rozwigzalng, to

d(H 1x G) = max (d(H/H’ ix G), [CZ(ITT)’_Q] + 2) .

Twierdzenie 13 (Lucchini, [55]) Jezeli (G, X) jest nilpotentng przechodniq grupa permuta-
et skonczonego zbioru X, a A jest skoriczong grupg abelowg, to

d(Aix G) = mgx{d(A x G),d(A)+1,d,(A) + 2},

gdzie p przebiega zbior wszystkich liczb pierwszych dzielgcych rzqd grupy A, dla ktorych G nie
jest p-rozwigzalna, a d,(A) oznacza range p-podgrupy Sylowa grupy A.

Chcac udowodnié, ze S jest minimalnym zbiorem topologicznych generatoréw, pokazatem
nier6wnos¢ d(2,Cy,) > p+ 1. W tym celu zauwazyltem, ze istnieje takie ig > 1, ze d(A) =
p = d([[2,Cn,), gdzie A = [[°, C,,. Ponadto grupa H := {%,C,, jest rozwiazalna oraz
H/H' ~ A. Zatem dla splotu W = H lx, C,, (bedacego obrazem homomorficznym splotu
$°,C,,) dostatem z twierdzen 12-13:

d02,Cry) = (W) 2 d(H/H' U, Cy) = d(Ax, Cy) 2 d(A) +1=p+ 1.

W pracy [H4| rozpatrywatem zbiér S = {a, ..., ,, 8} jako zbior przeksztalcen automato-
wych. Zauwazytem, ze dla kazdego niezerowego poziomu drzewa X* wszystkie sekcje automor-
fizmu 5 na slowach z tego poziomu sa trywialne, a kazde z przeksztalcen o; (1 < j < p) ma
co najwyzej trzy réozne sekcje, przy czym jedna z nich tez jest trywialna. Zatem automorfizm
B mozna zdefiniowa¢ za pomocy tylko jednego stanu, a kazdy z automorfizmow a; wnosi do-
datkowe dwa stany — dla trywialnych sekcji automorfizmu o nie potrzebujemy nowego stanu,
bo kazda taka sekcje mozemy ,powiaza¢”’ z odpowiednig trywialng sekcja automorfizmu 5. W
rezultacie otrzymalem automat o 2p + 1 stanach, ktory generuje splot 2, C,,.. Co prawda kon-
strukcja ta nie daje automatu minimalnego (ani prawdopodobnie automatu optymalnego), ale
pozwala scharakteryzowac sploty 2, C,,; jako grupy generowane przez automat.

Twierdzenie 14 ([H4], Theorem 1) Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem; oznacz-
my n; := |X;| dla i > 1. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) splot 3°,C,, jest generowany przez automat nad alfabetem X,
(i) splot 3°,C,,, jest topologicznie skoriczenie generowany.

W przypadku, gdy ciag (n;);>1 sktada si¢ z réznych liczb pierwszych, to p = 1 1 wowczas
S ={B,aq}. E. Fink (|25]) wyprowadzila w tym przypadku pewne algebraiczne i geometryczne
wlasnosci grupy G = (S). Okazuje sie, ze nawet w tym najprostszym przypadku nie wiadomo,
czy G zawiera polgrupy wolne.

Twierdzenie 15 (Fink, [25]) Jezeli (n;);>1 jest ciagiem réznych liczb pierwszych, to grupa
G = (B, a1) ma nastepujgce wtasnosci:

(i) G jest grupg rozgatezionag, nie ma wtasnosci kongruencji podgrup, a kazda podgrupa nor-
malna K <G jest skoriczenie generowana,
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(ii) abelianizacja G/G" jest izomorficzna z iloczynem C,, X Cy; w szczegdlnosci G nie jest
grupq just-infinite,

(i1i) G nie jest rozwigzalna, ale kazdy jej wtasciwy iloraz G /K jest grupg rozwigzalng,

(iv) G nie ma wzrostu wielomianowego, a jezeli n; > 23T g1y pewnej statej ¢ > 1, to
G ma wzrost wyktadniczy; jezeli zas n; > 36°, to G nie zawiera nieabelowych podgrup
wolnych.

W pracy [H2| rozszerzytem pojecia i metody z pracy [H1] do splotow 122, A;, gdzie (A;, X;)i>1
jest dowolnym ciagiem abelowych przechodnich grup permutacji skoniczonych zbioréw X;. Za-
uwazytem bowiem, ze range d(33°;A;) mozna wyznaczy¢ w oparciu jedynie o formuly Lucchi-
ni’ego. Stosujac indukcje po n > 1, otrzymatem z twierdzen 12-13 nastepujaca formute:

A, A;) = max {d(ﬁ Ap), 1+ d(ﬁ Al)} , n>1

i=1 =2

Zauwazmy, ze wszystkie trzy ciagi (A1 A;))n>1, (AT, Ai))ns1 1 (1 + d(J]7y Ai))n>1 albo
sie stabilizuja, albo zmierzaja do nieskonczonosci ([68], Lemma 2.5.3). W rezultacie dostatem
formute na d(352, 4;).

Twierdzenie 16 ([H2], Theorem 1.1) Dla dowolnego ciggu (A;, X;)i>1 abelowych przechod-
nich grup permutacyi skonczonych zbiorow X; zachodzi réwnosc

Otrzymalem tez ogolniejsze kryterium na topologiczne generowanie splotow grup abelowych,
za pomoca automorfizméw ukorzenionych i skierowanych. W tym celu wprowadzitem pojecie
automorfizmu ko-pierwszego.

Definicja 16 Automorfizm g € Aut(X*) nazywamy ko-pierwszym, jezeli dla dowolnych dwoch
wierzchotkéw w i v z r6znych pozioméw drzewa X* etykietki oy ., 04, sg elementami o wzglednie
pierwszych rzedach: NWD(o(og),0(04,)) = 1.

Stwierdzenie 7 ([H2], Proposition 4.5) Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem i
niech R C Aut(X™*) bedzie dowolnym zbiorem automorfizmow ukorzenionych, a D C Aut(X*) -
dowolnym (skoriczonym lub nieskoriczonym) zbiorem automorfizmow 1-skierowanych, bedgcych
jednoczesnie automorfizmami ko-pierwszymi. Oznaczmy S = RU D i niech Vg; < Sym(X;)
(i > 1) bedq grupami wierzchotkowymi zbioru S, czyli grupami okreslonymi nastepujgco:

Vei = (04w: g€ S,we X, i>1

Jezeli wszystkie grupy Vs, sq abelowe i przechodnie, to zbior S generuje topologicznie ich splot,

czyli (S) =2, Vs,.

Na odwrdét, niech (A;, X;)>1 bedzie dowolnym ciagiem abelowych przechodnich grup per-
mutacji skoriczonych zbiorow X; (| X;| > 2). Oznaczmy p = d(][;=, A;) i zalézmy, ze p < cc.
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Lemat 2 ([H2], Lemma 5.1) Dla kazdego i > 2 istnieje taki p-elementowy zbior generatoréw

{01,i7 e 7O'pﬂ'}
grupy A;, ze NWD(o(cj,),0(0;)) =1 dla dowolnych 1 < j < p orazi # 1.

W oparciu o zbiory generatorow z powyzszego lematu, skonstruowalem automorfizmy 1-
skierowane di,...,d, € Aut(X*) w taki sposob, ze dla 1 < j < p jedyna potencjalnie nie-
trywialna etykietka automorfizmu d; na i-tym (i > 1) poziomie drzewa X* jest rowna o, .
Niech D := {d,...,d,}. Skonstruowatem tez zbiér R skladajacy si¢ z d(A;) automorfizmow
ukorzenionych, generujacy grupe A;. W szczegoélnosci dla grup wierzchotkowych Vg, zbioru

S:=RUD

dostatem: Vs; = A; dlai > 1. Poniewaz automorfizmy d; sa ko-pierwsze, to wobec stwierdzenia 7
otrzymalem, ze S generuje topologicznie splot 52, A;. Jezeli grupa A; jest cykliczna, to wobec
twierdzenia 16 dostatem, ze zbior S jest minimalny, tzn. |S| = d(i2; 4;).

Twierdzenie 17 ([H2|, Theorem 1.2) Jezeli grupa Ay jest cykliczna, to skonstruowany wy-
zej zbior S = RU D jest minimalnym zbiorem topologicznych generatorow dla splotu 52, A;,
tzn. |S| = d(52, A;).

Podobnie jak w przypadku grup cyklicznych, zbiéor S = R U D mozna wykorzysta¢ do
konstrukeji automatu generujacego splot $5°, A;. Oczywiscie automat taki nie bedzie minimalny.

Whniosek 3 Oznaczmy n = d(Ay) +2p. Wowczas istnieje n-stanowy automat A nad alfabetem
X = (Xi)i>1, ktory generuje splot 132, A;.

2.5 Topologiczny rozklad na grupy abelowe wolne — praca [H3]

W pracy [H2|, opisanej w poprzednim rozdziale, skonstruowatem za pomoca automorfizmow
ukorzenionych i skierowanych topologiczny rozktad splotow 52, A; skoriczonych grup abelowych
na dwie skonczenie generowane podgrupy abelowe, z ktorych pierwsza (ta generowana przez
automorfizmy ukorzenione) byta skoriczona (rowna A;), za$ druga (generowana przez auto-
morfizmy 1-skierowane) nieskoriczona (cho¢ jej kanonicznego rozbicia na iloczyn prosty grup
cyklicznych nie mozna jednoznacznie okresliéc w oparciu o podang tam konstrukeje).

Ogolnie powiemy, ze dowolna grupa G < Aut(X*) rozktada sie topologicznie nad dwoma
swoimi podzbiorami, jezeli grupy generowane przez te zbiory przecinaja sie trywialnie, a ich
suma mnogosciowa generuje grupe gesta w G.

Niech X = (X;);>1 bedzie zmiennym alfabetem i niech (A4;, X;);>1 bedzie dowolnym ciagiem
abelowych i przechodnich grup permutacji, dla ktérych ranga

p = d(H Ai)

jest skonczona (czyli rownowaznie: d(3°;A4;) < oo). W pracy [H3| znalazltem naturalny, topo-
logiczny rozktad splotu 5°, A; na dwie izomorficzne grupy abelowe wolne rangi p. W tym celu
wprowadzilem pojecie automorfizmu jednorodnego i pojecie pekniecia automorfizmu.

Definicja 17 Automorfizm g € Aut(X*) nazywamy jednorodnym, jezeli dla kazdego poziomu
drzewa X* wszystkie etykietki o, , na stowach w z tego poziomu sg identyczne (cho¢ etykietki
na stowach z réznych poziomoéw moga sie r6znic).
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Definicja 18 Automorfizm h € Aut(X*) nazywamy peknieciem automorfizmu g € Aut(X™)
wzdhuz stowa u € X“ (a crack of an automorphism g with a cracking path u € X%), jezeli
portret automorfizmu h pokrywa sie z portretem automorfizmu g, za wyjatkiem etykietek oy, .,
na stowach w € X* bedacych prefiksami u, gdzie etykietki te sa wszystkie trywialne.

Uktad sktadajacy sie z dowolnego automorfizmu jednorodnego i jego pekniecia mozna opisac
2-stanowym automatem A = ({a,b}, X, R), w ktorym uktad rekursji splotowych R; (i > 1)
jest postaci:

R { a; = (ai+1,ai+1> . 7ai+1)7Ti,
' bi = (bit1, Qi1 Qiy1),
gdzie m; € Sym(X;) (w powyzszych rekursjach zaktadalem odpowiednie uporzadkowanie liter
zbiorow X, tzn. jezeli gjest peknieciem automorfizmu a wzdtuz stowa u = x1z023 ... € XY, to
dla kazdego i > 1 litera z; € X; znajduje sie na pierwszej pozycji).

Stwierdzenie 8 ([H3], Proposition 3.5) Niech S C Aut(X*) bedzie zbiorem ko-pierwszych
automorfizmow jednorodnych ¢ dla kazdego s € S niech § bedzie jakimkolwiek peknieciem au-
tomorfizmu s. Jezeli wszystkie grupy wierzchotkowe Vs; C Sym(X;) (i > 1) sq abelowe i
przechodnie, to zbior SU{s: s € S} generuje topologicznie splot 3;°,Vs,;.

Aby zastosowaé powyzsze stwierdzenie do splotu 52, A;, skonstruowatem zbior
S = {al, R ,CLP} g 2?21141
spetniajacy warunki nastepujacego twierdzenia:

Stwierdzenie 9 ([H3], Proposition 4.1) Istnieje p-elementowy zbior S C 122, A; automor-
fizmow jednorodnych, dla ktorego zachodzi:

o S sktada sie z automorfizmow ko-pierwszych,
o grupa wierzchotkowa Vs, pokrywa si¢ z A; dla kazdego © > 1,

e grupa generowana przez S jest grupq abelowq wolng rangi p, tzn. (S) ~ C? ; w szczegdl-
nosci zbior S jest zbiorem wolnych generatoréw dla grupy (S).

Ustalitem nastepnie nieskoiiczone stowo
Uy = T1TaT3 ... € XY

i dla dowolnych 1 < k < p, i > 1 rozwazalem sekcje ay,; € Aut(XE“i)) automorfizmu a; na
dowolnym stowie dtugosci i—1 (wybor konkretnego stowa nie ma znaczenia, jako ze automorfizm
ay, jest jednorodny) oraz pekniecie by ; automorfizmu ay, ; wzdtuz stowa ;241242 ... € XZ’;). W

szczegblnosci automorfizmy ay; sa ko-pierwszymi automorfizmami jednorodnymi drzewa X (-
Zdefiniowalem wreszcie grupy

Hi = (Sa:), Ki=(Si), Gi:= (Sapi),

gdzie
Sai ={ari - a5}, Spi=A{b1i,-.., b5}, Sapi = iU Spi.
Ze stwierdzenia 8 dostatem od razu, ze zbioér S, ;1 generuje topologicznie splot 92, A;. Podziat

Sab1 = Sa1 U Sy definiuje poszukiwany wyzej rozktad topologiczny splotu 52, A; na abelowe
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grupy wolne rangi p. Whasnosé te jak i inne algebraiczne i geometryczne wtasnosci grupy G, =
(Sap1) (a w zasadzie wszystkich grup G; = (S,p,) dla i > 1) wyprowadzitem w rozdziale 5
pracy |[H3|, otrzymujac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 18 ([H3|, Theorem 5.1) Dia kazdego i > 1 zachodzi:

(i) G; mozna przedstawic¢ jako iloczyny potproste: G; = HZG X K; = KZG X H;, gdzie HZG to
domkniecie normalne grupy H; w G;,

(11) potgrupa generowana przez Sqp.; jest iloczynem wolnym potgrup generowanych przez zbiory
Sai © Spi; w szezegolnosci G; ma wzrost wyktadniczy,

(iii) G;/G’ >~ C?*0: w szczegdlnosci d(G;) = 2p,

(iv) grupa G; jest beztorsyjna, stabo rozgateziona, ma trywialne centrum, nie posiada skoriczo-
nej prezentacji i nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych.

Dla dowodu rozpatrywatem zbior S,;; jako zbior stanéw automatu B = (Sgp1, X, R) z
nastepujacym systemem R = (R;);>1 rekursji splotowych:

( ar; = (a17z’+1, Q14415 - - - ,a1,i+1)01,i,
Az, = (a2,i+17 Q241 - - - 7a2,i+1)01,i7
R.: Qi = (Qpit1s pjit1s -+ -5 Apit1)Tpis (9)
it
bl,i = (bl,z’+17 a1i4+1y--- ;al,i+1);
b2,z‘ = (bQ,z‘+17 241, - - - aa/2,i+1>a
\ bp,’i = (bp,i-l-la Qpit1y--- aap7i+1)>

gdzie o, ; == 0y, , . to etykietka automorfizmu a;,; na stowie pustym. W szczegolnosci dla kazdego
i > 1mamy: A; = (op,;: 1 < k < p) oraz G(B;) = G; = (Sap.), gdzie B; jest i-tym przejsciem
automatu B. Do wyprowadzenia powyzszych wlasnosci stosowatem metody kombinatoryczne
do stow grupowych U € F(S,,) i ich sekcji. W tym celu wyréznitem pojecie (a,?)-sylaby,
czyli dowolnego stowa U € F(S,;) oraz pojecie (b,i)-sylaby — stowa U € F(S;;). Sylabe U €
F(S,,)UF(Sp;) nazwalem trywialna, jezeli jest stowem pustym e lub definiuje element neutralny
grupy G;. W szczegolnosci grupa H; = (S, ;) sktada si¢ z elementoéw zdefiniowanych przez (a, )-
sylaby, a grupa K; = (Sy;) — z elementow zdefiniowanych przez (b, i)-sylaby.

Lemat 3 ([H3], Lemma 5.2) Dla kazdego i > 1 zachodzq izomorfizmy H; ~ K; ~ C?_.

Wnhiosek 4 ([H3|, Corollary 5.3) Sylaba U € F(S,;) (odp. U € F(Sy;)) jest trywialna wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 1 < k < p suma wyktadnikow przy literze ay; (odp. przy literze
bii) w tej sylabie jest rowna 0.

Dla dowolnego stowa grupowego U € F(S, ;) istnieje takie n > 1, ze U = W1V ... W, V,,
gdzie kazde W; jest (a,i)-sylaba, a kazde V; jest (b,i)-sylaba. Jezeli wszystkie sylaby W;, V;
(1 < j < n) sa nietrywialne (za wyjatkiem, by¢ moze, przypadku W; = € lub V,, = ¢), to
stowo U nazywalem zredukowanym. Sekcj¢ Ugwy € F/(Sapitjw|) Da stowie w € X0 zdefinio-
walem poprzez rekursje (9) w sposoéb identyczny, jak to opisalem w rozdziale 2.2, pamietajac
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jednak dodatkowo, aby usuwaé¢ za kazdym razem (przy tworzeniu kolejnych jednoliterowych
sekcji) sylaby trywialne. W szczegolnosci Uy, jest stowem zredukowanym. Dla zredukowanego
stowa U € F(S,,) oznaczylem przez L(U) ilos¢ nietrywialnych (b,7)-sylab w tym stowie. Bez-
posrednio z réwnosci (9) dostalem: L(U) > L(Ugyy) dla dowolnego w € X7j). Ponadto, jezeli
L(U) = L(Ugwy), to Upwy = Uit pu)) (stosuje tu oznaczenia z rozdziatu 2.2, tzn. Uy, oznacza

stowo pows’.cale z U przez zastapienie kazdej litery ay; litera a;/ L) Oraz kazdej litery by ; litera
D% ivpw) 8dzie n € {=1,1}).

Lemat 4 ([H3], Lemma 5.5, Lemma 5.6) Jezeli U € F(S,,) jest stowem zredukowanym
oraz L(U) > 1, to istnieje takie m > 1, Ze L(U) > L(Ugy) dla kazdego w € X7\ istnieje
rowniez takie stowo w € X7, Ze L(U) = L(Upw}) > L(Upwey) dla kazdego © € Xiypw). W
szczegolnosci dla kazdego U € F(Sap;) istnieje takie M > 1, ze L(Upyy) < 1 dla wszystkich
w e X(]‘g.

Indukcja po L(U) i w oparciu o wniosek 4 oraz lemat 4 wyprowadzitem nastepujace stwier-
dzenie.

Stwierdzenie 10 ([H3], Proposition 5.7) Jezeli U € F(S,;) definiuje element neutralny
grupy G;, to dla kazdej litery ze zbioru Sqp,; suma wyktadnikow przy tej literze w stowie U jest
rowna 0.

Bezposrednio ze stwierdzenia 10 i lematu 3 dostalem izomorfizm G;/G’ ~ C*, z ktoérego
wynika rownosé d(G;) = 2p. Dostalem takze rozklad G; na iloczyny poltproste (|[H3|, Theorem
5.1 (i)). Np. do pokazania réwnosci G; = HE x K; zauwazylem, ze G; = (H;UK;), a wiec kazdy
element g € G; jest postaci ¢'¢g” dla pewnych ¢’ € HzG i ¢" € K;. Wystarczy wiec pokazaé, ze
grupy HzG i K; przecinaja sie trywialnie, ale to wynika ze stwierdzenia 10, jako ze grupa HzG
jest generowana przez elementy postaci k~*hk dla k € K;, h € H;.

Dla pokazania, ze G; jest grupa beztorsyjna (|H3|, Theorem 5.1 (iv)), rozwazytem dowolne
stowo grupowe U € F(S,.), ktore nie definiuje automorfizmu trywialnego. Niech w = vz
(v € X(j)» 2o € Xityy) bedzie najkrotszym stowem, dla ktorego U(w) # w. Oznaczmy t := [v].
Dla sekcji Uy, € F(Sapit+t) mamy oczywiscie: Upy = WiVi.. . W, V,, gdzie kazde W; jest
(a,7+t)-sylaba, a kazde V; — (b, +1)-sylaba. Poniewaz U(v) = v oraz U(w) # w, to Uy (7o) #
xo. Bezposrednio z rekursji (9) zauwazylem, ze dla wszystkich 1 < 7 < n, x € X;,; zachodzi
Vi(x) = x. Zatem dla (a, i+t)-sylaby W := W, ... W, zachodzi: W (zo) = Uy (20) # 0. Zatem,
wobec wniosku 4 powyzej, suma wyktadnikow przy pewnej literze w sylabie W jest rézna od
zera. W konsekwencji suma wyktadnikow przy tej literze w calym stowie Uy, jest rézna od
zera. Zatem dla dowolnego m > 1 w potedze (Ug,y)™ suma wykladnikow przy tej literze rowniez

—

jest rozna od zera. Wobec réwnosci U(v) = v mamy ponadto: (U™)ny = (Upy)™, tzn. sekcja
(U™) v}y powstaje z potegi (Uygyy)™ przez usunigcie jedynie sylab trywialnych. Zatem dla kazdego
m > 1 suma wykladnikéw przy pewnej literze w sekcji (U™),) jest rozna od zera, co wobec
stwierdzenia 10 implikuje, Ze sekcja (U™)y,), a w konsekwencji takze stowo U™, nie definiuje
automorfizmu trywialnego.

Ze stwierdzenia 10 wynika réwniez, ze puste stowo grupowe jest jedynym zredukowanym
stowem U, ktore definiuje element neutralny i jednoczesnie spelia nieréwnosé L(U) < 1. Jako
wniosek z lematu 4 oraz z obserwacji, ze GG; jest beztorsyjna, otrzymalem nastepujacy wniosek.

Whiosek 5 ([H3], Corollary 5.8) Dowolne stowo grupowe U € F(Sq4;) definiujgce element
neutralny grupy G; jest stowem znikajgcym, tzn. istnieje takie N > 0, ze Up, jest stowem
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pustym dla kazdego w € X(Ni).

Lemat 5 ([H3], Lemma 5.9) Istniejg stowa grupowe U € F(S, ;) definiujgce element neu-
tralny © majgce dowolnie duzq gtebokosé.

Jako wniosek otrzymatem, ze G; nie ma skorniczonej prezentacji (|[H3], Theorem 5.1 (vi)). Z
kolei z nastepujacego lematu wynika od razu, ze G; ma trywialne centrum [H3|, Theorem 5.1 (v)).

Lemat 6 ([H3], Lemma 5.10) Dla dowolnych U € F(Sapi), W € F(Sai) ¢ V € F(Sy,),
jezeli obydwa stowa grupowe UWU YW1 4 UVUV™ definiujg element neutralny w G;, to
co nagmnie] jedno ze stow: U, W lub V' definiuje element neutralny lub jest stowem pustym.

Dla dowodu, ze grupa G; nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych ([H3|, Theorem 5.1 (vii)),
mozna pokazaé, ze komutant G jest grupa niemal finitarna i skorzystaé ze stwierdzenia 4 (|H6|,
Proposition 1). Jednak w dowodzie przeprowadzonym w pracy [H3| skorzystalem z przytoczone;
wezesniej alternatywy Nekrashevycha (twierdzenie 7) oraz z pewnej wlasnosei sredniowalnosci
sktadowych grafu Schreiera, opisujacych dziatanie grup generowanych przez tzw. automorfizmy
prawie finitarne (|61], Proposition 2.2).

Twierdzenie 18 (iii) w potaczeniu z formuta na range splotu $3°; A; przynosi naturalna kon-
strukcje grup, ktora rozwiazuje nastepujacy problem (zob. tez [H3|, str. 1266):

Problem 1 W jakim zakresie ranga d(G) grupy G generowanej przez automat moze odbiegac
od rangi d(G) jej domkniecia topologicznego (w grupie automorfizmow Aut(X*) odpowiedniego
drzewa X*)?

Rzeczywiscie, dla automatu B z naszej konstrukcji mamy d(G(B)) = 2p oraz G(B) = 3°, A;.
Jezeli teraz zdefiniujemy grupy A; nastepujaco: Ay := C} , A; := C,,, dlai > 2, przy czymn > 1,
zas (n;)i>1 jest dowolnym ciagiem parami wzglednie pierwszych liczb naturalnych n; > 1, to

otrzymamy automat z ponizszego twierdzenia.

Wnhniosek 6 Niechn > 1 bedzie liczbg naturalng. Wowczas istnieje zmienny alfabet X = (X;)i>1
oraz taki automat A nad alfabetem X, ze dla grupy G := G(A) < Aut(X*) generowanej przez
ten automat zachodzi rownosé d(G) — d(G) = n.

Powyzsze twierdzenie nawigzuje do wyniku G. A. Noskova (|64]), ktory rozpatrywat roznice

~

d(G) — d(G) dla skonczenie aproksymowalnych abstrakeyjnych grup G.

Twierdzenie 19 (Noskov) Dla kazdego n > 1 istnieje skoriczenie generowana, metabelowa

grupa G, dla ktorej d(G) — d(@) > n.
Z drugiej strony, dla grup policyklicznych G' mamy nastepujacy wynik, pochodzacy od
P. A. Linnel’a i D. Warhursta (|52]):

~

Twierdzenie 20 (Linnel, Warhurst) d(G) — d(G) < 1 dla kazdej policyklicznej grupy G.

Powyzsze dwa rezultaty sugeruja, aby probowaé¢ bada¢ grupe G(B) w kierunku charaktery-
zacji jej podgrup normalnych skoriczonego indeksu, co pozwolitoby dokltadniej poréwnaé¢ G(B)

z /(E) Oczywiscie mamy d(G(B)) < d((?(g)), jako ze G(B) jest obrazem homomorficznym

G(B). W szczegolnosci pojawia si¢ pytanie, czy G(B) ma wtasnosé kongruencji podgrup. W

przypadku pozytywnej odpowiedzi, mieliby$my izomorfizm G(B) ~ G(B).

36



2.6 Sredniowalno$é — praca [HS|

W 2016 roku K. Juschenko, V. Nekrashevych i M. de la Salle ([45]) sformutowali nowy waru-
nek na sredniowalnosé¢ dla szerokiej klasy grup dziatajacych na przestrzeni topologicznej przez
homeomorfizmy. Jako jedno z zastosowan otrzymali nastepujace kryterium na sredniowalnosé
grup automorfizméw ograniczonych.

Twierdzenie 21 (Juschenko, Nekrashevych, de la Salle, [45]) Niech X = (X;)i>1 be-
dzie dowolnym zmiennym alfabetem. Jezeli G < Aut(X™*) jest grupg automorfizmdw ograni-
czonych, dla ktorej wszystkie grupy izotropii G, (u € X¥) sq Sredniowalne, to G réowniez jest
sredniowalna.

Grupe izotropii G, (u € X¥) w powyzszym twierdzeniu zdefiniowano jako grupe ilorazowa
Stabg(u)/Ng.u, gdzie Ng,, sktada si¢ z automorfizmow g € Stabg(u), ktore dziataja trywialnie
na pewnym sasiedztwie stowa u (czyli na zbiorze postaci wX (*‘w‘ +1) dla pewnego prefiksu w < u).

W pracy [45] pokazano rowniez, ze powyzsze kryterium implikuje Sredniowalnosé wielu
znanych i badanych wczesniej grup generowanych przez automorfizmy ukorzenione i skierowane,
wliczajac w to konstrukcje J. Brieussella ([20]) gestych podgrup w splotach grup alternujacyh,
a takze, opisane w rozdziale 2.4, konstrukcje gestych podgrup w splotach grup abelowych (w
tym przypadek badany przez E. Fink). Z kolei konstrukcja D. Segala ([70]) gestej podgrupy w
splocie 2, PSLy(p;) daje grupe, ktora nie jest sredniowalna.

Powstaje pytanie, czy mozna twierdzenie 21 wykorzysta¢ do sformutowania jakiegos kryte-
rium na $redniowalnosé dla grup generowanych przez automorfizmy jednorodne i ich pekniecia.
Kryterium takie uzyskatem w pracy [H8|]. W tym celu wprowadzitem nastepujace pojecie sin-
gularnosci.

Definicja 19 Dla grupy G < Aut(X*) i stlowa u € X*“ powiemy, ze u jest G-singularne,
jezeli dla kazdego g € G i kazdego prefiksu w < u, dla ktorego sekcja g,y jest nietrywialna,
odpowiedni sufiks stowa u nie jest punktem stalym tej sekcji (tzn., jezeli u = wv 1 gp) #

ianle), to gruwy(v) # v).

Glownym wynikiem pracy [HS8| jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 22 ([H8|, Theorem 2.6) Niech I' < Aut(X*) bedzie dowolng grupq automorfi-
zmow jednorodnych i niech r bedzie zbiorem peknieé automorfizmow g € I wzdluz jednej wspdl-
nej Sciezki u € X¥. Jezeli stowo u jest I'-singularne, to grupa G := (' UT) jest sredniowalna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy I jest Sredniowalna.

Do dowodu powyzszego twierdzenia wykorzystatem pojecie grupy niemal finitarnej (wpro-
wadzone w pracy [H6|), dostajac nastepujacy wynik:

Stwierdzenie 11 ([H8]|, Proposition 3.4) Jezeli G < Aut(X™) jest grupg niemal finitarnag,
to wszystkie grupy izotropii G, (u € X*) sq trywialne.

Zatem jako bezposredni wniosek z powyzszego stwierdzenia i twierdzenia 21 otrzymatem
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 23 ([H8], Theorem 3.5) Jezeli G < Aut(X*) jest grupg niemal finitarng, to
G jest sredniowalna.
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Podane w twierdzeniu 22 kryterium w jedna strone wynika bezposrednio z wtasnosci, ze
klasa grup sredniowalnych jest zamknieta na branie podgrup. Dla dowodu w druga strone
kluczowa byta konstrukcja niemal finitarnej podgrupy normalnej K < G o tej wlasnosci, ze
grupa ilorazowa G/K jest homomorficznym obrazem grupy I' oraz skorzystanie z wtasnosci,
ze klasa grup sredniowalnych jest zamknieta na branie rozszerzen i obrazéw homomorficznych.
Przypuszczam, ze twierdzenie 22 obowigzuje takze bez zatozenia singularnosci stowa u; jednak
bez tego zalozenia nie udato mi sie przeprowadzi¢ dowodu, ze skonstruowana grupa K jest
niemal finitarna.

Uzyskane kryterium zastosowatem do skonstruowanej w poprzednim rozdziale grupy

g = Gl - <Sa,b,1>7

otrzymujac nastepujace twierdzenie (stosujac identyczne rozumowanie jak w dowodzie poniz-
szego twierdzenia, od razu dostajemy Sredniowalno$¢ wszystkich grup G; = (Sapi), @ > 1):

Twierdzenie 24 ([H8], Theorem 2.7) Grupa G jest sSredniowalna.

Twierdzenie 23 mozna zastosowa¢ do prawie minimalnej automatowej realizacji z pracy [H6],
uzyskujac nastepujacy wynik:

Whniosek 7 Dla dowolnego splotu 7, H; nieabelowych prostych przechodnich grup permutacji
(H;, X;) skoticzonych zbiorow X; istnieje prawie minimalna realizacja automatowa za pomocq
3-stanowego ograniczonego automatu A nad alfabetem X = (X;);i>1. Grupa G(A) generowana
przez automat A jest Sredniowalng grupg wzrostu wyktadniczego, nie posiadajgcq skoniczonej pre-
zentacji, a jej obydwa generatory (odpowiadajgce nietrywialnym stanom automatu A) generujg
potgrupe wolng. Ponadto grupa te jest niemal finitarna, samo-replikujgca i stabo rozgateziona.

Uwaga 5 Przypuszczam, ze system rekursji splotowych (7) automatu A z powyzszego wnio-
sku definiuje dla kazdego i > 1 izomorfizm grupy G(A;) ze splotem G(A;+1) lx, H;. Wowcezas,
postugujac sie ostatnimi wynikami K. Juschenko ([43]), dostaltbym grupe G(A), ktora nie jest
elementarnie podwyktadniczo sredniowalna (elementary subexponentially amenable). Co wie-
cej, roznym ciagom (H;, X;);>1 odpowiadaja prawdopodobnie nieizomorficzne grupy automa-
towe. W rezultacie dostatbym continuum wiele takich grup. Pierwszy znany przyktad grupy
sredniowalnej, ktora nie jest elementarnie podwyktadniczo $§redniowalna, to wspomniana wcze-
$niej grupa bazyliki skonstruowana w 2002 roku przez Grigorchuka i Zuka ([38]) (cho¢ dowod
tego, ze grupa ta jest w ogole sredniowalna, podali dopiero w 2005 roku L. Bartholdi, B. Virag
—[9]). Grupa ta jest generowana przez 3-stanowy automat Mealy’ego A = ({a,b,id},{0,1}, R)
z nastepujacym uktadem rekursji splotowych:

a = (idb),
R: ¢ b = (id,a)(0,1),
id = (id,id).

2.7 Charakteryzacja automatowa splotéw — praca [H7]

Niech X = (X;);>1 bedzie dowolnym zmiennym alfabetem. W 2010 roku Bondarenko ([15])
zauwazyl, ze przy dosy¢ ogolnych warunkach na ciag (G;, X;);>1 przechodnich grup permutacji
istnieje skonczony zbiér automorfizmoéw ukorzenionych i skierowanych drzewa X*, ktory gene-
ruje topologicznie splot W, := 2, G, otrzymujac w ten sposob kryterium (|15], Theorem 1.1)
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kiedy taki splot jest topologicznie skonczenie generowany. Choé pelng charakteryzacje topo-
logicznej skoriczonej generowalnosci splotow 2, G; podali dopiero E. Detomi i A. Lucchini w
2013 roku (twierdzenie 4), to analizujac dowod kryterium Bondarenki, mozna otrzymacé pewien
wglad w sama konstrukcje odpowiedniego zbioru topologicznych generatoréow. Konstrukcja ta
podsuneta mi pomyst, ktory w rezultacie doprowadzit do nastepujacej, kompletnej charaktery-
zacji ciagow (G, X;)i>1, dla ktorych splot 12, G; jest generowany przez automat nad alfabetem
X = (X})i>1, a w przypadku, gdy alfabet X = (X;);>1 jest staly — przez automat Mealy’ego
nad alfabetem X.

Twierdzenie 25 ([H7], Theorem 1) Niech (G;, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup per-
mutacyi.

(i) Splot Wy = 2,G; jest generowany przez automat nad alfabetem X = (X;)i>1 wtedy i
tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce dwa warunki:

(a) ciag (d(G;))iz1 jest ograniczony,

(i1) Jezeli alfabet X = (X;);>1 jest staty, to splot W, jest generowany przez automat Mealy’ego
nad alfabetem X wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce dwa warunki:

(a’) ciag (G;)i>1 jest zstepujacy, tzn. Gy > Gy > ...,

(b’) najmniejsza grupa w tym ciggu jest doskonata.

Jezeli alfabet X = (X;);>1 jest ograniczony, to obydwa ciagi (d(G;))i>1 1 (d(G;)/Ni-1)i>2 sa
ograniczone (oznaczenia jak w twierdzeniu 4). Jako wniosek otrzymatem:

Wnhiosek 8 ([H7], Corollary 1) Niech (G, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup permu-
tacji. Jezeli alfabet X = (X;);>1 jest ograniczony lub ciag (d(G;))i>1 jest ograniczony, to naste-
pujgce stwierdzenia sq rownowazne

(i) splot 2,G; jest generowany przez automat nad alfabetem X,
(i) splot 2, G; jest topologicznie skoriczenie generowany.
Jezeli alfabet X jest staly, to nastepujgce stwierdzenia s¢ rownowazne:
(iii) splot 3°,G; jest generowany przez automat Mealy’ego nad alfabetem X,
(i) splot 132 ,G; jest topologicznie skoriczenie generowany oraz cigg (G;)i>1 jest zstepujacy.

Z drugiej strony mozna tak dobrac¢ alfabet X = (X;);>1 oraz ciag (G, X;)>1 przechodnich
grup doskonalych, ze ciag (d(G;)/N;_1);>2 jest ograniczony, ale ciag (d(G;));>1 jest nieograni-
czony (|15], Example 3.5). W rezultacie otrzymalem:

Whniosek 9 (|[H7], Corollary 2) Istnieje ciag (G, X;)i>1 przechodnich grup permutacji skori-
czonych zbiorow X;, dla ktorego splot 2, G; jest topologicznie skoniczenie generowany, ale nie
istnieje automat, ktory generuje ten splot.

Dla dowodu pierwszej czesSci twierdzenia 25 wprowadzitem pojecie bazy generujacej dla
dowolnego nieskoniczonego ciagu (G;);>1 grup skonczonych.
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Definicja 20 Baza generujaca (stopnia m) ciagu (G;);>1 grup skonczonych nazywamy ciag
I' = (I';)i>1, gdzie I'; (i > 1) jest uporzadkowana m-ka (gu;,-..,gm:) elementow grupy Gj,
speliajaca nastepujace warunki (ponizej dla dowolnej grupy G i dowolnego g € G oznaczamy
przez g obraz elementu ¢ przy homomorfizmie kanonicznym G — G /G, tzn. g := gG'):

o G, ={(g1i,-..,9m) dla kazdego i > 1 oraz
e istnicje takie 1 < k <m, ze G;/G} = (gui, - - -, Jri) dla kazdego i > 1 oraz
o NWD(o(gji),0(g;7)) = 1 dla dowolnych 1 < j < k oraz i # 7.

Stwierdzenie 12 ([H7], Proposition 3) Ciqg (G;)i>1 grup skornczonych ma baze generujq-
cqg wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq warunki (a)-(b) twierdzenia 25. Co wiecej, jeze-
li te warunki sq spetnione, to cigg (G;)i>1 ma baze generujgcq stopnia m = dy + da, gdzie
dy == d([[;5, Gi/G}), dy = max;>1(d(Gy)).

Stwierdzenie 13 ([H7], Proposition 4) Niech (G;, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup
permutacyi spetniajgcym warunki (a)-(b) twierdzenia 25. Niech ((giiy - - -, gmi))i>1 bedzie dowol-
ng bazq generujgcq tego ciggu. Zatozimy dodatkowo, Ze dla kazdego i > 1 dziatanie komutanta G
na zbiorze X; ma nastepujacq wtasno$é: istniejg dwie rozne litery x;, x, € X;, ktore sq w tej sa-
mej orbicie, ale majg rozne stabilizatory. Dla kazdego 1 < 7 < m zdefiniujmy dwa automorfizmy
R;, Dy € 2,G; poprzez ich etykietki og, v, 0p,w (w € X*), w nastepujgcy sposob:

;o
Opw = gij1, w = €, o JijGi+1), W =2T1...T01, 0> 1,

j W T y W T - .

i idx,, . WFE J idx,,,» W przeciwnym przypadku.

Wowczas zbior {Ry, ..., Ry, D1, ..., Dy} generuje topologicznie splot °,G;.

W szczegblnosci widzimy, ze kazdy automorfizm R; z powyzszego stwierdzenia jest ukorze-
niony, a kazdy automorfizm D; — l-skierowany o kierunku z;2923... € X*. W oparciu o t¢
konstrukcje, mozna zdefiniowaé¢ automat standardowy, ktéry generuje splot 122, G;. Automat ta-
ki bedzie mial 3m stanéw, przy czym m stanéw bedzie definiowaé¢ automorfizmy R;, a pozostale
2m stanéw — automorfizmy D;. Niestety, automat taki nie bedzie uniwersalny, tzn. bedzie ge-
nerowac splot 22, G; pod warunkiem, ze ciag (G, X;);>1 spetnia (oprocz koniecznych warunkow
(a)—(b)) opisany wyzej warunek na dzialanie komutantow G}. W celu uzyskania uniwersalne;j
konstrukeji, wprowadzitem pewna modyfikacje automatu standardowego, otrzymujac automat
z ponizszego twierdzenia.

Stwierdzenie 14 ([H7], Proposition 10) Niech (G;, X;)i>1 bedzie ciggiem przechodnich grup
permutacyi, spetniajgcym warunki (a)-(b) twierdzenia 25. Niech ((g1i, - - -, Gmi))i>1 bedzie dowol-
ng bazq generujgcq tego ciggu. Dla kazdego i > 1 wybierzmy dwie litery ;, x, € X; i zdefiniujmy
automat A = (S, X, p, 1) w nastepujacy sposob:

o S={e}UUiLi{rjo.rj1,rj2,mis} UL {dj1, djo, djs},

o cigg o = (pi)i>1 funkcji przejsé ;2 S x X; — S jest okreslony nastepujgco: p;(e,x) =
©i(1j0, %) = € oraz
Tjs, T =,
e, x#ua,
dj(s+1), T = i,
Pi(dj(s+1), ) = { Tis+1), =1}, i =—1(mod 3),
e, w przeciwnym przypadku,

Spi(rj(s+1)ax) = {
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o ciqg ¥ = (y)i>1 funkcji wyjsé ;2 S x X; — X, jest okreslony nastepujgco:
2/Ji(?"joailﬁ') = jS(l')a w@-(e,x) = wi(dj(s—l-l)ax) = wi(rj(s—l-l)ax) =T

dla wszystkich i > 1, z € X;, 1 < j <m, s € {0,1,2}. Wowczas automat A generuje splot
121G

Grupa G(A) generowana przez zdefiniowany wyzej automat A jest podgrupa w splocie
°,Gy, gdyz dla kazdego @ > 1 grupa wierzchotkowa Vy; < Sym(X;) (tzn. grupa generowana
przez etykietki o, ;: x +— (s, z) dla s € S) pokrywa si¢ z G;. Chcac otrzymac przejrzysty opis
dzialania generatorow s € G(A) (s € S) na drzewie X* i w rezultacie pokazaé¢, ze automat
A generuje splot °,G;, wprowadzilem pojecie {-partycji A dla dowolnego automatu A =
(S, X, ¢, 1) i dowolnego Scisle rosnacego ciagu & = (t;);>o liczb catkowitych z warunkiem ¢ := 0.
Automat A, zdefiniowaltem jako automat

A{ = (Sa Xﬁa 23 w-E)a
w ktorym zmienny alfabet X jest {-partycja alfabetu X, tzn.

Xei= V)1, Yi= [ X iz,

r=t;—1+1

a funkcje przejs¢ pe;: S X Y; — S 1 wyjs¢ ¢ ;0 S X Y; — Y, sa zdefiniowane w taki sposob,
ze w dowolnej chwili ¢ > 1 automat A, bedac w dowolnym stanie s € S i pobierajac na
wejsciu dowolna litere y € Y; (litera y jest oczywiscie stowem nad alfabetem (X)), , ), imituje
zachowanie automatu A, ktory znajdujac sie w chwili ¢;_; + 1 w stanie s, odczytuje na wejsciu
stowo y. Dla dowodu stwierdzenia 14 wykorzystatem nastepujacy lemat:

Lemat 7 ([H7], Lemma 1) Jezeli dla kazdego i > 1 zachodzi rownosé Va,; = Gy 1 Vay,
a ponadto automat Ae generuje splot 12, Va, i, to automat A generuje splot 12,V ;.

Rozwazatem nastepnie &-partycje Ae = (5, X, ¢, 1¢) automatu A, gdzie & = (3i);>0 1 wy-
prowadzitem opis funkeji przej$¢ i wyjs¢ w automacie A (|[H7|, Proposition 9). Na podstawie
tego opisu udowodnilem, ze 3-iterowany splot H; := ¥ ;. ,G, (i > 1) jest grupa wierzchotkowa
V4.i automatu Ag, a ponadto spelniony jest warunek ze stwierdzenia 13, dotyczacy dzialania
komutantéow H] na zbiorach Y; := X3, o X X3;_1 x Xj3;. Skonstruowalem takze baze¢ gene-
rujaca (ﬁl,i, - ilgm’z')iZl stopnia 3m ciagu (H;);>1. Dowodzilem nastepnie, ze automorfizmy
zdefiniowane przez stany rj, i djs41) (1 < j < m, s = 0,1,2) automatu Ae to automorfi-
zmy, odpowiednio, ukorzenione i 1-skierowane drzewa X¢ 1 mozna je opisa¢, w oparciu o bazg
(iLLi, cee iLgmyi)izl, identycznie jak automorfizmy R;, D; w stwierdzeniu 13 (w oparciu o zadana
tam bazg). Zatem automat Ag generuje splot 2,V ; = 2, H; i wobec lematu 7 otrzymalem,
ze automat A generuje splot 72, G;.

Poniewaz do wygenerowania splotu 2, G; potrzebujemy jedynie 6m stanéw automatu A,
dostalem réowniez nast¢pujace oszacowanie: d(°,G;) < 6m. Powyzsza konstrukcja dostarcza
zatem nastepujacego ograniczenia gornego na range splotu 17, G; i na liczbe stanéw w automacie
optymalnym dla takiego splotu:

b

Wniosek 10 ([H7], Corollary 3) Niech (G;, X;)i>1 bedzie dowolnym ciggiem przechodnich
grup permutacji. Oznaczmy m = di + da, gdzie dy = d(][;»; Gi/G}) i dy = sup;>,(d(G})).
Wtedy d(12,G;) < 6m, a liczba standw w automacie optymalnym dla splotu °,G; jest nie
wieksza niz Tm + 1.
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W druga strone twierdzenie 25 (i) wynika stad, ze jezeli splot 22, G; jest generowany przez
jakis§ automat A = (S, X, ¢, 1), to splot ten, a w konsekwencji takze iloczyn [[,+, Gi/G; (jako
jego obraz homomorficzny), musza by¢ topologicznie skoficzenie generowane. Ponadto dla kaz-
dego ¢ > 1 grupa G; jest generowana przez etykietki oz,, € Sym(X;) dlas € Siw € X1
Ale etykietka o5, (s € S, w € X'1) jest obcigciem sekcji Sp,y do zbioru stow jednolite-
rowych, a z kolei sekcja ta jest przeksztalceniem definiowanym przez pewien stan automatu
A; = (S,(Xj)j>i, (¢)j>i, (¥5)j>i). Zatem d(G;) < |S| dla kazdego i > 1.

Dla dowodu twierdzenia 25 (ii) rozwazytem dowolna przechodnia grupe doskonata (G, X)
skoniczonego zbioru X i w oparciu o jej dowolny m-elementowy zbiér generatoréw, skonstruowa-
tem pewien (7m + 1)-stanowy automat Mealy’ego B nad alfabetem X. Dowodzitem nastepnie,
ze automat B generuje potege splotowa P, := 13°,G grupy G ([H7], Proposition 12). W tym
celu badatem automorfizmy definiowane przez stany automatu B, gdzie £ := (2i);> (|[H7], Pro-
position 11). Majac wreszcie dowolny ciag (G;, X );>1 przechodnich grup permutacji, spelniajacy
warunki (a’)—(b’) Twierdzenia 25, zastosowalem konstrukcje automatu B wraz z ponizszym le-
matem, aby pokazac, ze splot W, = ;°,G; jest generowany przez pewien automat Mealy’ego
nad alfabetem X.

Lemat 8 ([H7], Lemma 2) Jezeli A = (S, X, ¢,v) jest automatem Mealy’ego nad alfabetem
X oraz (G, X) jest przechodniq grupg permutacji, zawierajgcq wszystkie etykietki o € Sym/(X)
(s € S), to splot G(A)1x G jest generowany przez automat Mealy’ego nad alfabetem X. W

szczegolnosci grupa G(A) 1x G jest generowana przez pewien automat Mealy’ego nad alfabetem
X.

W druga strone, jezeli splot W, =72, G; jest generowany przez pewien automat Mealy’ego
A= (5,X,p,1), to grupa G; (i > 1) jest generowana przez zbior

Si = {0zw:s€Swe X}

Ale dla dowolnych i > 2, w € X*~! mamy: w = zv dla pewnych v € X2, z € X, a zatem dla
kazdego s € S mamy: 03, = 05, gdzie ¢ ;= ¢(s,z) € S, astad S; C S;_1. Czyli ciag (G;)i>1
jest zstepujacy. Najmniejsza grupa w tym ciagu (oznaczmy ja przez G;,) musi by¢ doskonata, bo
inaczej abelianizacja K := (,/Gj  bylaby nietrywialna grupa abelows i nieskoriczona potega
prosta KN bytaby homomorficznym obrazem splotu W, a wiec splot ten nie bytby topologicznie
skoniczenie generowany.
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3 Omoéwienie pozostatlego dorobku naukowego

3.1 Wybrane wyniki uzyskane po doktoracie — prace [P1]-[P7]

Na pozostaty dorobek naukowy, zrealizowany po uzyskaniu stopnia doktora, sktadaja sie
m.in. nastepujace prace:

[P1] A. Woryna, The generalized dihedral groups Dih(C™) as groups generated by time-varying
automata, ALGEBRA AND DISCRETE MATHEMATICS, 3 (2008), 98-111,

[P2] A. Woryna, The group of balanced automorphisms of a spherically homogeneous rooted
tree, ANNALES MATHEMATICAE SILESIANAE, 23 (2009), 83-101,

[P3] A. Woryna, The concept of duality for automata over a changing alphabet and generation
of a free group by such automata, THEORETICAL COMPUTER SCIENCE, 412 (45) (2011),
6420-6431; IF 0.665,

[P4] A. Woryna, Automaton ranks of some self-similar groups, LECTURE NOTES IN COMPU-
TER SCIENCE, 7183 (2012), 514-525,

[P5] A. Woryna, The concept of self-similar automata over a changing alphabet and lamplighter
groups generated by such automata, THEORETICAL COMPUTER SCIENCE, 482 (2013),
96-110; IF 0.516,

[P6] A. Woryna, The classification of abelian groups generated by time-varying automata and
by Mealy automata over the binary alphabet, INFORMATION AND COMPUTATION, 249
(2016), 18-27; IF 1.050,

[P7] A. Woryna, On groups generated by bi-reversible automata: the two-state case over a
changing alphabet, JOURNAL OF COMPUTER AND SYSTEM SCIENCES, 86 (2017), 181-
190; IF 1.678.

W pracy [P2] rozwazatem grupe Aut.(X*) < Aut(X*) automorfizmow cyklicznych, a w niej
podgrupe J.(X*) < Aut.(X*) automorfizméw jednorodnych. Elementami grupy Aut.(X*) sa
takie automorfizmy g € Aut(X*), ze kazda etykietka o,,, (w € X*) jest potega pewnego usta-
lonego (dla calej grupy Aut.(X*)) dlugiego cyklu odpowiedniego zbioru liter. Wprowadzitem
nastepnie modyfikacje kazdego automorfizmu g € J.(X*), zastepujac jego etykietki na stowach
konczacych sie litera nieparzysta (po uprzednim podziale zbioréw liter na litery parzyste i niepa-
rzyste) permutacjami odwrotnymi. Powstaly automorfizm cykliczny (ktory oczywiscie juz nie
jest jednorodny) nazwalem automorfizmem zbalansowanym drzewa X*. Pokazalem, ze zbior
B C Aut.(X*) wszystkich automorfizméw zbalansowanych tworzy grupe wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego i > 1 zachodzi implikacja 2 f n; = n; = 2, gdzie n; := | X;|. W zaleznosci od
ciagu (n;);>1, wyprowadzitem szereg algebraicznych wtasnosci grupy B, uzyskujac konkretna re-
alizacje nieprzeliczalnie wielu, parami nieizomorficznych, nieprzeliczalnych grup metabelowych,
spelniajacych tozsamosé z%y? = y*x?. Na przyklad, dla ciagu (2, no, 2, 14,2, ns, .. .) grupa B jest
izomorficzna z iloczynem kartezjanskim [ [, Day,, skoniczonych grup diedralnych. W ogoélnosci
grupa B jest aproksymowalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy n; jest potega dwojki dla
kazdego ¢ > 1. Ponadto mozna te grupe roztozyé¢ na iloczyn Ky/K; pewnych jej dwoch abelowych
podgrup przecinajacych sie trywialnie (mimo to B nie jest z reguty iloczynem poétprostym grup
abelowych).
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W pracach [P1], [P3], [P5] znajdowatem i badatem realizacje automatowe dla pewnych
waznych i popularnych w algebrze grup. W pracy [P1] byly to uogélnione grupy diedralne
Dih(CZ) (n > 1), czyli iloczyny polproste C7 x4 Cs, gdzie ¢(0) oznacza identycznosé, a ¢(1)
jest braniem elementu przeciwnego. Interpretujac potege C. jako krate caltkowita w przestrze-
ni euklidesowej R™, mozna rozwaza¢ grupe Dih(C?Z) jako dyskretna podgrupe grupy izometrii
przestrzenie R" generowang przez wszystkie przesuniecia i odbicia wzgledem punktow tej kraty.
Grupy tej postaci stanowia wazne przyklady tzw. grup krystalograficznych. W pracy [P1] za-
proponowatem nowa interpretacje grupy Dih(C™), jako grupy G(A) generowanej przez automat
A 7 (2n+2)-elementowym zbiorem stanow S = {aq, b1, ..., a1, byr1} 0 tej whasnosci, ze ay, i I;c
(1 <k <n+1)sawzajemnie odwrotnymi automorfizmami zbalansowanymi rzedu 2. W szcze-
golnosci G(A) = (ay, ..., ant1). Wyprowadzitem formute na minimalna dtugosé ||g|| dowolnego
elementu g € G(A) (rozpatrywanego jako stowo potgrupowe z liter az, 1 < k < n+1), otrzymu-
jac przejrzyste algorytmy rozwiazujace problem stowa i problem sprzezonosci w G(A). Badajac
dzialanie grupy G(A) na drzewie X*, scharakteryzowatem orbity tego dziatania oraz stabilizato-
ry. Otrzymatem w szczegolnosci Stabgay(m) = Stabgay(w) ~ CZ oraz Stabgay(u) = {idx-}
dla dowolnych m > 0, w € X™, u € X¥.

W pracy [P5] skonstruowalem uniwersalna realizacje automatowa dla uogélnionej grupy
migajacych zarowek KwrCy, == P K x Oy, gdzie K jest dowolng skoniczenie generowang
grupa abelowa (aby grupa GwrCy, byla skoriczenie aproksymowalna, to G musi by¢ abelowa
— [39]). Dla dowolnej skoriczenie generowanej grupy abelowej K tatwo jest jawnie skonstru-
owa¢ automat A (automat nad zmiennym alfabetem), dla ktorego G(A) ~ K. Nadaje si¢ do
tego chociazby automat diagonalny, tzn. automat A = (S, X, ¢, 1), w ktorym p;(s, ) = s dla
wszystkich i > 1, x € X; i s € S. Przy okazji od razu dostatem automat minimalny dla K (tzn.
automat, w ktorym liczba stanéw jest rowna d(K)). Glownym wynikiem pracy [P5] byta ob-
serwacja, ze prosta modyfikacja funkcji przejs¢ w pewnym minimalnym automacie diagonalnym
generujacym iloczyn kartezjanski K x Cy,, prowadzi do realizacji automatowej grupy KwrCoy..
Modyfikacja i-tej (i > 1) funkcji przejs¢ polega na przejsciu z dowolnego stanu do pewnego
jednego, wyr6znionego stanu (wspolnego dla wszystkich 7), za kazdym razem, gdy na wejsciu
pojawi sie pewna ustalona litera alfabetu X; (zalezna od aktualnego stanu). Modyfikacja ta jest
uniwersalna, gdyz pracuje dla dowolnej skoriczenie generowanej (skoriczonej lub nieskoriczonej)
grupy abelowej K. Poniewaz d(KwrC,,) = d(K x Cy) = d(K) + 1, to uzyskalem w szczegol-
nosci pewien minimalny automat A = (S, X, ¢, 1) dla grupy KwrC.,. Udodowdnitem tez, ze
jest to automat samopodobny, tzn. dla kazdego i > 1 odwzorowanie s — s; dla s € S indu-
kuje izomorfizm G(A) ~ G(A;), gdzie A; = (S, (X;) >4, (¢j)j>i, (¥j);>i) jest i-tym przejsciem
automatu A.

Obecnie nie sa znane realizacje splotow KwrCy, z nieskonczong grupa K za pomoca auto-
matu Mealy’ego. Ponadto jedyna znana minimalna realizacja (za pomoca automatu Mealy’ego)
dotyczy najprostszego, nietrywialnego przypadku, tzn. K = Cs ([37]). M. Kambites, P. Silva i
B. Steinberg ([46, 72|) skonstruowali takze dla dowolnej skoriczonej grupy abelowej K automat
Mealy’go A, dla ktorego G(A) ~ KwrCy. Jest to tzw. automat resetujacy (reset automaton),
w ktorym zaréwno zbior standw, jak i alfabet, sa rowne K. Wspomniany wcze$niej przypadek
minimalny (K = Cy) zastuguje na szczegblna uwage, gdyz badanie grupy generowanej przez ten
2-stanowy automat Mealy’ego pozwolito znalezé kontrprzyktad na tzw. silng hipoteze Atiyah,
dotyczaca mozliwych wartosci tzw. L*-liczb Betti’ego (|37]).

W pracy [P3] rozszerzylem na dowolne automaty zmienne w czasie pojecie automatu dual-
nego i jego dzialania na monoidzie wolnym S* nad zbiorem stanéw S. Pojecie to bylo znane i
badane wczesniej jedynie dla automatow Mealy’ego. W pracy [P3] zastosowalem to pojecie do
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znalezienia jawnej, a przy okazji wyjatkowo prostej i naturalnej, konstrukcji 2-stanowego au-
tomatu A (tzw. automatu birewersyjnego) nad nieograniczonym alfabetem, dla ktorego grupa
G(A) jest nieabelowa grupa wolna rangi 2. Nadal otwarty jest problem istnienia 2-stanowego
automatu nad ograniczonym alfabetem, ktory generuje nieabelows grupe wolna. W szczegdlno-
sci nie wiadomo, czy istnieje 2-stanowy automat Mealy’ego generujacy nieabelowa grupe wolna.
7, drugiej strony dla kazdego n > 3 znana jest konstrukcja n-stanowego automatu Mealy’ego
nad alfabetem binarnym, ktory generuje F), (nieabelowa grupe wolna rangi n) ([73, 80]).

Uzyskanie jawnej automatowej realizacji nieabelowej grupy wolnej za pomoca automatow
Mealy’ego (tzn. nawet niekoniecznie jako grupy G(A) generowanej przez pojedynczy automat,
ale jako podgrupy G < MA(X™) przeksztalcen definiowanych przez automaty Mealy’ego nad
alfabetem X)) wymykato si¢ przez dluzszy czas. W 1983 roku Aleshin ([2]) skonstruowal dwa
przeksztatcenia stow nad alfabetem binarnym: jedno definiowane przez pewien 3-stanowy auto-
mat Mealy’ego, a drugie przez automat Mealy’ego o pieciu stanach, twierdzac, ze generuja one
F5. W jego dowodzie znaleziono jednak usterki. Pierwsza automatowsq realizacje grupy Fb uzy-
skali A. M. Brunner i S. Sidki ([21]) w 1998 roku, zanurzajac petna grupe liniowa G'Ly(Cy) W
grupe MA(X") przeksztalcen automatowych nad czteroliterowym alfabetem X = {1,2,3,4}.
W 2000 roku A. Oliinyk i W. Suszczanski ([65]), rozpatrujac grupe nieskonczonych macierzy
gornotrojkatnych nad dowolnym skoriczonym ciatem F jako podgrupe grupy MA(F*), skon-
struowali realizacje grupy wolnej Fy za pomoca przeksztatcenn automatowych nad alfabetem
binarnym (zob. réwniez [41]). Uzyskanie konkretnej realizacji nieabelowej grupy wolnej za po-
moca pojedynczego automatu Mealy’ego okazalo si¢ jeszcze trudniejsze. Sidki ([71]) wysunat
przypuszczenie, ze 3-stanowy automat Aleshina generuje Fs. Miedzy innymi Grigorchuk i Zuk
probowali razem to potwierdzi¢, ale ostatecznie udalo sie to rodzenstwu M. Vorobets i Ya. Vo-
robets ([79]) w 2007 roku. Warto zauwazy¢, ze powyzsze trudnosci kontrastuja z rezultatem
Bhattacharjee ([13]) z 1995 roku, zgodnie z ktérym dla dowolnego alfabetu X = (X;);>1 i do-
wolnego n > 1 losowy wybor n-elementowego ciggu automorfizméw drzewa X* prowadzi prawie
na pewno do bazy grupy wolnej F},, tzn. zbior tych n-tek, dla ktoérych to nie zachodzi jest miary
zero (wzgledem miary Haara na grupie Aut(X*)).

W pracy [P7] wprowadzitem pojecia rewersyjnosci i birewersyjnosci dla automatéow nad
dowolnym zmiennym alfabetem X = (X;);>1. Dla automatow Mealy’ego pojecie to wprowadzili
O. Macedoniska, W. Suszczanski i V. Nekrashevych w 2000 roku ([56]), zauwazajac m.in., ze gru-
pa automatowa Bir(X™*) skladajaca sie z przeksztalcenn definiowanych przez birewersyjne auto-
maty Mealy’ego nad alfabetem X jest gesta podgrupa w grupie MA(X*) wszystkich przeksztal-
cen definiowanych przez automaty Mealy’ego nad alfabetem X', a ponadto w grupie Comm/(F},)
automorfizméw wirtualnych grupy wolnej F,, rangi n := | X| (the Commensurateur of F,) gru-
pa Bir(X*) stanowi podgrupe tzw. automorfizméw vp-wirtualnych (vp-automorphisms). W
2005 roku Y. Glasner i S. Mozes ([27]) zwiazali z kazdym birewersyjnym automatem Mealy’ego
tzw. kompleks kwadratowy (square complex) oraz jego uniwersalne nakrycie. Pozwolilo im to
skonstruowaé pierwsze przyktady automatow A, dla ktorych grupa G(A) jest nieabelowa grupa
wolna. Do dzisiaj jest to jedyny znany sposob konstrukcji automatu Mealy’ego generujacego
nieabelowa grupe wolna. Niedawno I. Bondarenko, D. D’Angeli, E. Rodaro (|16]) skonstruowali
pierwszy przyktad birewersyjnego automatu Mealy’ego generujacego grupe, ktoéra nie posiada
skoriczonej prezentacji (jest to splot CswrCy). Z kolei I. Klimann (|50]) pokazal, ze polgrupa
generowana przez dowolny 2-stanowy rewersyjny automat Mealy’ego jest albo skoniczona, albo
wolna. Natomiast T. Godina i I. Klimann (|29]) udowodnili, ze spojne i rewersyjne automaty
Mealy’ego, w ktorych liczba stanéw jest liczba pierwsza, nie moga generowaé nieskoriczonej

grupy torsyjne;j.
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Przypomnijmy, ze automat Mealy’ego A = (5, X, ¢,1) jest nazywany rewersyjnym, jezeli
dla kazdej litery € X przeksztalcenie S 5 s — @(s,x) € S jest permutacja zbioru stanow.
Jezeli automat A i automat do niego odwrotny (ozn. A™') sa rewersyjne, to A jest nazywany
birewersyjnym. W pracy [P7] rozszerzytem w sposéb naturalny te definicje na automaty zmien-
ne w czasie. Mianowicie automat A = (5, X, ¢, 1) nazwatem rewersyjnym, jezeli dla dowolnych
i > 11x € X; przeksztalcenie S 3 s — ¢;(s,x) € S jest permutacja zbioru stanow. Jezeli
automat odwrotny A~! réwniez jest rewersyjny, to A nazwalem birewersyjnym.

Przyktadem automatu birewersyjnego jest dowolny automat diagonalny. Oczywiscie kazdy
diagonalny automat Mealy’ego generuje grupe skonczona (bedaca podgrupa w grupie syme-
trycznej alfabetu, nad ktoérym pracuje ten automat). Rowniez kazda grupa generowana przez
automat diagonalny nad alfabetem ograniczonym jest skonczona. Sytuacja sie zmienia w przy-
padku alfabetu nieograniczonego. W pracy [P5] udowodnitem, ze diagonalne automaty sa-
mopodobne tworza w tym przypadku uniwersalny sposob definiowania dowolnych skoriczenie
generowanych skonczenie aproksymowalnych grup. Mianowicie pokazatem, ze dla dowolnej ta-
kiej grupy G i nieograniczonego alfabetu X = (X;);>1 istnieje taki samopodobny i diagonalny
automat A = (5, X, ¢,v), ze G(A) ~ G i |S| = d(G). Dowod tego twierdzenia byl jednak wy-
soce niekonstruktywny — cho¢ nie miatem pojecia jak w sposéb jawny dla konkretnie zadanej,
abstrakcyjnej grupy G skonstruowaé¢ w odpowiednim automacie diagonalnym ciag ¢ = (1);>1
funkeji wyjé¢, to bezposdrednio w oparciu o skoniczong aproksymowalnosé G dowodzitem, ze taka
konstrukcja jest zawsze wykonalna.

W pracy [P3] badalem automaty birewersyjne innego typu. Byly to 2-stanowe automaty
A = ({a,b}, X, R) z nastepujacymi rekursjami splotowymi w i-tym przejsciu (¢ > 1): a; =
(bis1, @ix1y- -+, Qix1)Tiy b = (@i41,bi41, - .., bit1)7, gdzie permutacje m;, 7; € Sym(X;) tworza
standardowy zbior generatorow grupy Sym/(X;), tzn. za 7; mozna przyjac¢ dowolna transpozycje,
a za m; — dowolny dltugi cykl, dla ktorego litery 1, 1 22, znajdujace si¢ na pierwszych dwoch
pozycjach alfabetu X, spetniaja warunek: 7;(z1,;) = m;(x1,) = x2,. W pracy [P3] dowodzilem,
ze jezeli alfabet X = (X;);>1 jest nieograniczony, a ciag (|X;|);>1 jest niemalejacy, to G(A) ~ Fs.
W pracy [P7] pokazalem natomiast, ze jezeli |X;| > 3 dla kazdego ¢ > 1 oraz NWD(|X;| —
1,|Xy| —1)=1dlai#74, to grupa G(A) dziala sferycznie przechodnio na drzewie X*.

Niewielka modyfikacja powyzszych rekursji prowadzi do rekursji a; = (a1, ..., ai01)7;,
b; = (bis1,---,bip1)7 dlai > 1. Grupa G generowana przez powstaly w ten sposob 2-stanowy
automat diagonalny jest izomorficzna z podgrupa (7, 7) < [[.~; Sym(X;), gdzie 7 := (7;)i>1,
7 = (7;)i>1. Przypadek X; := {1,...,i + 1}, m := (1,2,...,i + 1), 7, :== (1,2) byl badany
w pracach [53, 54| oraz w pracy D3] (opis pracy [D3| znajduje si¢ na str. 49). W pracy [D3]
pokazatem, ze komutant G’ jest grupa lokalnie skoriczong, polgrupa generowana przez m i 7
jest wolna, ale G nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych. Okazuje sie, ze G jest nawet
sredniowalna ([53|, Example 4.1). Ponadto, jezeli dla I C N oznaczymy Gy := (7, 77), gdzie
ciag 7 powstaje z m przez zastapienie permutacji m; (i € ) permutacjami trywialnymi, to
otrzymujemy, ze dla dowolnych I, 1" C N\ {1,2,3,4} nieréwnos¢ I # I’ implikuje, ze grupy G;
i G nie sa izomorficzne (|54], Proposition 4.1). W rezultacie dostajemy nieprzeliczalnie wiele,
parami nieizomorficznych grup G(A) generowanych przez 2-stanowe automaty diagonalne A
nad alfabetem X = (X;);>1.

Jednym z gtownych wynikow pracy [P7] bylo pokazanie, ze dla dowolnego zmiennego alfa-
betu X = (X;);>1 nastepujace dwa zdania sa rownowazne: (i) istnieje 2-stanowy, birewersyjny
automat A nad alfabetem X, dla ktorego G(A) ~ Fy, (ii) alfabet X jest nieograniczony. W do-
wodzie powyzszej rownowaznosci pokazatem, ze jezeli alfabet X jest ograniczony, to dla kazdego
2-stanowego, birewersyjnego automatu A nad alfabetem X grupa G(A) nie moze by¢ beztorsyj-
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na. W szczegolnosci nie istnieje 2-stanowy, birewersyjny automat Mealy’ego generujacy F5. W
oparciu o konstrukcje automatu z pracy [P3], podalem takze jawna i przejrzysta konstrukcje
2-stanowego automatu nad dowolnym nieograniczonym alfabetem X = (X;);>1, ktory generuje
FQ.

W pracy [P7] podatem tez kompletng charakteryzacje grup G(A) generowanych przez 2-
stanowe, birewersyjne automaty A nad alfabetem binarnym (automatow takich oczywiscie jest
nieprzeliczalnie wiele). Okazuje sie, ze wszystkie te grupy sa skoriczonymi grupami abelowymi
i jest ich pieé¢: grupa trywialna, Cy, Cy x Cy, Cy i Cy x Cy. Jedynie pierwsze trzy moga by¢
zrealizowane za pomocg odpowiedniego automatu Mealy’ego. Rozpatrywatem takze klas¢ 1 Rs 5
grup G(A) generowanych przez 2-stanowe, rewersyjne automaty A nad alfabetem binarnym, jak
rowniez klas¢ BIR 3 grup G(A) generowanych przez 2-stanowe, birewersyjne automaty A nad
alfabetem X = {1,2,3}. Pokazalem, ze kazda z tych klas zawiera nieskoriczenie wiele, parami
nieizomorficznych grup skonczonych.

W pracy [P4] wprowadzitem dla dowolnego m > 2 i abstrakcyjnej grupy G pojecie rangi
automatowej ar(G,m) jako najmniejszej liczby standéw w automacie Mealy’ego A nad alfa-
betem m-literowym, dla ktérego zachodzi izomorfizm G(A) ~ G. OczywiScie mamy zawsze:
ar(G,m) > d(G) (jezeli nie istnieje odpowiedni automat, to przyjmujemy ar(G,m) := 00).
Przyktadowo, znane obecnie realizacje automatowe nieabelowych grup wolnych F,, (n > 3) pro-
wadza do rownosci ar(F,, 2) = d(F,) = n dla kazdego n > 3. Z kolei dla zadnego m > 2 nie jest
znana dokladna wartos¢ ar(Fy, m); cho¢ prawdziwe jest oszacowanie 4 < ar(Fs,2) < 6. Korzy-
stajac natomiast z automatowej realizacji grup Baumslaga-Solitara BS(1,k) := (a,t: tat™! =
a”), uzyskanej w pracy L. Bartholdiego i Z. Sunica ([8]), od razu wywnioskowatem ([P4]), ze
dla dowolnych m,n > 2 istnieje grupa G, dla ktorej d(G) =21 n < ar(G,m) < .

W pracy [P4] skonstruowatem dla dowolnych n > 11im > 2 optymalny automat Mealy’ego
nad alfabetem m-literowym, ktory generuje abelowa grupe wolna CZ rangi n, wyznaczajac
tym samym rangi automatowe abelowych grup wolnych. Okazato si¢, ze nie zawsze optymalna
konstrukcja przynosi automat minimalny (tzn. automat o n stanach) — w przypadku m =
2 lub n = 1 optymalny automat ma n + 1 stanéw. Postuzylem sie¢ w tym celu rezultatem
Nekrashevycha i Sidki (|62]), zgodnie z ktéorym kazda samopodobna grupa automorfizmow
drzewa {0, 1}*, bedaca abelowa grupa wolna, musi by¢ zwezajaca.

Mozna tez zaproponowaé szersze podejscie, definiujac dla dowolnej abstrakcyjnej grupy G
jej spektrum automatowe sa(G), czyli zbior takich par (n,m) € Nx N, ze izomorfizm G(A) ~ G
zachodzi dla pewnego n-stanowego automatu Mealy’ego A nad alfabetem m-literowym. Jezeli
(n,m) € sa(G), to oczywiscie (n/,m’) € sa(G) dla dowolnych naturalnych n’ > nim’ > m.
Oznaczajac zatem [n] := {n,n+1,...}, otrzymujemy: sa(G) = () albo istnieje dokladnie jedna
liczba k € N (nazwalem ja szerokoscia automatowa grupy G), ze sa(G) = ([n1] x [my]) U
... U ([ng] x [mg]) dla pewnych jednoznacznie okreslonych ciagoéw (n;)i<i<k, (mi)i<i<k liczb
naturalnych, przy czym pierwszy z tych ciaggéw jest Scisle rosnacy, a drugi — Scisle malejacy. W
pracy [P4] wykazatem rownosci sa(Cy) = [2] X [2] 1 sa(CZ) = ([n] x [3]) U ([n + 1] x [2]) dla
n > 1. Obecnie potrafie wyznaczy¢ spektrum automatowe pozostatych grup homocyklicznych,
a takze pewnych innych skonczonych grup abelowych (praca w przygotowaniu). Przyktadowo,
dla dowolnych n > 1 i m > 2 zachodzi réwnos¢ sa(C?) = [n] x [y(m)], gdzie v(m) definiuje
nastepujaco: jezeli m = pi"ph>...p}" jest rozkltadem kanonicznym liczby m, to v(m) = pi* +
ph> + ...+ pi* (w szezegdlnosed, przyjmujac v(1) := 0, dostaje funkcje addytywna v: N — N).
Ponadto, jezeli G jest nietrywialng skoriczona grupa abelowa oraz G ~ Cy)t xCp2 | .. . xCk
(n; > 1, m; > 2) jest jej rozktadem kanonicznym Shmitta, to oznaczajac v(G) := y(mq) +...+
v(mg), otrzymalem: (d(G) + 1,7(G)) € sa(G), a jezeli ny > 1, to (d(G),v(G)) € sa(G); jezeli
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wreszcie NW D(m;,my) =1 dlai #4, to sa(G) = [d(G)] x [y(G)]. W szczegdlnosci cheiatbym
wiedzie¢, czy istnieje grupa G z szerokos$cia automatowa wieksza niz dwa. Przypuszczam, ze
takie grupy mozna znalez¢ nawet wsrod skoriczonych grup abelowych, dla ktorych zachodza
rownosci m; = mgy = ... = my W powyzszym rozkltadzie.

W pracy [P6] dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i dowolnej grupy abelowej G pokaza-
tem, Ze izomorfizm G ~ G(A) zachodzi dla pewnego n-stanowego automatu A (zmiennego w
czasie) nad alfabetem binarnym X = {0,1} wtedy i tylko wtedy, gdy d(G) < n oraz czesé
torsyjna grupy G jest 2-grupa. Ponadto dla kazdej takiej grupy G podalem jawna konstrukcje
odpowiedniego automatu A. Jako wniosek dostatem, Ze istnieje nieskoriczenie wiele, parami
nieizomorficznych grup G(A), gdzie A jest 2-stanowym automatem nad alfabetem binarnym
(pamigtamy, ze 2-stanowe automaty Mealy’ego nad alfabetem binarnym generuja jedynie szesé
roznych grup). W pracy [P6] osobno rozpatrywalem przypadek automatow Mealy’ego, uzy-
skujac analogiczng charakteryzacje grup abelowych generowanych przez n-stanowe automaty
Mealy’ego nad alfabetem binarnym. W szczegélnosci dostatem, ze istnieje dokladnie 2n tego
typu grup (z doktadnoscia do izomorfizmu) i kazda z nich jest elementarng abelows 2-grupa
albo abelowa grupa wolna. Zauwazmy tez, ze liczba wszystkich (z doktadnoscia do izomorfi-
zmu automatow) n-stanowych automatoéw Mealy’ego nad alfabetem binarnym jest skoriczona i
wynosi 2" - n?".

Mozemy oczywiscie dla dowolnych m, n > 1 rozpatrywac klase GTV(n, m) wszystkich grup
(z doktadnoscia do izomorfizmu) postaci G(A), gdzie A jest n-stanowym automatem zmiennym
w czasie nad alfabetem m-literowym. Dla kazdego n > 1 klasa GTV(n, 1) sktada sie tylko z
grupy trywialnej, a dla m > 1 klasa GTV(1,m) jest skoniczona i sktada sie jedynie z pewnych
skoriczonych grup cyklicznych. Najmniejszy zatem ciekawy przypadek to klasa GTV(2, 2), ktora,
wobec powyzszego rezultatu, jest nieskonczona. 7 drugiej strony, istnieje nieprzeliczalnie wiele
(z doktadnoscia do izomorfizmu automatow) 2-stanowych automatow nad alfabetem binarnym.
Powstaje zatem pytanie, czy klasa GTV(2,2) jest nieprzeliczalna. Jakie inne grupy (poza abe-
lowymi) leza w tej klasie? W szczegolnosci, czy nieabelowa grupa wolna nalezy do tej klasy? A
moze kazda 2-generowana skonczenie aproksymowalna 2-grupa lezy w tej klasie? Czy w klasie
tej istnieje grupa z nierozwigzalnym problemem stow? W przypadku ostatniego pytania, to nie
wiadomo nawet, czy klasa grup generowanych przez automaty nad alfabetem ograniczonym
zawiera grupe z nierozwigzalnym problemem stow (pamietamy, ze w klasie grup generowanych
przez automaty Mealy’ego problem stoéw jest rozwiazalny). Z drugiej strony, mozna podaé kon-
struktywny przyktad 2-stanowego automatu diagonalnego A nad alfabetem nieograniczonym,
dla ktorego grupa G(A) ma nierozwiazalny problem stéw. Przyktad ten bazuje na konstrukeji
2-generowanej skonczenie aproksymowalnej grupy, uzyskanej w 2009 roku przez G. Baumslaga
i Ch. F. Millera III ([11]) za pomoca grup B. H. Neumanna z 1937 roku.

3.2 Wyniki uzyskane w ramach pracy doktorskiej — prace [D1]-[D5]

Prace doktorska, zatytutowana ,, Automaty Mealy’ego zmienne w czasie i grupy generowane
przez te automaty’, napisatem pod kierunkiem prof. dr. hab. Witalija Suszczanskiego (Vitaliy
Ivanovich Sushchansky) i obronitem w czerwcu 2005 roku na Wydziale Matematyczno-Fizyczno-
Chemicznym Uniwersytetu Slaskiego. Na dorobek naukowy uzyskany w ramach tej pracy skta-
daja sie nastepujace publikacje:

[D1] A. Woryna, Odwzorowania okreslone za pomocq automatéw Mealy’ego zmiennych w czasie,
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ, Seria: AUTOMATYKA, z. 138 (2003), 201
215,
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[D2] A. Woryna, On representation of a semi-direct product of cyclic groups by a 2-state
time-varying Mealy automaton, ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ, Seria:
MATEMATYKA-FI1ZYKA, z. 91 (2004), 343-354,

[D3] A. Woryna, On permutation groups generated by time-varying Mealy automata, PUBLI-
CATIONES MATHEMATICAE, DEBRECEN, 67 (1-2) (2005), 115-130; IF 0.238,

[D4] A. Woryna, Representations of a free group of rank two by time-varying Mealy-automaton,
DISCUSSIONES MATHEMATICAE GENERAL ALGEBRA AND APPLICATIONS, 25 (2005),
119-134,

[D5] A. Woryna, On generation of wreath products of cyclic groups by two state time varying
mealy automata, INTERNATIONAL JOURNAL OF ALGEBRA AND COMPUTATION, 16 (2)
(2006), 398-415; IF 0.357.

W pracach [D1]-[D5] rozwazalem jeszcze szersza klase automatow, dopuszezajac mozliwosé
zmian réwniez zbioréow stanéw w kolejnych taktach pracy automatu. Nazwatem te automaty
zmiennymi w czasie automatami Mealy’ego. Formalnie automat taki zdefiniowatem jako piatke
A= (5, X,Y,p,0), gdzie (S;)i>1 jest ciagiem zbioréw stanow, X = (X;);>1 1Y = (V;)i>1 sa
zmiennymi alfabetami, odpowiednio, wejsciowym i wyjsciowym, ¢ = (¢;);>1 jest ciagiem funkcji
przejsé postaci ¢;: S; X X; — Siy1, ¥ = (1;)i>1 — clagiem funkcji wyjsé ¢;: S; x X; — V.
Dla kazdego stanu s € S; zdefiniowatem, analogicznie jak dla automatu z definicji 2, funkcje
automatowa §: X* — Y™,

W pracy [D1] badano jedynie strukturalne wlasnosci takich automatéw, wyodrebniono roz-
ne naturalne ich podklasy, w tym podklase automatéw z ustalonym zbiorem stanéw, automatow
okresowych oraz automatéw permutacyjnych. Zdefiniowano i badano pojecie rownowaznosci au-
tomatow, za pomoca ktoérego porownywano rézne modele automatow i wyodrebniono automaty
o prostszej strukturze. W oparciu o relacje zachowywania poczatkéw i dhugosci stow, scharak-
teryzowano funkcje automatowe f: X* — Y™ oraz przeksztalcenia f: X* — X* definiowane
przez automaty permutacyjne. Stosujac pojecie reszty przeksztalcenia automatowego, scharak-
teryzowano funkcje definiowane przez automaty okresowe.

W pracy [D3] wprowadzitem pojecie grupy GA(X*) wszystkich przeksztatcen definiowa-
nych przez permutacyjne zmienne w czasie automaty Mealy’ego nad alfabetem wej$ciowo-
wyjsciowym X = (X;);>1. Opisatem naturalny izomorfizm tej grupy z nieskorczenie iterowanym
splotem permutacyjnym $5°,Sym(X;). Wprowadzono pojecie grupy G(A) = (s: s € S;) gene-
rowanej przez pojedynczy automat permutacyjny A = (S, X, X, ¢, ). Udowodniono, ze kazda
n-generowana (n > 1) skonczenie aproksymowalna grupa G jest izomorficzna z grupa G(A)
generowana przez pewien n-stanowy automat A. Dla kazdego n > 1 skonstruowano i zbadano
2-stanowa realizacje automatows dla grupy dualnej do grupy migajacych zaréwek C,wrCy,
czyli dla splotu regularnego C,wrC,,. Rozwazano tez 2-stanowy automat diagonalny A nad
alfabetem X = (X;);>1, w ktorym X; := {1,...,i + 1}, a etykietki obydwu stanéw w i-tym
przejsciu (i > 1) tworza standardowy zbiér generatorow grupy Sym(X;), czyli transpozycje
a; = (1,2) i cykl B; := (1,2,...,i + 1). Pokazano, ze grupa G := G(A) generowana przez ten
automat dziata sferycznie przechodnio, zawiera izomorficzng kopie kazdej skoriczonej grupy,
nie zawiera nieabelowych podgrup wolnych, ale potgrupa generowana przez obydwa automa-
towe generatory jest wolna. Pokazano tez, ze komutant G’ jest grupa lokalnie skonczona, a
abelianizacja G/G’ jest izomorficzna z iloczynem Cy X Ci.

W pracy [D2] rozwazalem tzw. Q-adyczna maszyne sumujaca (Q-adic adding machine —
[10]), gdzie @ = (n;);>1 jest dowolnym ciagiem liczb naturalnych wigkszych od 1. Mozna taka
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maszyne zdefiniowaé jako automorfizm cykliczny a € Aut(X*), opisany nastepujacym ciagiem
rekursji splotowych: a; = (id;11,...,id;y1,a,41)0; dla @ > 1, gdzie id; = idx;, , a permutacja
o; € Sym(X;) jest dlugim cyklem. Automorfizm a pojawia si¢ czesto (szczegolnie w wersji
regularnej) przy réznych realizacjach automatowych, a jego wtasnosci sa ciagle badane. Poka-
zuje sie na przyklad, ze dowolny automorfizm g € Aut(X*) jest sprzezony z a wtedy i tylko
wtedy, gdy grupa cykliczna (g) dziala sferycznie przechodnio na X* ([10]). Widzimy, ze auto-
morfizm a jest definiowany przez automat o dwoch stanach i jest to dla niego minimalna liczba
stanow. W pracy [D2] interesowalo mnie, co sie stanie, jezeli do maszyny sumujacej dotacze
inny nietrywialny automorfizm cykliczny b € Aut(X*), ktory w mozliwie najmniejszym stop-
niu ingeruje w strukture automatowa automorfizmu a, tzn. nie wprowadza do uktadu {a,b}
nowych stanéw i nie zmienia (w tym ukladzie) funkeji przejsé¢ zwiazanych z automorfizmem a.
Co mozna wowczas powiedzieé o grupie generowanej przez takie dwa automorfizmy? Jednym z
najprostszych takich ,minimalnie ingerujacych” automorfizméw b jest automorfizm z rekursja
splotowa b = (ag, ids, . .., idy)o;. W pracy [D2] pokazatem, ze grupa G(A) := (a,b) generowana
przez powstaly w ten sposob 2-stanowy automat A jest izomorficzna z podgrupa K := W' - Cy
iloczynu poétprostego W := C! x Cy z dzialaniem C., na CZ! przez cykliczne lewostronne
przesuniecia. Grupa K jest przyktadem beztorsyjnej metabelowej grupy, ktora nie jest nilpo-
tentna; jej centrum jest izomorficzne z C.,, komutant izomorficzny z C™~!  a abelianizacja
7z Coo X Cp,. W szczegélnosci powyzsza konstrukcja opisuje sferycznie przechodnie dziatanie
grupy K na drzewie X*. W pracy [D2] scharakteryzowalem takze stabilizatory Stabga)(w),
Stabgay(m), Stabgay(u) (w € X*, u € X¥, m > 0) oraz orbity dzialania na zbiorze X* stow
nieskoriczonych. Wyprowadzilem réwniez prezentacje grupy wzgledem generatorow a i b.

W pracy [D4] wyprowadzono dwie rézne realizacje automatowe nieabelowej grupy wolne;
F,. W pierwszej zastosowano 2-stanowy automat diagonalny A = ({s1,s2}, X, X, ¢, 1) nad
alfabetem X = (X;);>1, w ktorym X; = {1,...,i} dla ¢ > 1. Zauwazono, ze funkcje wyjs¢ w
tym automacie mozna zbudowaé¢ w oparciu o relacje < porzadku leksykograficznego w zbiorze
zredukowanych slow grupowych z liter a i b, wychodzac od relacji ¢ < a < a™! < b < b7L.
Skonstruowano nastepnie dwie permutacje a, b € Sym(N) o tej wtasnosci, ze jezeli W = W (a, b)
jest stowem grupowym na n-tej pozycji (n > 1), to dla ztozenia W € Sym(N) odpowiadajacego
stowu W zachodzi W(1) = n. Pokazano wreszcie, ze funkcje wyjsé ¢;: {s1,s2} x X; — X;
mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob: ¥;(s1,z) = a(z) dla x € a 1(X;), ¥i(s1,2) = a;(z)
dla z ¢ a '(X;), ¥i(se,x) = b(z) dla z € b71(X)), Yi(se,x) = bi(x) dla z ¢ b~1(X;), gdzie
a;: X; \ a7 H(X;) — Xi\ a(Xy) i bi(z): X; \ 07 H(X;) — X, \ b(X;) sa dowolnymi bijekcjami.
Podano réwniez jawny, analityczny opis permutacji a i b. Okazal sie on jednak zbyt zlozony,
tak ze realizacja ta, cho¢ zadana jawnie i w sposob diagonalny, nie dawata widocznych szans
na dalsze badanie grupy G(A) i jej dzialania na drzewie X*.

Druga opisana w pracy [D4] realizacja grupy F opierala sie na automacie nad alfabetem
X = (Xi)i>1, wktorym X; = {1,2,...i+2} dla¢ > 1. Na przyktadzie tej konstrukeji pokazano,
ze funkcje wyjs¢ w automacie generujacym Fy mozna opisaé¢ znacznie prosciej — etykietki stanow
w i-tym przejsciu (i > 1) moga by¢ kolejnymi potegami cyklu (2,3, ...,i+42). Jednak definiujac
funkcje przejé¢, pojawiata sie konieczno$é wprowadzania nowych stanéw, tak ze dla i-tego
przejscia liczba stanéw wynosita ¢ + 2 — zatem nie byt to automat z ustalonym zbiorem stanéw.

Wspomniana juz wczesniej praca [D5] byla ostatnim, ale tez najciekawszym rezultatem
mojej pracy doktorskiej. Skonstruowano w niej 2-stanowy automat A = ({a,b}, X, X, R) z
ciagiem R = (R);> rekursji splotowych, w ktorym uktad R; sktadal sie z nastepujacych dwoch
rekursji: a; = (biy1, Gis1, - -5 Gix1), b = (@i11, .. ., a;41)0;, gdzie permutacja o; € Sym(X;) byta
dowolnym dtugim cyklem. Gltowny wynik to obserwacja, ze jezeli NW D(n;,n;) = 1 dla i # 4/,
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to automat A generuje splot °,C,,.. Dla grupy G := G(A) wyprowadzono rowniez nastepujace
wlasnosci (w samej publikacji [D5] zauwazono dodatkowo, ze G jest slabo rozgaleziona): G
jest beztorsyjna grupg z trywialnym centrum, dziala sferycznie przechodnio na drzewie X*, nie
posiada skoriczonej prezentacji, polgrupa generowana przez automatowe generatory jest wolna,
a abelianizacja G/G’ jest izomorficzna z Cy, X Ciy.

3.3 Wyniki spoza teorii grup — prace [S1]-[S5]

W ponizszych pracach rozwazatem pewne problemy spoza teorii grup.
[S1] A. Woryna, Liczby Stirlinga, a skoki narciarskie, DELTA, 11 (2001), 6-7,

[S2] A. Woryna, The solution of a generalized secretary problem via analytic expressions, JO-
URNAL OF COMBINATORIAL OPTIMIZATION, 33 (4) (2017), 1469-1491; IF 1.235,

[S3] A. Woryna, On the set of uniquely decodable codes with a given sequence of code word
lengths, DISCRETE MATHEMATICS, 340 (2) (2017), 51-57; IF 0.639,

[S4] A. Woryna, On the ratio of prefix codes to all uniquely decodable codes with a given length
distribution, (under review),

[S5] A. Woryna, On the ratio of prefix codes to all uniquely decodable codes with the three-
element sequence of code-word lengths, (under review).

W pracy [S1] rozwazatem nastepujacy problem: ilu przecietnie skoczkow uzyska tytul tym-
czasowego lidera podczas jednej serii konkursu skokoéw narciarskich? W calej serii bierze udziat
n > 1 skoczkéw i po kazdym skoku liderem tymczasowym zostaje ten skoczek, ktory oddat naj-
lepszy do tej pory skok. Zaktadamy przy tym, ze w konkursie nie ma faworytow i ze zadne dwa
skoki nie zostana ocenione tak samo (problem przyszedl mi do glowy, bedac pod wrazeniem
skokow naszego ,Orta z Wisty”; w szczegolnoscei pierwsze zalozenie nie byto zbyt szczesliwe).
Pokazatem, ze dla dowolnego 1 < k < n prawdopodobienistwo tego, ze w trakcie calej serii
doktadnie k skoczkow uzyska tytul tymezasowego lidera wynosi S(n, k)/n!, gdzie S(n,k) jest
odpowiednia liczba Stirlinga (pierwszego rodzaju). W rezultacie otrzymatem, ze rozwigzaniem
powyzszego problemu jest n-ta liczba harmoniczna Y ) | 1/i.

W pracy [S2] odkrylem nieznane wczesniej, kombinatoryczne formuly, ktére pozwalaja
opisa¢ analitycznie tzw. ciagg optymalny, stanowiacy rozwiazanie jednej z uogdlnionych wer-
sji stynnego problemu sekretarek. Wezesniej rozwiazanie to byto znajdowane wytacznie poprzez
algorytmy stosujace mechanizmy programowania dynamicznego lub liniowego, co pozwalato
oblicza¢ to rozwiazanie tylko w sposéb numeryczny. Wydaje mi sie, ze takie czysto kombina-
toryczne podej$cie mozna wykorzysta¢ rowniez do badania pewnych szerszych wersji problemu
sekretarek, otrzymujac w ten sposdb pewne uproszczenia w znanych dotychczas formutach.
Uzyskang konstrukcje ciagu optymalnego chce réwniez wykorzystaé w kolejnej pracy, do ba-
dania asymptotycznego zachowywania sie wartosci ciagu optymalnego, otrzymujac, by¢ moze,
odpowiedzi na otwarte nadal pytania dotyczace tej asymptotyki. Inspiracja do napisania pracy
[S2] byta ksiazka Jakuba Szczepaniaka Matematyka nie tylko dla zakochanych, WYDAWNICTWO
POLITECHNIKI L.ODZKIEJ, 2010.

W pracy [S3] badatem pewne wazne klasy kodow alfabetycznych z zadana dystrybucja
dtugosci stow kodowych. Dla dowolnych kodéw alfabetycznych mozliwe ciagi dtugosci stow ko-
dowych charakteryzuje znana nieréwnosé¢ Krafta (ktora charakteryzuje takze odpowiednie ciagi

51



dla kodow bezprefiksowych). Dla innych, naturalnych klas kodéow (np. dla kodow bifiksowych)
odpowiednia charakteryzacja nie jest juz znana i wiele pytan w tym temacie, nawet elemen-
tarnych, pozostaje otwartych. W pracy [S3] oznaczytem przez UD, (L) (odp. PR,(L), odp.
FD,(L)) zbior wszystkich kodéow (odp. kodéw bezprefiksowych, odp. kodéw o skoriczonym
op6znieniu) nad alfabetem n-literowym i z dystrybucja dtugosci stow kodowych L. Gléwne wy-
niki tej pracy to: (1) pokazanie nieréwnosci |UD,,(L)|/|PR,(L)| > 1+ rqory/| PR, (a,b)|, gdzie
ro (odp. 1) to ilos¢ wystapien elementu a (odp. elementu b) w ciagu L, (2) pokazanie, ze row-
nos¢ FD, (L) = UD,(L) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ciag L ma dlugos¢ co najwyzej 2
lub jest postaci (z doktadnoscia do uporzadkowania elementéw) L = (a,a,...,a,b) dla aib
speliajacych podzielnosé a | b.

W pracy [S4] badatem proporcje p,, = |PR,(L)|/|UD,(L)| i podalem nietrywialne ogra-
niczenie dolne oraz gorne dla wartosci &, ,,, := infy, p,, 1, gdzie infimum jest wzigte po wszystkich
ciagach L dtugosci m > 1, dla ktorych UD,, (L) # 0. W szczegolnosci dostatem: limy, o0 Enm = 1
dla kazdego m > 1 oraz lim,, o &,m = 0 dla kazdego n > 2. Mamy oczywiscie &,; = 1 dla
kazdego n > 2. W pracy [S4]| postuzylem sie znang charakteryzacja kodow dtugosci dwa do
znalezienia doktadnej wartosci &, 2. Cho¢ obecnie nie jest znana zadna charakteryzacja kodow
dlugodci trzy, to ostatnio udalo mi si¢ wyprowadzi¢ formule na &, 3 ([S5]). Do zglebiania te-
matyki poruszanej w pracach [S3, S4, S5] zainspirowaly mnie zajecia, jakie prowadzitem w
ramach przedmiotu Teoria informacji i kryptografia ze studentami kierunku Matematyka, na
moim macierzystym Wydziale Matematyki Stosowanej Politechniki Slaskie;.
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