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1. Omoéwienie wyréznionego cyklu publikacji. Wyrézniony cykl prac sklada sie
z pieciu artykuléw monoautorskich i jednej wspélnej pracy z Zsoltem Pélesem. Habilitant
zaprezentowal twierdzenia o oddzielaniu i podpieraniu dla wybranych klas odwzorowah wraz
z pewnymi konsekwencjami. Badanymi klasami odwzorowah sg tu:

o funkcje t-wypukle w sensie Wrighta (w pracach (I)—(III));

e odwzorowania delta-podaddytywne i delta-nadaddytywne (w pracy (IV));
e odwzorowania (w, t)-wypukte (zdefiniowane przez autora w pracy (V));

e abstrakcyjne odwzorowania (w, Q)-wypukle (rozpatrywane w pracy (VI)).

Réznego typu wypuklosé funkcji rzeczywistych rozwaza sie, gdy ich dziedzing jest pod-
zbiér wypukly rzeczywistej przestrzeni liniowej. Klase funkcji wypuktych w sensie Wrighta
wprowadzil tenze matematyk w 1954 roku. Jako pierwszy t-wypuklo§¢ w sensie Wrighta
rozpatrywal Matkowski w 1992 roku. Zaproponowano poréwnanie z klasycznym pojeciem
wypuklosci w sensie Jensena, gdzie kluczows rolg pelni skalar 1/2. Pewne wtasnoéci funkcji
t-wypuklych w sensie Wrighta byly przedmiotem rozprawy doktorskiej Habilitanta obro-
nionej w 2005 roku. Jej wyniki zostaly opublikowane w pracach {(O1)—(03) zaliczonych do
pozostalego dorobku naukowego. W kilku publikacjach wyréznionego cyklu dr Olbrys nadal
badal t¢ samg klase funkeji, ale pod katem innych, bardziej zaawansowanych wlasnoéci.

Praca (I) pochodzaca z omawianego zestawu zawiera twierdzenia o podpieraniu i od-
dzielaniu dla funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta okre§lonych na wypuklym podzbiorze D
przestrzeni liniowej nad ciatem K, przy czym Q(¢) C K C R. Twierdzenia o podpieraniu i
oddzielaniu dla zwyklej wypuklosci nalezg do kanonu analizy funkcjonalnej i znajdujg liczne
zastosowania, np. w teorii optymalizacji i ekonomii. Kluczowym narzedziem dowodowym w
klasycznym przypadku jest twierdzenie Hahna-Banacha. Abstrakcyjne twierdzenie Rodego
z 1978 roku pozwala m.in. uzyskaé twierdzenia o oddzielaniu dla funkcji wypuklych w sen-
sie Jensena. Habilitant zaproponowal nows oryginalng metode w celu wykazania odpowied-
nich twierdzefi dla funkcji ¢-wypuklych w sensie Wrighta. W kolejnej publikacji (IT) mozna



znaleZ¢ serig interesujacych konsekwencji tych rezultatéw. Sg to pomyslowe i nietrywialne
charakteryzacje pewnych waznych podklas rodziny funkcji t-wypuklych w sensie Wrighta.
Artykul (III) zostal napisany na motywach prac (I) i (II). Dotyczy on funkcji t-wypuktych
oraz t-wklestych w sensie Wrighta okreSlonych na calej przestrzeni, a nie, jak poprzednio, na
dowolnym ustalonym zbiorze wypuklym. Metody dowodowe i twierdzenia w pracy (III) s w
znacznym stopniu analogiczne do tych pochodzacych z poprzednich publikacji (I) i (II). To
obniza warto$é artykutu (III). Habilitant powinien po$§wiecié w nim wiecej miejsca na poréw-
nanie odpowiednich wynikéw, a pewne powtarzajace sie fragmenty mégl po prostu pominaé.
Nalezato tez wyraZniej zaakcentowaé, co nowego wnosi zmodyfikowane ujecie.

Kolejna praca (IV) zawiera ciekawe twierdzenia o podpieraniu dla odwzorowani delta-
podaddytywnych oraz o oddzielaniu dla odwzorowan delta-podaddytywnych i delta-nadad-
dytywnych okreSlonych na pélgrupach stabo przemiennych. W dowodach stosuje si¢ m.in.
czedciowy porzadek w stozkach Lorenza. Jako prosty wniosek z jednego z twierdzen uzyska-
no klasyczny wynik o stabilnosci dla réwnania Cauchy’ego. Geneza tych badan jest dobrze
umotywowana. Pojecie delta-wypuklodci pochodzi od Vesely’ego i Zajicka (1989), za$ poje-
cie delta-podaddytywnosci od Gera (1992). Badania wokét tych pojeé wniosly zauwazalne
ozywienie w teorii réwnaf i nieréwnosci funkcyjnych.

Przedmiotem badan w artykutach (V) i (VI) sg twierdzenia o podpieraniu dla uogélnio-
nych i abstrakcyjnych odwzorowan wypuktych. Takie podejécie w matematyce jest cenne,
gdyz podejmuje ono prébe ogblnego spojrzenia na dotychczasowe wyniki i metody dowodo-
we oraz wyabstrahowania istotnych wiasnosci, ktére dobrze dziatajg w znanych szczegdlnych
przypadkach. W pracy (V) wprowadzono funkcje (w, t)-wypukle, ktére sa modyfikacja funkej
wypuklych polegajaca na dodaniu skladnika zaburzajacego w. Pomyst dr Olbrysia obejmuje
kilka znanych pojeé uogdlnionej wypuklosci odwzorowan. Dla tego rodzaju funkeji uzyskat
on twierdzenie o podpieraniu i kilka innych wlasnodci oraz ich zastosowan, m.in. nowa cha-
rakteryzacje przestrzeni unormowanych unitarnych. W artykule (V) autorzy sformulowali
$miatg koncepcje uogdlnienia nastepujacych obiektéw: zbioru wypuklego, zbioru ekstremal-
nego i punktu wewnetrznego wzgledem danej rodziny operacji dla odpowiednich struktur
algebraicznych. W dalszej kolejnosci pojawia sie pojecie odwzorowan wypuklych o warto-
Sciach w przestrzeni czedciowo uporzadkowanej. Uzyskano rozszerzona wersje twierdzenia
Hahna-Banacha, ktéra nastepnie zastosowano do abstrakcyjnego twierdzenia o podpieraniu,
dzieki czemu otrzymano w szczegdlnosei wezedniejszy wynik Habilitanta z jego pracy (O7).

Wszystkie prace cyklu zostaly starannie zredagowane. W artykule (II1) zauwazylem drob-
ny blad drukarski: we wzorze (4), na str. 3 symbol D nalezy zastapi¢ przez X. Usterka po-
dobnego typu pojawia sie w autoreferacie, w sformulowaniu Twierdzenia 15 — dotyczy ona
dziedziny funkcji g.

Oceniajac warto$¢ wyréznionego cyklu, nalezy zwrécié uwage na oryginalno$é i elegancje
wiekszodci wynikéw oraz urozmaicony zestaw metod dowodowych nalezacych do arsenatu
narzedzi teorii réwnait i nieréwnoéei funkeyjnych. Wymienitbym tu uzycie czgdciowych po-
rzadkéw, lematu Kuratowskiego-Zorna, stozkéw Lorenza, zrecznych metod rekurencyjnych,



odwolanie do struktur algebraicznych, np. péigrup, stabych wersji przemiennosci, itp. oraz
teorii przestrzeni unormowanych. Prace (I), (IT), (IV) wyr6zniaja si¢ pomystowoscig rachun-
kows, zas prace (V)—(VI) (a zwlaszcza ta druga) kreatywnoécig — poprzez trafne tworzenie
nowych pojeé uogélniajacych w duzym stopniu wezesniejsze badania. Mozna oczekiwaé, ze
w niedalekiej przysziodci rezultaty te bedg cytowane w srodowisku specjalistéw. Nowe kon-
cepcje pracy (VI) powinny wzbudzié zainteresowanie i maja szanse kontynuacji. Wedtug
mojej wiedzy uogélnione funkcje wypukle nie przyniosty na razie nowych zastosowah w in-
nych dzialach matematyki, czego przyczyna jest zapewne nieregularno$é nieciagtych funkeji
wypuklych. Pomimo to, niewatpliwie warto bylo prowadzié badania rozszerzajace klasyczne
podejécie w réznych kierunkach. Podsumowujac, doceniam wysilek Habilitanta i wartodé je-
go dokonai oraz uwazam, Ze jego osiggniecie wnosi znaczacy wktad do rozwoju dyscypliny

naukowej.

2. Ocena pozostalego dorobku naukowego oraz aktywnos$ci naukowej i dydak-
tycznej Habilitanta. Na pozostaly dorobek naukowy dr Olbrysia sklada sie 13 artykuléw
naukowych oraz preprint. Wigkszo$éé tych prac, podobnie jak publikacje wchodzace w sktad
wyrdznionego cyklu, wydrukowano w dobrych periodykach. Nawigzujg one do rezultatéw
znanych specjalistéw. Pie¢ publikacji z tego dorobku (podobnie jak trzy prace omawiane-
go wezesniej cyklu) dotyczy t-wypukloéci w sensie Wrighta. Nie jest to zaskakujace, gdyz
doktorat i napisane na jego podstawie trzy artykuly (01)-(03) byly poswigcone tej tematy-
ce, wigc badania w kolejnych pracach po doktoracie tez podazaly w tym kierunku. Sledzac
dalszy rozwdj naukowy Habilitanta, mozna odnotowadé poszerzenie problematyki i metod
badawczych. Kazda préba wyjscia poza klasyczne schematy data korzystny efekt w jego po-
czynaniach naukowych. Na przyklad w pracy (O5) rozwigzano problem Palesa dotyczacy
funkcji niesymetrycznie t-wypukltych. W artykutach (O7)-(010) badano inne rodzaje wypu-
ktosci funkeji: (s, t)-wypuklodé (uogélniona potem w pracy (VI)), wypuktosé w sensie Schura
oraz h-wypuktos§é. Ciekawa jest charakteryzacja funkcji t-wypuklych w sensie Wrighta przez
gérng druga pochodna symetryczng uzyskana w artykule (O6) wydrukowanym w 2015 roku.
Warto dodaé, ze w tymze roku Habilitant opublikowal w sumie 6 prac, w tym 5 monoautor-
skich.

Publikacje (O7) i (09) dotycza twierdzefi o podpieraniu i oddzielaniu dla odwzorowat
wypuklych réznego typu, a wiec tematycznie wigza sig¢ z wyréznionym cyklem. Uzyskane wy-
niki s3 moze mniej spektakularne, choé tez zawieraja nowe pomysty. O poszerzeniu tematyki
badawczej Habilitanta $wiadcza zwlaszcza jego prace (011)—(014). Trzy z nich sa efektem
badaf wokét nowych aspektéw nieréwnosci Hermite’a-Hadamarda. Watek numeryczny po-
jawil si¢ w artykule (O11), gdzie zastosowano m.in. twierdzenie Levina-Steckina dla catek
Riemanna-Stieltjesa. W pracy (013) autor wprowadzil interesujace pojecie K-calki Rieman-
na, dzigki czemu otrzymal rozszerzona wersje nier6wnoséci Hermite’a-Hadamarda. To nowe
pojecie catki powinno znaleZé kolejne zastosowania. W pracy (O14) Habilitant otrzymatl ele-
ganckie rozwigzanie problemu Szostoka dajace opis rozwigzah nieréwnoéci generowanej przez



klasyczny wzér Hermite’a-Hadamarda. Zainteresowanie wzbudza praca wspoétautorska (012),
ktéra przedstawia charakteryzacje homomorfizméw miedzy czeSciowo uporzadkowanymi pier-
$cieniami za pomoca stosownych nieréwnosci funkeyjnych.

7 powyzszego oméwienia wynika, ze dorobek naukowy dr Olbrysia jest wartodciowy. Jego
rezultaty sa cytowane kilkanascie razy przez matematykéw z réznych oSrodkéw, choé oczeki-
wania w przypadku wniosku habilitacyjnego bywajg wieksze. Widaé, ze Habilitant dysponuje
duza wiedzg w swojej tematyce oraz widzi potrzebe wzmacniania istniejacych wynikéw i po-
strzegania ich w ogélniejszym ujeciu. Nie brakuje mu inwencji twérczej i pracowitosci. Z
powodzeniem stosuje wybrane metody funkcji rzeczywistych, umiejetnie operuje struktura-
mi algebraicznymi i uporzadkowanymi. W jego dorobku przewazaja publikacje samodzielne,
a tam, gdzie jest wspblautorem, widoczne sg dodatkowe efekty wspéipracy. Dr Olbry$ byt
trzykrotnie wyrézniany nagrods im. Kuczmy za prace z réwnan funkcyjnych. Zapewne Ha-
bilitant ma $wiadomo$é tego, ze szybkie tempo rozwoju wspoOlczesnej matematyki narzuca
konieczno$é wychodzenia poza hermetyczny zakres zainteresowafi, atakowania ciekawych i
trudnych probleméw, siegania do nowych metod badawczych i kojarzenia faktéw z réznych
dzialéw matematyki.

Zwraca uwage duza aktywno$é dr Olbrysia w zakresie referatéw konferencyjnych i semi-
naryjnych. Wéréd konferencji przewazajs miedzynarodowe sympozja cykliczne z réwnan i
nieréwnoéci funkcyjnych organizowane w Polsce i za granica (Wegry, Austria, Rumunia, Bo-
$nia). Niewatpliwg korzysé przyniosta wspoétpraca Habilitanta z profesorem Pélesem podczas
stazu naukowego w Debrecenie w 2016 roku. Dr Olbrys zrecenzowal tez kilkanascie artykutéw
do uznanych czasopism naukowych.

Na koniec warto wspomnieé o sukcesach dydaktycznych i pracy organizacyjnej Habilitan-
ta. Wypromowal on 30 magistrantéw, przy czym jedna jego dyplomantka otrzymala nagro-
de PTM. Tematyka wielu spoéréd wypromowanych prac magisterskich dotyczy zastosowan
matematyki w finansach i ekonomii. Ponadto dr Olbry$ pelnil funkcje sekretarza miedzy-
narodowego sympozjum z réwnah funkcyjnych oraz wyglosit referat plenarny na cyklicznej

miedzynarodowej konferencji studenckie;j.

Konkluzja. Moja ocena wyrdznionego osiagniecia naukowego dr Andrzeja Olbrysia po-
dobnie jak pozostalego dorobku oraz aktywnosci naukowej i dydaktycznej jest pozytywna.
Uwazam, ze recenzowany wniosek spelnia wymagania ustawowe w postepowaniu habilitacyj-

nym.
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