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A) Wprowadzenie i motywacja badan

Poczatki algebry rzeczywistej siegaja konca XIX wieku, kiedy to D. Hilbert sformutowal swdj
stynny 17-ty problem w ktérym pytal, czy kazdy wielomian f € R[zy,...,x,], przyjmujacy tylko
wartosci nieujemne, jest suma kwadratéw rzeczywistych funkcji wymiernych. Pozytywnej odpo-
wiedzi na to pytanie udzielili E. Artin oraz O. Schreier w 1927 roku w pracy [AS] zawierajace]
podstawy teorii cial uporzadkowanych.

Niech K bedzie cialem uporzadkowanym, to znaczy cialem z relacja porzadku liniowego <
zgodng z dzialaniami dodawania i mnozenia przez elementy dodatnie. Zbiér elementéw dodatnich
P wzgledem relacji < jest addytywnie domknieta podgrupa multiplikatywnej grupy K o indeksie
[K : P] = 2. Podgrupy grupy multiplikatywnej ciala K o powyzszych wlasnoéciach sa zbiorami
elementéw dodatnich relacji porzadkéw liniowych okreslonych na K i zgodnych z dziataniami.
Nazywamy je porzedkams ciata K.

Jedno z gtéwnych twierdzen teorii Artina-Schreiera méwi, ze cialo K jest cialem uporzadkowa-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy jest cialem formalnie rzeczywistym, to znaczy —1 nie jest suma kwa-
dratow w K. Ciala formalnie rzeczywiste, ktére nie maja wtasciwych formalnie rzeczywistych roz-
szerzen algebraicznych nazywamy ciafami rzeczywiscie domknietymi. Cialo rzeczywiscie domkniete
K ma dokladnie jeden porzadek P = K2.

Krétko po opublikowaniu teorii Artina-Schreiera, R. Baer i W. Krull odkryli zalezno$¢ miedzy
porzadkami i waluacjami (zob. [B1], [B2] oraz [K]). Niech I' bedzie zbiorem liniowo uporzadko-
wanym i oo bedzie elementem wigkszym od wszystkich elementéow zbioru I'. Waluacjg v grupy
addytywnej K nazywamy odwzorowanie v : K — I' U {oo} o wlasnoéciach: v(a) = co <= a =0
oraz v(a — b) > min{v(a),v(b)} (uzywamy tutaj notacji Krulla). Jesli dodatkowo I' jest abelowa
grupa uporzadkowana i K jest cialem oraz v jest homomorfizmem multiplikatywnej grupy K, to
otrzymujemy waluacje ciala K. Wtedy zbior A, = {a € K: v(a) > 0} jest pierscieniem walu-
acyjnym ciala K z jedynym idealem maksymalnym I, = {a € K: v(a) > 0}. Cialo Kv = A, /I,
nazywamy ciatem reszt waluacji v, a grupe wartosci v(K ) waluacji v oznaczamy vK. Homomorfizm
pierscieni A, +— Kwv mozna rozszerzy¢ do odwzorowania &, : K — Kuv U {oo}, przez przypo-
rzadkowanie wszystkim elementom nie nalezagcym do A, wartosci co. Odwzorowanie &, nazywamy
punktem wyznaczonym przez v.

Waluacje v ciata K nazywamy rzeczywistg, jedli ciato Kv jest ciatem formalnie rzeczywistym.
Wyznaczony przez taka waluacje punkt nazywamy punktem rzeczywistym. Mowimy, ze porzadek
P jest zgodny z waluacjg v, jesli A, jest zbiorem wypuklym wzgledem porzadku P. W tym przy-
padku obraz zbioru P N A, w odwzorowaniu A, — Kwv jest porzadkiem ciata Kv. W szczegdlnosci
cialo Kv jest formalnie rzeczywiste. Stynne twierdzenie Baera-Krulla méwi, ze jesli v jest walu-
acjg rzeczywisty, to kazdy porzadek P ciala Kv mozna “podniesé¢” do ciata K, to znaczy, istnieje
porzadek P ciala K, zgodny z v, ktéry indukuje P na Kv. Ponadto, liczba porzadkéw ciala K
zgodnych z waluacja v oraz indukujacych ten sam porzadek na ciele reszt Kv jest rowna rzedowi
grupy Hom(vK/2vK,{—1,1}). Zbiér pierscieni waluacyjnych waluacji zgodnych z porzadkiem P
jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji z elementem minimalnym A(P) be-
dacym otoczka wypukla ciala liczb wymiernych (wzgledem porzadku P). Porzadek P nazywamy
archimedesowym jesli A(P) = K. Waluacje, ktérej pierscieniem waluacyjnym jest A(P), nazywamy
waluacjg naturalng porzedku P. Porzadek indukowany przez P na ciele reszt waluacji naturalnej
porzadku P jest porzadkiem archimedesowym, zatem cialo reszt ma jednoznacznie wyznaczone
rosnace zanurzenie w ciato liczb rzeczywistych. Ztozenie punktu w ciato reszt z powyzszym zanu-
rzeniem daje punkt K — R U {oo} zwany R-punktem.

Przez X (K) oznaczamy zbiér wszystkich porzadkéw ciata K, a przez M (K) zbiér wszystkich
R-punktéw ciata K. Jak wspomnieliSmy wyzej, kazdy porzadek P € X (K) jednoznacznie wyznacza
R-punkt. Z twierdzenia Baera-Krulla wynika, ze odwzorowanie

A X(K) — M(K)



jest surjektywne. D. K. Harrison (wynik nieopublikowany), a pézniej J. Leicht i F. Lorenz [LL]
zauwazyli wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomiedzy porzadkami ciala K i idealami pierw-
szymi pierécienia Witta W (K) (zlozonego z klas réwnowaznosci nieizotropowych form kwadrato-
wych nad K). W ten sposéb X (K) staje sie przestrzenia topologiczna z topologia indukowana przez
topologie Zariskiego na spektrum pierwszym pierécienia W (K). Podbaza tej topologii moze zostaé
wybrana jako rodzina zbiorow Harrisona

H(a)={P e X(K):a€ P}, a€ K.

Przestrzen X (K) z topologia Harrisona jest przestrzenia boolowska (calkowicie niesp6jna, zwarta
przestrzenia Hausdorffa). W 1975r. T. Craven [C] udowodnil, ze kazda przestrzen boolowska X
moze by¢ zrealizowana jako przestrzen porzadkéw pewnego ciata K.

Surjektywno$é odwzorowania A pozwala nam rozwazaé topologie ilorazowa na zbiorze M (K).
Przestrzen M (K) z tak okreslona topologia jest przestrzenia zwarta. D. W. Dubois [D] udowodnit,
ze jest ona réwniez przestrzenia Hausdorffa. W dowodzie uzyt wtasnosci rzeczywistego pierscienia
holomorficznego H(K), zdefiniowanego jako przekrdj wszystkich rzeczywistych pierécieni waluacyj-
nych ciala K. Rzeczywisty pierécien holomorficzny odgrywa wazna role w algebrze rzeczywistej
i rzeczywistej geometrii algebraicznej. Elementy pierécienia H(K') rozdzielaja punkty przestrzeni
M(K), to znaczy, dla dwéch réznych R-punktéw & i & istnieje a € H(K) taki, ze £ (a) > 0 oraz
&2(a) < 0. Podbaza dla topologii przestrzeni M (K) moze zosta¢ wybrana jako rodzina zbioréw

U(a) ={£ € M(K): £(a) > 0}, a € H(K).

Niech L|K bedzie rozszerzeniem cial. Jesli P jest porzadkiem ciala L, to PN K jest porzadkiem
ciala K. Porzadek P nazywamy P przediuzeniem porzadku P N K, a funkcje res: X (L) — X(K),
res(P) = P N K, nazywamy restrykcjg. M. Knebusch [Kn| zauwazyl, ze obciecie punktu Ap(P) do
K pokrywa si¢ z A\g (P N K). Co wiecej, nastepujacy diagram funkcji cigglych jest przemienny:

X (L) —A> M(L)

X(K) —3e- M(K)

Problem realizowalnosci przestrzeni R-punktéw zostal postawiony w niedlugim czasie po publi-
kacji wyniku Cravena. W dwoch pracach [BG| and [GM] zostaly zebrane znane wyniki dotyczace
tego zagadnienia, a sam problem zostal okreslony jako ciekawy i trudny. Do dzi$ nie znaleziono jego
kompletnego rozwiazania. Wyniki niniejszej rozprawy daja czeSciowe rozwigzania tego problemu.
Przedstawimy teraz pewne fakty teorii R-punktéw, znane juz wczesniej.

Latwo zauwazy¢, ze jesli K jest cialem totalnie archimedesowym (tzn. wszystkie porzadki ciala
K sa archimedesowe), to odwzorowanie A jest homeomorfizmem, czyli M(K) jest przestrzenia
boolowska. W szczegdlnoéci kazda przestrzen skonczona jest realizowalna, poniewaz istnieja ciala
totalnie archimedesowe z dowolna, skoniczona liczba porzadkéw (zob. [E]).

W 1971r. R. Brown [Br] udowodnil, ze jesli F jest cialem funkcji algebraicznych stopnia prze-
stepnego 1 nad totalnie archimedesowym cialem K o skoniczonej liczbie porzadkéw, to M (F') jest
rozlaczng suma mnogosciowg skoniczonej liczby okregdéw.

M. Knebusch w pracach [Knl] oraz [Kn2| badal krzywe algebraiczne nad cialami rzeczywiscie
domknietymi. Niech X bedzie gladka, nierozkladalng i zupelna krzywa algebraiczna nad rzeczy-
wiscie domknietym cialem K i niech F' bedzie cialem funkcji wymiernych na X. Cialo F' jest
skonczenie generowanym rozszerzeniem ciala K stopnia przestepnego 1. Niech v bedzie zbiorem
punktéw wymiernych na X, to znaczy punktéw, ktére wyznaczaja K-wymierne punkty ciala F' (z
wartosciami w K U {oo} i trywialne na K). Zlozenie punktu K-wymiernego z jedynym R-punktem
ciala K daje nam R punkt ciata F. Jesli K jest cialem archimedesowym, to punkty krzywej



odpowiadajg dokladnie R-punktom ciata F'. Jesli K nie jest cialem archimedesowym, to punkty
mozemy widzie¢ jako podzbiér M (F'). Z twierdzenia ( [P], Theorem 9.9]) wynika, Ze ~y jest zbiorem
gestym w M (F).

W przypadku wyzszych wymiaréw sytuacja jest bardziej skomplikowana. Przede wszystkim,
ciato funkcyjne F' stopnia przestepnego co najmniej 2 nad K ma wiele gtadkich modeli rzutowych.
Zwiazek pomiedzy przestrzenia M (F') i réznymi modelami ciala F' zostal opisany w pracy [Sch]
H.-W. Schiiltinga. Udowodnit on, ze jedli F' jest cialem funkcyjnym nad rzeczywiscie domknie-
tym ciatem K, to przestrzenn M (F') jest homeomorficzna z granica odwrotna jego modeli gtadkich.
Rozwazmy zupelng i gladka R-rozmaito$¢ algebraiczng V' z formalnie rzeczywistym ciatem funkcji
wymiernych F. Niech V. bedzie zbiorem punktéow rzeczywistych rozmaitosci V' z euklidesowa to-
pologia dziedziczona z R™. L. Brocker udowodnil (wynik nieopublikowany), ze liczba sktadowych
sp6jnych przestrzeni M (F') jest réwna liczbie sktadowych semialgebraicznie spojnych przestrzeni V.
co oznacza, ze ta ostatnia jest biwymiernym niezmiennikiem dla gtadkich i zupelnych R-rozmaitosci.

Wynik Brockera nie jest prawdziwy dla ciat funkcyjnych nad niearchimedesowym ciatem rze-
czywiscie domknietym K. H.-W. Schiilting ([Sch]) podal przyklad K-rozmaitosci o dwdch semial-
gebraicznych sktadowych spojnych, dla ktérej przestrzen R-punktéw ciata funkcji wymiernych jest
spbdjna. Stopien przestepny nad K ciata z kontrprzyktadu Schiiltinga wynosi 2, mozna jednak skon-
struowaé kontrprzyktad dla ciata funkcji wymiernych na krzywej. Przyktad Schiiltinga odpowiada
na pytanie postawione przez R. Browna w pracy [Br].

Dla dowolnego formalnie rzeczywistego ciata K, sktadowe spéjne przestrzeni M (K') byly badane
réwniez w pracach J. Harmana ([H]) oraz E. Beckera ([Be2]). W badaniach tych uzyto opracowane;
przez Beckera teorii porzadkéw wyzszych stopni. J. Harman udowodnil, ze jesli przestrzen M (K)
jest spdjna, to przestrzen R-punktéw ciata funkcji wymiernych nad K jest réwniez spdjna. Ostatnio
R. Brown i J. Merzel ([BM]) udowodnili, ze przestrzen M (R(z,y)) jest nie tylko spdjna (co wynika
z obserwacji Harmana), lecz réwniez tukowo spéjna.

W wyznaczeniu liczby skladowych spéjnych przestrzeni R-punktéw ciala K waznag role od-
grywa zbiér elementéw odwracalnych E(K) pierScienia holomorficznego ciala K. Skladowe spéjne
przestrzeni M (K) moga by¢ oddzielane przez elementy E(K), tzn. dla kazdej skladowej sp6jne;
7 przestrzeni M (K) istnieje a € E(K) takie, ze 7 C U(a) i M(K) \ m C U(—a). Niech ET(K)
bedzie zbiorem totalnie dodatnich elementéw E(K) (tzn. dodatnich w kazdym porzadku ciala K).
Zbiory E(K) i ET(K) sa podgrupami grupy multiplikatywnej K. Becker udowodnit w pracy [Be2],
ze liczba skladowych spéjnych przestrzeni M (K) jest réwna liczbie logy[E(K) : ET(K)]. Moze by¢
ona réwniez wyrazona za pomocg odpowiednich indekséw grup bedacych sumami 2™-tych poteg w
ciele K (zob. [BG]).

Rzeczywisty pierécien holomorficzny ciala K pozwala uzyskaé¢ dodatkowe informacje o przestrze-
ni M(K). Element a € H(K) wyznacza ciagla funkcje rzeczywista na M (K) zdefiniowana przez
przyporzadkowanie ¢ — &(a) dla ¢ € M(K). Niech S*(H(K)) = {(ag,...,an) € H(K)""': ad +
... +a% = 1}. Kazdy ciag a = (ao, ...,a,) € S"(H(K)) wyznacza ciagta funkcje a : M(K) — S™,
gdzie S™ jest sfera n-wymiarowa, dana wzorem a(§) = (£(ap), ...,&(an)). Mozemy zatem zanurzy¢
S™(H(K)) w przestrzen funkcji ciagtych C(M(K), S™). Becker wykazal w swojej (nieopublikowane;
jeszcze) monografii [Be3], ze gestosé obrazu S™(H(K)) w C(M(K),S™) jest réwnowazna algebra-
icznej wlasnoéci méwiacej, ze kazdy element grupy E1(K), ktéry jest suma n kwadratéw, mozna
przedstawié¢ jako sume n kwadratéw elementéw z ET(K) . Aby sprawdzié¢ czy warunek gestosci
zachodzi, musimy znaé strukture przestrzeni M (K).

W kolejnym rozdziale zobaczymy, ze pewne wlasnosci przestrzeni M (K) mozna wyprowadzi¢
z wlasnoéci przestrzeni porzadkéw X (K'). Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacych elementarnych
poje¢ i wlasnosci. Przekrojem w zbiorze uporzadkowanym X nazywamy pare (D, E) taka, ze D U
E =X1iD < E, co oznacza, ze d < e dla kazdego d € D i e € E. Zbiér D nazywamy klasq
dolng, a E klasg gérng przekroju. Przekroje (0, X) i (X, () nazywamy niewlaSciwymi, wszystkie
pozostale nazywamy przekrojami Dedekinda. Jesli D ma element najwigkszy lub E ma element



najmniejszy, to przekrdj (D, FE) nazywamy gléwnym. Przekroje gléwne oznaczamy symbolami a~
lub a™, jesli odpowiednio a jest elementem najmniejszym klasy gérnej lub najwickszym klasy
dolnej. Przez C(X) oznaczamy zbiér wszystkich przekrojow w X. R. Gilmer [G]| wykazal, ze jesli
K jest cialem rzeczywiscie domknietym, to porzadki ciala funkcji wymiernych K(z) odpowiadaja
wzajemnie jednoznacznie przekrojom w K.

Skoro ciato R jest zupelne, kazdy przekrdj Dedekinda w R jest gléwny. Dla kazdego a € R
porzadki odpowiadajace przekrojom gléwnym a~ i a™ wyznaczaja ten sam pierécien waluacyjny z
cialem reszt R, zatem indukuja ten sam R-punkt &,. Otrzymujemy wiec bijekcje miedzy elementami
a € R i punktami &, ciala R(z). Przekroje niewlasciwe réwniez wyznaczaja ten sam R-punkt .
Mozemy wiec identyfikowaé R-punkty ciala R(z) z elementami zbioru RU{oc}, czyli topologicznego
okregu.

Sytuacja w przypadku niearchimedesowego ciala K jest bardziej skomplikowana. Aby zrozumieé¢
jak wtedy dziala na przekrojach odwzorowanie A : X (K) — M(K), bedziemy potrzebowaé pojecia
ultrametryki. Niech X bedzie dowolnym zbiorem i niech I' bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym
oraz oo elementem wiekszym od wszystkich elementéw zbioru I'. Odwzorowanie u : X x X —
I' U {oo} nazywamy ultrametrykq na X, jedli: (i) u(z,y) = oo & x =y, (ii) u(z,y) = u(y, z), (iii)
u(z,y) = min{u(z, 2),u(z,y)}, dla dowolnych z,y, z € X. Zauwazmy, ze waluacja v grupy abelowe;
lub ciala K wyznacza ultrametryke na K, gdzie u(a,b) = v(a—b), dla a,b € K. Majac ultrametryke
u na zbiorze X definiujemy w naturalny sposéb kule ultrametryczne. Niech S bedzie klasa gérna
przekroju w I'. Kulg ultrametryczng o sSrodku w x € X i promieniu S nazywamy zbior

Bs(z) ={y € X: u(z,y) € SU{oc}}.

Zauwazmy, ze dla x € X zaréwno X = Br(z) jak i {z} = By(z) sa kulami ultrametrycznymi. Dla
s € T symbolem B,-(z) oznaczamy kule Bg(x), gdzie S = {t | t > s} jest klasa gbérna przekroju
s7, natomiast symbolem B+ (x) oznaczamy kula wyznaczona przez klase gorna S = {t | t > s}
przekroju s*.

Jedli ultrametryka wyznaczona jest przez waluacje naturalna grupy uporzadkowanej K, to ku-
le ultrametryczne sa warstwami wypuklych podgrup K. Kule ultrametryczne maja dwie wazne
wlasnosci:

e kazdy punkt x kuli ultrametrycznej jest jej srodkiem, tzn. jesli y € Bg(z), to Bs(z) = Bs(y),

e jesli kule ultrametryczne By i Bs nie sa roztaczne, to jedna z nich zawiera si¢ w drugiej.

B) Opis gléwnych wynikéw rozprawy habilitacyjnej

Ogdélnym celem mojej pracy bylo otrzymanie dodatkowych klas przestrzeni realizowalnych jako
przestrzenie R-punktéw oraz zbadanie ich wiasnosci.

Artykul [1]

W pracy tej rozwazamy realizowalno$¢ przestrzeni boolowskich jako przestrzeni R-punktéw. Ponie-
waz wszystkie przestrzenie skonczone sg realizowalne, rozwazamy tylko nieskoficzone przestrzenie

boolowskie. Kazda przestrzen boolowska jest domknietym podzbiorem pewnej kostki Cantora Dy,
wagi m. Pierwszym waznym wynikiem pracy jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1 [1, Theorem 3.2] Dia kazdej nieskoriczonej liczby kardynalnej m, kostka Cantora
Dy, wagi m jest homeomorficzna z przestrzeniqg M (K) dla pewnego ciala K.

Konstrukcja ciatla K wyglada nastepujaco. Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym mocy
m i niech R(x) bedzie cialem funkcji wymiernych nad R. Definiujemy

cone ({50 e,




W pracy [10] wykazaliSmy, ze przestrzen porzadkéw ciala K jest suma rozlaczna dwdch zbio-
réw Harrisona: H(x) and H(—z), a kazdy z nich jest homeomorficzny z Dy,. Pierwszy zbiér za-
wiera tylko przedluzenia porzadku P, odpowiadajacemu niewlasciwemu przekrojowi (R, () cia-
ta R, a drugi zbiér zawiera tylko przedluzenia porzadku P_., odpowiadajacemu niewlasciwemu
przekrojowi (), R). Wszystkie elementy postaci - sa odwracalne w piericieniu waluacyjnym
A(Ps) = A(P_x). Do zakonczenia dowodu wykorzystujemy ponizszy lemat.

Lemat 2 [1, Lemma 3.1] Niech P bedzie porzqdkiem ciala F i niech L = F({y/a : a € A}),
gdzie AC {a € F: 0 < Ap(P)(a) < co}. Wtedy odwzorowanie A, obcigte do zbioru res™1(P) jest
mjekciq.

T. Craven wykazal w pracy [Cr|, ze kazde skonhczone rozszerzenie algebraiczne K ciala R(x)
spelnia silny warunek aproksymacyjny (méwiacy o tym, ze dwa rozlaczne, domkniete podzbiory
przestrzeni X (K') mozna rozdzieli¢ zbiorami Harrisona). Warunek ten jest rownowazny wlasnosci,
ze podbaza Harrisona jest baza przestrzeni X (K). Zatem kazdy domkniety podzbiér Y przestrzeni
X (K) mozna zapisa¢ w postaci Y = (N e H(c) dla pewnego A C K. Niech L = K({ 3/a: a €
A, n=1,2,..}). Craven pokazal, ze odwzorowanie res : X (L) — X (K) jest homeomorfizmem na
Y. Aby otrzymaé¢ homeomorfizm przestrzeni R-punktéw, musimy wlasciwie wybraé zbior A.

Stwierdzenie 3 [1, Proposition 4.2] Niech K bedzie cialem formalnie rzeczywistym. Przypu$é-
my, ze Y1 jest domknietym podzbiorem przestrzeni X (K) takim, Ze Ay, jest bijekcjg na M(K),aYs
jest domknietym podzbiorem X (K) takim, ze Yo = (oeq H (), gdzie A C E(K). Niech Yy = Y1NY>
iniech L =K({*/a:ac A n=12..1}). Wtedy odwzorowanie \j, obcigte do zbioru res™(Yp)
jest homeomorfizmem na M(L).

Wybér A jako podzbioru E(K) daje nam Yy # () oraz pozwala skonstruowaé¢ poprawnie okre-
Slong funkcje 7 : Yo — Yy, ktéra kazdemu porzadkowi P € Y5 przyporzadkowuje jedyny porzadek
Q €Y} taki, ze Ag(P) = A\ (Q). Mamy przemienny diagram odwzorowan ciaglych

X(L) AL M(L)
\zd\ AL/
res—(Yp)

;

// \,\ K

Y, AK M(K)

gdzie lewe i Srodkowe odwzorowania pionowe sa bijekcjami, a Ax jest réznowartosciowe na Y.
Wykorzystujac przemiennoéé diagramu otrzymujemy bijektywnosé odwzorowania Az, na res~!(Yp).

Niech K bedzie cialem skonstruowanym w dowodzie Twierdzenia 1. Zbiér Harrisona H(z) C
X(K) jest homeomorficzny z kostka Cantora Dy. Uzywajac Kryterium Separacyjnego [L, Pro-
position 9.13], dowodzimy, ze kazdy podzbiér domkniety Yy C H(x) mozna zapisa¢ w postaci
Yo = Naes H(a), gdzie A C E(K). Przyjmujac Y1 = H(x) i Yo = Yy w Stwierdzeniu 3 otrzymuje-
my gléwny wynik pracy [1]:

Twierdzenie 4 [1, Theorem 4.4] Kazda przestrzen boolowska jest realizowalna jako przestrzen
R-punktow pewnego ciata L.

Artykul [2]

W pracy tej badamy, ktére klasy zwartych przestrzeni Hausdorffa moga by¢ zrealizowane jako
przestrzenie R-punktéw. Dowodzimy, ze rodzina realizowalnych przestrzeni topologicznych jest do-
mknieta ze wzgledu na trzy topologiczne operacje:



e skonczone sumy roztaczne;
e domkniete podprzestrzenie;

e produkty z przestrzeniami boolowskimi.

W pracy uzywamy pojecia ,localities” wprowadzonego przez . Efrata, ale tutaj przedstawimy
poszczegdlne konstrukeje uzywajac klasycznego jezyka teorii cial uporzadkowanych i waluacji. Naj-
pierw zobaczymy, jak mozna powiekszaé ciala nie zmieniajac ich przestrzeni R-punktow.

Stwierdzenie 5 [2, Proposition 4.1] Dla kazdego ciala K i liczby kardynalnej o istnieje rozsze-
rzenie F' ciala K takie, zZe trdeg F|K = « oraz res: M (F) — M(K) jest homeomorfizmem.

Ciato skonstruowane w dowodzie powyzszego stwierdzenia jest relatywnym algebraicznym domknie-
ciem ciala K(Z%) w ciele szeregdéw formalnych K ((Z%)).

Ustalmy skonczony zbiér M (F}),..., M(F,) przestrzeni R-punktéw. Na mocy Stwierdzenia 5
mozemy zalozy¢, ze wszystkie ciata Fi,..., Fj, maja ten sam stopienn przestepny nad Q. Ustalajac
baze przestepna mozemy zalozyé, ze ciala Fi,..., F}, sa algebraicznymi rozszerzeniami ciala Q(7)
dla pewnego zbioru T' elementéw algebraicznie niezaleznych. Dla kazdego ¢ = 1, ..., n, cialo szere-
géw formalnych F;((x + 7)) z kanoniczna dyskretna waluacja v; jest cialem henselowskim z ciatem
reszt F;. Niech K; bedzie relatywnym domknieciem algebraicznym ciala F;(z) w F;((x +1)). Z |2,
Corollary 3.8] otrzymujemy:

M(K;) = M(F). 1)

Rozszerzenie (Fi(z),v;) C (Ki,vi) C (Fi((x +1)),vi) jest bezposrednie (co oznacza, ze wszystkie
waluacje maja te sama grupe wartosci i cialo reszt). Rozwazmy cialo F' = (i, K; oraz waluacje
v;, © = 1,...,n, na ciele F' bedace obcieciami waluacji cial K;. Zbiér porzadkéw ciata F' zgodnych z
waluacja v; oznaczmy X (F,v;), a zbiér odpowiadajacych im R-punktéw przez M (F,v;).

Stwierdzenie 6 [2, Proposition 4.2] Niech vy, ..., v, bedg réZnymi waluacjami rangi 1 ciala F'.
Dla kazdego 1 < i < n niech (K;,v;) bedzie bezposrednim, henselowskim rozszerzeniem ciala (F,v;)
i zaldimy, ze F = (= K;. Wtedy:

(a) X(F) =Uimy X (F,v);

(b)) M(F) = Ui_ M (F,v;);

(c) res: Us_1 X (K;) — X(F) jest homeomorfizmem;

(d) res: J;_, M (K;) — M(F) jest homeomorfizmem.
Wykorzystujac powyzsze stwierdzenie oraz 1 otrzymujemy pierwszy wazny wynik pracy [2]:
Twierdzenie 7 [2, Theorem 4.3] Niech F1, ..., F,, bedq ciatami formalnie rzeczywistymi. Istnieje
ctato F takie, Ze

cn
M(F) z’:lM(E)'
Drugim gtéwnym wynikiem pracy [2] jest ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 8 [2, Theorem 5.4] Niech Y bedzie domknietym podzbiorem M (K). Istnieje alge-
braiczne rozszerzenie F' ciala K takie, Ze

(a) res: X (F) — X(K) odwzorowuje X (F) wzajemnie jednoznacznie na A\ (Y);

(b) res: M(F) — M(K) odwzorowuje M (F') wzajemnie jednoznacznie na'Y .



Konstrukcja ciala F' wyglada nastepujaco. Ustalmy domkniety podzbiér Y przestrzeni M (K).
Stosujac Kryterium Separacyjne, wybieramy dla kazdego porzadku P takiego, ze Ax(P) ¢ Y
element ap € H(K) taki, ze A\ (Y) C H(ap) i ap jest elementem odwracalnym w pierscie-
niu waluacyjnym kazdego porzadku ze zbioru )\I_(l(Y) U {P}. Stad otrzymujemy, ze )\I_(l(Y) =
ﬂszAl;l(Y) H(ap). Definiujemy F' jako zlozenie cial K({2\/ap : n = 1,2,...}). Z wyniku Cravena
otrzymujemy, ze odwzorowanie res: X (F) — X (K) jest bijekcja na )\;(1 (Y). Stad wynika, ze zbio-
rem wartosci odwzorowania res: M(F) — M(K) jest Y. Do wykazania injektywnosci restrykcji
wykorzystujemy ponizszy lemat.

Lemat 9 [2, Lemma 5.2] Niech a € H(K) i niech F, = K({ %/a:n =1,2,...}). Wtedy odwzo-
rowanie res: M(F,) — M(K) jest réznowartosciowe na zbiorze U(a).

Stad otrzymujemy, ze odwzorowanie res: M (Fy,  q,) — M(K), gdzie F,, . 4, jest zlozeniem cial
F,, dla ay,...,a; € H(K), jest réznowartosciowe na U(a1)N...NU(ag). Skoro F' jest granica prosta
takich cial, injektywnos$¢ odwzorowania res: M(F) — M (K) wynika z ponizszego lematu.

Lemat 10 [2, Lemma 3.6] Niech F;, i € I, bedzie systemem prostym cial z relacjq inkluzji i niech
F =lim F;. Wtedy odwzorowanie lim: M(F) — lim M (F}) jest homeomorfizmem.

Oczywistym wnioskiem z Twierdzenia 8 jest:

Whniosek 11 [2, Corollary 5.5] Jesli przestrzen topologiczna M jest realizowalna jako przestrzen
R-punktow, wtedy kazda domknieta podprzestrzen M tez jest realizowalna.

Ostatnia konstrukcja, tzn. produkt z przestrzenia boolowska, jest kombinacja dwdch poprzed-
nich. Majac realizowalna przestrzen M = M(K), dla pewnego ciala K, mozemy wpierw uzyé¢
pierwszej konstrukeji, aby otrzymacé ciato K, ktorego przestrzen R-punktow jest sumg roztaczng
2" kopii przestrzeni M. Nastepnie, uzywajac indukcji pozaskonczonej, dowodzimy:

Stwierdzenie 12 [2, Proposition 6.1] Niech K bedzie cialem i niech o bedzie zbiorem. Istnieje
rozszerzenie cial Ko|K oraz homeomorfizm 7o : M(K,) — {0,1}*x M (K) taki, ze ponizszy diagram
jest przemienny:

M(Ka) == {0,1}* x M(K)

res J{ proj

Z Wniosku 11 otrzymujemy:

Whniosek 13 [2, Corollary 6.2] Niech K bedzie cialem i X przestrzeniq boolowskq. Istnieje roz-
szerzenie F' ciala K takie, Zze M (F') is homeomorficzna z X x M(K).

Ten wynik uogélnia Twierdzenie 4 (jesli wezmiemy cialo K z jedynym R-punktem, na przyklad
dowolne cialo rzeczywiscie domkniete).

Artykul [3]

W tej pracy badamy przestrzenie R-punktéw cialta funkcji wymiernych R(z) nad dowolnym (réwniez

niearchimedesowym) rzeczywiscie domknietym cialem R. Gléwne twierdzenie pracy mowi:

Twierdzenie 14 [3, Theorem 4.7] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym. Przestrzen
M(R(x)) jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy R zawiera przeliczalne podcialo geste.



Jak wspomnieliémy we Wprowadzeniu, porzadki ciala R(z) odpowiadaja wzajemnie jednoznacz-
nie przekrojom w R. Zbiér C(R) przekrojéow w R jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, mozemy
wiec rozwaza¢ na C(R) topologie porzadkowa. W pracy [3] pokazaliSmy, ze bijekcja pomiedzy
X(R(z)) i C(R) jest homeomorfizmem (Twierdzenie 2.1).

Kolejnym krokiem bylo wyznaczenie, ktére porzadki (a zatem odpowiadajace im przekroje) wy-
znaczaja ten sam R-punkt. Uzywamy w tym celu ultrametryki « na R indukowanej przez waluacje
naturalna v ciata R. Grupa vR jest podzielna, uporzadkowang grupa abelowa, ktéra dla niearchi-
medesowego ciala R nie jest trywialna. Kazda kula ultrametryczna B wyznacza dwa przekroje w
R: B~ z klasa dolna {a € R: a < B} i B* z klasa gérna {a € R: a > B}. Przekroje B~ i BT
nazgywamy przekrojami wyznaczonymsi przez kule.

Twierdzenie 15 [3, Theorem 2.2] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym i niech Py, Py
bedg porzadkami ciala R(x). Mamy A\(Py) = AN(P) wtedy i tylko wtedy, gdy przekroje odpowiadajgce
Py 1 Py sq wyznaczone przez te samg kule ultrametryczng B w R.

Analizujac przekroje w ciatach rzeczywiscie domknietych i korzystajac z Twierdzenia 15, otrzy-
mujemy:

Twierdzenie 16 [3, Theorem 3.2] Niech R’ C R bedzie rozszerzeniem cial rzeczywiscie domknie-
tych. Cialo R’ jest geste w R wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie res : M(R(x)) — M(R'(x))
jest homeomorfizmem.

7 Twierdzenia Metryzacyjnego Urysona, zwarta przestrzen Hausdorffa jest metryzowalna wte-
dy i tylko wtedy, gdy spelnia drugi aksjomat przeliczalnosci. Kazda przestrzen spelniajaca drugi
aksjomat przeliczalnosci jest osrodkowa. Celularnosé przestrzeni topologicznej M jest zdefiniowana
jako

sup{|F| : F jest rodzing parami rozlacznych otwartych podzbioréw M }.
Celularnos¢ jest nie wieksza niz gestos¢ przestrzeni M. Zatem, jesli celularnosé jest nieprzeliczalna,
to gestosdé tez i stad przestrzen nie jest osrodkowa, a zatem nie jest metryzowalna.

Przypomnijmy, ze podbaze przestrzeni M (K) mozna wybra¢ jako rodzine zbioréw indeksowana
elementami pierScienia holomorficznego ciala K. Jesli K jest cialem przeliczalnym, to podbaza
(a zatem réwniez baza) przestrzeni M (K) jest przeliczalna i stad M (K) spelia drugi aksjomat
przeliczalnosci, zatem otrzymujemy:

Whniosek 17 [3, Corollary 4.1] Jesli K jest cialem przeliczalnym, to M(K) jest przestrzenig
metryzowalng.

7 powyzszego wniosku i Twierdzenia 16 otrzymujemy warunek wystarczajacy Twierdzenia 14.
Do dowodu warunku koniecznego wykorzystujemy ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 18 [3, Proposition 4.3] Przypusémy, ze vR i Rv sq przeliczalne i M (R(x)) jest
metryzowalna. Wtedy R zawiera podcialo przeliczalne i geste.

Widzimy wiec, ze jesli R nie zawiera przeliczalnego podciata gestego i vR oraz Rv sa przeliczalne,
to M (R(x)) nie moze by¢ metryzowalna. Chcemy wykazaé niemetryzowalno$é réwniez w przypadku,
gdy vR oraz Rv sg nieprzeliczalne. Aby zilustrowaé idee dowodu rozwazmy przypadek, gdy Rv jest
ciatem nieprzeliczalnym. Cialo Rv mozemy zanurzy¢ rosnaco w R. Dla dowolnego a € Ri s € vR
definiujemy

Uss: ={&€ M(R(x)): ve(x —a) > s},

gdzie v¢ jest waluacja ciala R(z) odpowiadajaca {. W [3, Lemma 4.4] pokazujemy, ze zbiér U, s
jest niepusty i otwarty w M (R(z)). Ustalmy b € R takie, ze t = v(b) > s. Wtedy zbiory Ugtpp s,
gdzie k € Rv, sa parami rozlacznymi, otwartymi podzbiorami U, s, co pokazuje, ze celularnos¢
M(R(x)) jest nieprzeliczalna.

Uzywajac podobnych konstrukeji w pozostalych dwoéch przypadkach, gdy v R jest nieprzeliczalna
i gdy oba zbiory vR and Rwv sg przeliczalne, dowodzimy:



Twierdzenie 19 [3, Theorem 4.5] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym, ktore nie
zawiera przeliczalnego podciala gestego. Ustalmy a € R i s € vR. Wtedy U, s zawiera nieskon-
czenie wiele parami rozlgeznych zbioréw otwartych. W szczegélnosci, M (R(x)) ma nieprzeliczalng
celularnos$é i nie jest metryzowalna.

Otrzymujemy w ten sposob kompletny dowdéd Twierdzenia 14. W pracy przedstawiamy réwniez
przyklad pokazujacy, ze przeliczalnosé v R oraz Rv nie sa wystarczajace dla metryzowalnosci M (R(z)).

Przyktad 20 [3, Example 4.8] Niech k bedzie przeliczalnym archimedesowym cialem rzeczywi-
Scie domknietym i niech I' bedzie przeliczalng, nietrywialng podzielng grupg abelowq uporzgdkowang.
Ciato R = k((I")) jest cialem rzeczywiscie domknictym, grupg warto$ci naturalnej waluacji ciala
R jestT', a cialem reszt jest k. Przestrzer M(R(xz)) ma nieprzeliczalng celularno$é, zatem nie jest
metryzowalna.

Dla cial funkcyjnych stopnia przestepnego 1 nad ciatem rzeczywiscie domknietym, otrzymujemy
implikacje tylko w jedna strone.

Twierdzenie 21 [3, Theorem 4.9] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym, ktore nie
posiada podciata przeliczalnego i gestego. Niech F' bedzie formalnie rzeczywistym ciatem funkcyjnym
stopnia przestepnego 1 nad R. Wtedy M (F') nie jest metryzowalna.

Artykul [4]

Struktura przestrzeni R-punktéw ciata funkcyjnego F' stopnia przestepnego wiekszego niz 1 jest
duzo bardziej skomplikowana, nawet wtedy, jesli rozwazaé¢ bedziemy ciata funkcyjne nad ciatem
liczb rzeczywistych. Gléwnym wynikiem pracy [4] jest ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 22 [4, Theorem 1.1] Dla nieprzeliczalnego ciala rzeczywiscie domknietego R, prze-
strzen R-punktow ciala funkcji wymiernych R(x,y) nie jest metryzowalna.

Przedstawig teraz szkic dowodu. Zbiér Y = H(x) N(,.cpe H(r — x) jest domknigty w X (R(x,y)).
Dla dowolnego r € R, zbior U, =Y NUyen[H (az — (y — 7)) N H(az + (y — r))] jest otwarty w Y.
Ponadto zbiory U, sa niepuste, parami rozlaczne i pelne, co oznacza, ze A~1(A\(U,)) = U,. Wtedy
zbiory V; = A(U,) sa niepuste, otwarte i parami roztaczne w N = A(Y), a zatem celularnosé N jest
nie mniejsza niz |R|. Wynika stad, ze zaréwno N jak i M (R(z,y)) nie sa metryzowalne.

W dowodzie Twierdzenia 22 korzystamy tylko z tego, ze z,y € F, R C F iU, # 0 dla
nieprzeliczalnie wielu r € R. Dzieki tej obserwacji mozemy przestawi¢ kilka uogélnien.

Twierdzenie 23 [4, Theorem 3.1] Przypusémy, ze R(z,y) C F C R'((x,y)), gdzie R jest nie-
przeliczalnym ciatem rzeczywiscie domknietym, R jest rzeczywiscie domknietym rozszerzeniem R i
R'((x,y)) jest cialem szeregéw formalnych dwdch zmiennych nad R'. Wtedy M (F) nie jest metry-
zowalna.

Stad natychmiast otrzymujemy:

Whniosek 24 [4, Corollary 3.2] Dla nieprzeliczalnego ciala rzeczywiscie domknietego R, prze-
strzen R-punktéw ciala szeregéw formalnych R((x,y)) nie jest metryzowalna.

Niech F' bedzie ciatem funkcyjnym nad R stopnia przestgpnego d > 2. Rozwazajac F' jako ciato
funkcji wymiernych na pewnej algebraicznej rozmaitosci V' i uzupelniajac pierécien wspotrzednych w
pewnym ustalonym rzeczywistym punkcie regularnym otrzymujemy F C R((x1,...,24)), dla pew-
nych elementéw x1,..., x4 pierscienia wspdlrzednych. Stosujac Twierdzenie 23 dla z = x1,y = x2
i R jako rzeczywistego domkniecia ciala R((zs,...,24)) wzgledem wybranego porzadku otrzymu-
jemy:
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Whniosek 25 [4, Corollary 3.3] Przypusémy, zZe R jest nieprzeliczalnym cialem rzeczywiscie do-
mknietym i I skoriczenie generowanym, formalnie rzeczywistym rozszerzeniem ciala R stopnia
przestepnego > 2. Wtedy M (F') nie jest metryzowalna.

Dla archimedesowego ciata rzeczywiscie domknietego R otrzymujemy:

Whniosek 26 [4, Corollary 3.4] Niech R bedzie archimedesowym cialem rzeczywiscie domknie-
tym, a F jego skoriczenie generowanym, formalnie rzeczywistym rozszerzeniem. Przestrzen M (F')
jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy R jest przeliczalne, lub trdeg F|R < 1.

Niech R bedzie wlasciwym, rzeczywiscie domknietym rozszerzeniem R. Wtedy R jest cialem
niearchimedesowym, zatem zawiera nieskonczenie maly element dodatni y. Uzywajac podobnego
argumentu jak w dowodzie Twierdzenia 22, otrzymujemy:

Twierdzenie 27 [4, Theorem 3.5] Jesli R jest wlasciwym, rzeczywiscie domknietym rozszerze-
niem R, wtedy przestrzen R-punktow ciala funkcji wymiernych R(z) nie jest metryzowalna.

Artykul [5]
Nie wiemy, czy jakakolwiek dwuwymiarowa topologiczna przestrzen euklidesowa (na przyklad to-
rus) jest realizowalna jako przestrzen R-punktéw. Mieliémy nadzieje uzyskaé taka przestrzen jako
podprzestrzen pewnej przestrzeni realizowalnej. Naturalnym kandydatem mogtaby byé przestrzen
R-punktéw ciata funkcji wymiernych R(z,y). Rezultaty, ktére uzyskaliSmy w pracy [5], sa racze]
negatywne.

W pierwszej kolejnosci rozwazamy zanurzenia przestrzeni M (R(x)) w przestrzen M (F(z)) dla
pewnego formalnie rzeczywistego rozszerzenia F' ciala rzeczywiscie domknietego R.

Twierdzenie 28 [5, Theorem 1.2] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym i F je-
go formalnie rzeczywistym rozszerzeniem. Zanurzenie ciggle v przestrzeni M (R(x)) w przestrzen
M(F(x)), zgodne z restrykcjq, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy vR jest podgrupe wypukiq grupy
vF', dla waluacyi naturalnej v pewnego porzgdku ciala F'. W szczegdlnosci, jesli R jest ciatem ar-
chimedesowym to takie zanurzenie zawsze istnieje. Jesli F' jest cialem rzeczywiscie domknietym, to
1stnieje co najwyzej jedno takie zanurzenie.

7 powyzszego twierdzenia wynika zaskakujacy wniosek. Jesli R jest niearchimedesowym cialem
rzeczywiscie domknietym i F' jest jego elementarnym rozszerzeniem (np. ultrapotega) z wystarcza-
jaco duza saturacja, to vR nie jest wypukla podgrupa grupy vF, a zatem nie istnieje zanurzenie
t: M(R(x)) — M(F(x)) zgodne z restrykcja.

Aby udowodnié¢ Twierdzenie 28 rozwazamy rozszerzenia F'|R cial uporzadkowanych (poczatkowo
nie zakladajac rzeczywistej domknietoéci R) i analizujemy relacje pomiedzy przekrojami w R i
w F. Jedli (D', E") jest przekrojem w F, to (D' N R, E' N R) jest przekrojem w R, nazywanym
restrykcjq przekroju (D', E'). Niech (D, E) bedzie przekrojem w R. Méwimy, ze element a € F
wypelnia przekroj (D, E), jesli w F' zachodzi nieréwno$é D < a < E. Dwa przekroje w R nazywamy
rownowaznymsi jesli sa wyznaczone przez te sama kule ultrametryczna w R. Zwykle wiele przekrojéw
ciala F' ma te sama restrykcje do R. To oznacza, ze zwykle mamy wiele mozliwosci wyboru rosnacego
i zgodnego z restrykcja zanurzenia przestrzeni C(R) w C(F'). Naturalnym pytaniem jest, czy sa wsrod
nich zanurzenie ciagte w topologii porzadkowej i zgodne z réwnowaznoscia przekrojow.

Stwierdzenie 29 [5, Proposition 4.7] Niech F|R bedzie rozszerzeniem cial uporzgdkowanych.
Jesli w R istnieje chociaz jeden przekrdj nie pochodzgcy od kuli, ktory jest wypelniony w F', to nie
istnieje ciggle zanurzenie C(R) w C(F'), zgodne z restrykcjq.

Aby udowodnié nasz gtéwny wynik rozwazamy inna topologie na zbiorze przekrojéw. Mdéwimy,
ze przedzial w C(K) jest pelny, jesli jest domkniety ze wzgledu na réwnowaznosé przekrojow.
Topologie generowang przez zbiory pelne nazywamy topologig petng.
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Stwierdzenie 30 [5, Prop. 4.8 and Prop. 4.9] Zanurzenie ciggle w topologii pelnej i zgodne z
restrykcjq 2 C(R) — C(F) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy vR jest podgrupe wypuklq vF.

Teraz zalézmy, ze R i F sa cialami rzeczywiscie domknietymi. Niech xr : C(R) — X (R(z))
ixr:C(F)— X(F(x)) beda homeomorfizmami miedzy przestrzeniami przekrojéw i porzadkéw
odpowiednich ciat funkcji wymiernych. Zatézmy dodatkowo, ze vR jest podgrupa wypukla w v F.
Mozemy zdefiniowaé zanurzenie ¢ : M (R(y)) — M (F(y)) nastepujaco: «(§) = Ao xr(7(C)),
gdzie C jest przekrojem w R takim, ze £ = Ao xg(C). Poniewaz I zachowuje relacje réwnowaznosci
przekrojow, zanurzenie ¢ jest poprawnie zdefiniowane i diagram

Xox
—

C(F) M(F(x))

d |

AoX g

C(R) — M(R(x))

jest przemienny.

Twierdzenie 31 [5, Theorem 5.1] Niech F|R bedzie rozszerzeniem cial rzeczywiscie domknie-
tych. Jesli vR jest podgrupg wypukle grupy vF, to zanurzenie v zdefiniowane powyzej nie zalezy
od wyboru T, jest ciggle i zgodne z restrykcjg. Z drugiej strony, jesli v : M(R(x)) — M (F(x)) jest
zanurzeniem cigglym 1 zgodnym z restrykcjqg, to vR jest podgrupg wypukiq grupy vF. Ponadto ¢
indukuje zanurzenie T : C(R) — C(F), ktdre jest ciggle w topologii pelnej, zgodne z restrykcjq i
takie, ze powyiszy diagram jest przemienny.

Przypuéémy teraz, ze F' nie jest cialem rzeczywiscie domknietym, ale posiada R-punkt £ taki, ze
vR jest podgrupg wypukla ve F. Niech R’ bedzie rzeczywistym domknieciem F' wzgledem pewnego
porzadku P zgodnego z ve.

Ciagla restrykcja

resF(z) resR(z)
—_— —_—

M(R'(z)) M(F(z)) M(R(z)),

pozwala nam zdefiniowa¢ zanurzenie ¢: M(R(x)) — M(F(x)) przez zlozenie v := resp(,) o/, gdzie
/

(' M(R(z)) — M(R'(y)) jest zanurzeniem jak w Twierdzeniu 31. Odwzorowanie ¢ jest ciagle,
injektywne i zgodne z restrykcja.

Poniewaz rzeczywiste domkniecie R’ mozna wybra¢ wzgledem dowolnego porzadku ciala F
zgodnego z vg, wigc mozemy mieC wigcej niz jedno zanurzenie .. Mamy jednak ponizsza czesciowa
jednoznaczno$é zanurzenia.

Twierdzenie 32 [5, Theorem 5.2] Niech P; i Py bedg porzqgdkami ciala F wyznaczajgcymi ten
sam R-punkt, R} ¢ Ry rzeczywistymi domknieciami ciala F wzgledem Py @ Py oraz i : M(R(z)) —
M(Rl(z)), i = 1,2, cigglymi zanurzeniami zgodnymi z restrykcjq. Rozwazmy przemienny diagram:

/1\74 (R (CCK
L4 \
M(R(x)) res M(F(x))
\L’ ress
N /
M (Ry(x))

Wtedy resy o ] = resy o ih.

12



Jesli R jest archimedesowym cialem rzeczywiscie domknietym, to vR = {0} jest zawsze pod-
grupa wypukla vF' i zanurzenie ¢ : M (R(x)) — M (F(x)) zawsze istnieje. Moze by¢ ono okreslone
w nastepujacy sposéb. Ustalmy R-punkt & ciala F. Niech FF C R bedzie cialem reszt waluacji
odpowiadajacej £. Cialo F' mozemy traktowaé jako rozszerzenie ciala R. Niech v, bedzie walu-
acjg Gaussa ciala F(x), odpowiadajaca jedynemu przedtuzeniu &, punktu &, ktére jest trywialne
na R(z). Cialem reszt punktu &, jest cialo F(z). Skoro R jest cialem archimedesowym, kazdy
¢ € M(R(x)) jest trywialny na R. Zatem ( jest punktem stowarzyszonym z waluacja f-adyczna
pewnego nierozkladalnego wielomianu f € R[z] lub przez f = 1/x. Skoro R jest rzeczywiscie do-
mkniete i F jest formalnie rzeczywiste, wielomian f jest nierozkladalny réwniez nad F a zatem
f (lub 1/z, odpowiednio) wyznacza jedyne przedluzenie (# punktu ¢ na F(z) trywialne na F.
Definiujemy ¢/(¢) := (&.

Lemat 33 [5, Lemma 6.1] Odwzorowanie ' : M(R(xz)) — M(F(x)) jest zanurzeniem cigglym
i zgodnym z restrykcjq. Jesli F is rzeczywiscie domkniete, to jest to homeomorfizm.

Twierdzenie 34 [5, Theorem 6.2] Odwzorowanie : M(R(x)) — M(F(x)) zdefiniowane jako
1(¢) = (Fo& jest zanurzeniem cigglym.

Powyzsze twierdzenie razem z Twierdzeniem 32 daje nam:

Twierdzenie 35 [5, Theorem 6.3] Odwzorowanie ¢ : M(R(xz)) — M(R(z,y)) jest jedynym
zanurzeniem cigglym ktore jest zgodne z restrykcjg @ takim, zZe wszystkie punkty w zbiorze wartosci
L maja te samgq restrykcje do R(y).

Restrykcja punktéw wyznacza odwzorowanie M (R(z,y)) — M(R(z)) x M(R(y)). Rozwazmy
na M(R(z)) x M(R(y)) topologi¢ produktowa. Gdyby M (R(z)) x M (R(y)) mozna bylo zanurzy¢
w sposéb ciagly w M (R(z,y)), wtedy z Twierdzenia 11, otrzymaliby$my realizowalnosé torusa.

Rozwazmy ogdlniejszy przypadek n zmiennych i restrykcje

n

res : M(R(z1,...,20)) & = (Elr@)s- - Elr@n) € [[ MR(z:)) -
i=1
W [5, Lemma 7.1] dowodzimy, ze res jest surjekcja. Dla ustalonego (&1,...,&,) € [T M (R(z;))
mamy wiele mozliwosci wyboru £ € M (R(x1,...,z,)), ktérego obrazem jest (&1,...,&,). Dzieki
surjektywnosci restrykcji dostajemy istnienie zanurzenia

n

v [T MR(z) — M(R(zy,...,20)) -
=1

Takie zanurzenie nazywamy zgodnym jesli resot jest odwzorowaniem identycznos$ciowym. Uzywajac
Zasady Transferowej Tarskiego dowodzimy:

Twierdzenie 36 [5, Theorem 7.3] Zbior wartosci dowolnego zanurzenia zgodnego v jest gesty w
M(R(z1,...,2y,)). Dlan > 1, dowolny niepusty zbior bazowy przestrzeni M (R(x1,...,xy)) zawiera
nieskonczenie wiele punktow, ktore nie lezg w zbiorze wartosci t.

Jako wniosek otrzymujemy:

Whniosek 37 [5, Corollary 7.4] Zanurzenie zgodne v przestrzeni [[;q M(R(z;)) w M (R(x1,...,zy))
nie moze by¢ odwzorowaniem cigglym w topologii produktowej na [;—; M(R(x;)).

Twierdzenie 38 [5, Theorem 7.6] Dla kazdego zgodnego zanurzenia t, topologia indukowana na
produkcie M (R(x)) x M (R(y)) jest silniejsza niz topologia produktowa.
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Powyzsze wyniki mozemy uogélni¢. Przypusémy, ze Fy i Fb sa cialami funkcyjnymi nad R,
stopnia przestepnego > 1. Zanurzmy je w pewne rozszerzenie E ciala R, w ktérym beda one
liniowo roztaczne nad R. Oznaczmy przez F' zlozenie cial Fy i Fo w E. Podobnie jak wczeéniej
rozwazamy restrykcje

res: M(F)>¢& — (Em,¢lm) € M(F1) x M(F3),
i pokazujemy, ze res jest surjektywna, ale nie injektywna. Z surjektywnosci otrzymujemy zanurzenie
t: M(Fy)x M(Fy) — M(F).
Jak powyzej, ¢ nazywamy zgodnym jesli res o ¢ jest identycznoscia.

Twierdzenie 39 [5, Theorem 8.2] Jesli F1|R i F|R sq cialami funkcyjnymi stopnia przestep-
nego > 1, zbidér wartosci kazdego zgodnego zanurzenia v jest gesty w M(F). Kazdy niepusty zbior
bazowy przestrzeni M (F') zawiera nieskoriczenie wiele punktow, ktore nie lezg w obrazie ¢.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze dowolne zgodne zanurzenie nie moze by¢ ciggle w topologii
produktowej przestrzeni M (F}) x M(Fy). W dowodzie uzywamy Zasady Transferowej Tarskiego
oraz wykorzystujemy lemat otrzymany z [KP, p. 190].

W ostatnim rozdziale [5] uzywamy opisanych konstrukcji do zanurzenia M (K) w M (L), dla
dowolnego formalnie rzeczywistego ciatla K i odpowiednio dobranego rozszerzenia przestepnego L
ciata K.

Twierdzenie 40 [5, Theorem 9.1] Przypusémy, zZe istnieje K-wymierny punkt & ciala L. Wtedy
t: M(K)>( — (o&e M(L) jest zanurzeniem cigglym i zgodnym z restrykcjq.

Zauwazmy, ze w dowodzie Twierdzenia 5, skonstruowaliSémy cialo L dowolnego stopnia prze-
stepnego nad K, ktére posiada jedyny K-wymierny punkt &.

Whniosek 41 [5, Corollary 9.2] Niech x;, i € I, bedg elementami algebraicznie niezaleznymi
nad K. Istnieje co najmniej | K|l réznych cigglych zanurzen M(K) w M (K (z;: i € I)), wszystkie
zgodne z restrykcjqg o parami rozligcznych obrazach.

Wynika to z faktu, ze dla dowolnie wybranych elementéw a; € K istnieje K-wymierny punkt &
ciata M (K (x;: i € I)) takich, ze &(x;) = a; .

Whniosek 42 [5, Corollary 9.3] Istnieje co najmniej 280 cigglych zanurzen ciala M(R(z)) w
M(R(z,y)), zgodnych z restrykcjq, o parami rozlgcznych obrazach.

Artykul [6]
Wyniki otrzymane w [3] i [5] pozwalaja nam zobaczy¢ dokladniej strukture przestrzeni R-punktéw
ciala funkcji wymiernych R(z) nad niearchimedesowym cialem rzeczywiscie domknietym R. Struk-
tura ta jest opisana w pracy [6].

Whpierw pokazujemy, ze podbaza przestrzeni M (R(z)) moze by¢ wybrana jako stosunkowo mata
rodzina zbioréw, ktérej moc zalezy od mocy wybranego gestego podciala ciata R.

Niech F' bedzie ustalonym, gestym podcialem R. Rozwazmy ponizsza rodzine funkcji:

f:{a+bx,%:a,bep}. 2)

Rozwazajac wtasnosci przekrojow pochodzacych od kul ultrametrycznych i pozostatych przekrojow
w R oraz ich relacji z R-punktami uzyskanych w [3], otrzymujemy:

Twierdzenie 43 [6, Theorem 2.5] Rodzina {U(f): f € F} tworzy podbaze topologii Harrisona
przestrzeni M(R(z)).
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Rodzina F stabo rozdziela punkty w M (R(x)), to znaczy, dla dowolnych £, € M (R(z)), gdzie
& # 1, istnieje f € F takie, ze (f) # n(f).

Przypu$émy, ze M(R(x)) jest metryzowalna, co oznacza, ze R zawiera rzeczywiscie domkniete
podcialo geste F. Z przeliczalnosci F, przestrzen M (F(x)) jest metryzowalna. Z drugiej strony,

mozemy patrze¢ na zbiér M (F(x)) jako domkniety podzbiér przestrzeni @F(x), gdzie R = RU

{o0}. W pracy [13] pokazali$my, ze M (F(z)) jest domknietym podzbiorem R"®

. Zatem topologia
M(F(x)) jest indukowana przez metryke produktu R7™® . Moze ona by¢ zdefiniowana w nastepujacy
sposéb. Wpierw wybieramy bijekcje o @ F(x) — N. Wtedy metryka p : M(F(z)) x M(F(z)) —

[0, 00) jest okreslona wzorem

p(&n) = sup {277Wdo(&(f),n(f))},

fer(z)

gdzie dg jest ustalona metryka okregu R.
Pokazujemy, ze w powyzszej definicji metryki mozemy ograniczy¢ sie do rodziny F zdefiniowanej
w (2). Tak otrzymane odwzorowanie definiuje metryke d w M (F(z)).

Stwierdzenie 44 [6, Proposition 3.2] Topologia przestrzeni M(F(x)) pokrywa sie z topologiq
indukowanqg przez metryke d zdefiniowang powyzej.

Uzywajac homeomorfizmu miedzy przestrzeniami M (F(z)) i M (R(x)) (zob. Twierdzenie 16),
otrzymujemy:

Twierdzenie 45 [6, Theorem 3.3] Niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym i F przeli-
czalnym, rzeczywiscie domknietym, gestym podcialem R. Niech F C F(x) bedzie rodzing zdefinio-
wang w (2). Wybierzmy bijekcje o : F — N. Wtedy odwzorowanie d : M (R(x))x M(R(x)) — [0, 00)
dane wzorem

d(&,n) = sup{277Wdo(&(f),n(f))}

ferF

wyznacza metryke na M(R(x)).

Od teraz nie zakladamy metryzowalnosci M (R(z)). Naszym celem jest wyznaczenie wymiaru
tej przestrzeni. Rozwazamy wymiar pokryciowy (dim), maly wymiar indukcyjny (ind) oraz du-
zy wymiar indukcyjny (Ind). Te trzy liczby kardynalne nie zawsze sa réowne, w szczegdlnosci w
przypadku przestrzeni niemetryzowalnych. W tym przypadku mamy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 46 [6, Theorem 1.2] Jesli R jest cialem rzeczywiscie domknietym, to wszystkie
trzy wymiary przestrzeni M (R(x)) sq réwne i wynoszq 1.

W dowodzie opieramy sie na znanych faktach teorii wymiaru oraz na [NTT, Theorem 5].

Przyjrzyjmy sie doktadniej strukturze przestrzeni M (R(zx)). Struktura ta jest bardzo bogata,
z duza iloscig samopodobienstw. Kazdy automorfizm o formalnie rzeczywistego ciata K indukuje
homeomorfizm przestrzeni M (K) na siebie przez zlozenie { — & o 0. Dowolny R-automorfizm o
ciala R(z) wyznaczony jest przez odwzorowanie

ar +b
cr+d

€T —

gdzie ad — be # 0.

Taki automorfizm mozna otrzymac przez ztozenie nastepujacych operacji: x — x + c dla ¢ € R,
t — crdlace Riz — a2 ' Kazda z powyiszych operacji wyznacza ciagle i bijektywne
odwzorowanie na zbiorze R U {oco}. To z kolei wyznacza odpowiednie ciagle odwzorowanie na
zbiorze przekrojéw w R opisane w rozdziale 5 pracy [6]. Zaobserwowalis$my, ze

1) Automorfizm indukowany przez x +— x + ¢ przeksztalca kule ultrametryczna Bg(a) na kule
Bgs(a + ¢).
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2) Automorfizm indukowany przez = +— cx przeksztatca kul¢ Bs(a) na kulg Bgy(ca).

3) Automorfizm indukowany przez z + x~! przeksztalca kule ultrametryczna Bs(a) na kule

Bs_2ua(1), jedli O ¢ Bg(a) oraz na dopelnienie kuli B_(yr\5)(0), jesli O € Bs(a).

Wszystkie trzy operacje zachowuja relacje rownowaznosci przekrojéw, otrzymujemy zatem:

Stwierdzenie 47 [6, Proposition 5.1] Wiszystkie trzy operacje indukujq homeomorfizmy prze-
strzeni C(R) zgodne z relacjg réwnowaznosci.

Dla dowolnego podzbioru T C R, definiujemy 7" jako domkniecie zbioru {a~,a": a € T} w
C(R) (gdzie a™, a~ sa przekrojami gléwnymi w punkcie a). Jesli T = B jest kula ultrametryczng w
R, to T jest przedzialem [B~, BT]. Jesli T jest dopelnieniem kuli B, tzn. T = B = R\ B, to T =
[R~,B~]U[B*, Rt]. Niech T bedzie zbiorem R-punktéw wyznaczonych przez przekroje w 1. Dla
dowolnego r € R, zbiér { B,-(r): s € vR} tworzy kofinalny i koinicjalny tancuch homeomorficznych
podprzestrzeni M (R(z)). Typ porzadkowy tego tancucha jest réwny typowi porzadkowemu vR. Jest
to réwniez prawda dla tancuchéw {Bg+(r): s € vR} i {Bg+s(r): s € vR}, gdzie S jest klasa gérna
woRiS+s={s+s:5€eS}

Przestrzen topologiczng M nazywamy samo-homeomorficzng jesli dowolny podzbiér otwarty
w M zawiera homeomorficzna kopie M. W szczegdlnych przypadkach M (R(x)) moze byé¢ samo-
homeomorficzna. Rozwazmy cialo szeregéw formalnych R = R((tQ)). Jest to cialo rzeczywiscie
domkniete. Kazde dwa przeliczalne, gesto uporzadkowane zbiory liniowo uporzadkowane bez punk-
tow koncowych sa izomorficzne. Zatem dla dowolnej niepustej klasy gornej S w Q bez elementu
najmniejszego, istnieje izomorfizm rosnacy ¢g z Q na S. Kazdy taki izomorfizm indukuje izomorfizm

Vg Zcqtq — Zcqt%ﬂs(fﬁ

q€Q q€Q

addytywnej grupy uporzadkowanej ciala R na jej podgrupe wypukla Bg(0). Ten izomorfizm in-

dukuje homeomorfizm @Z;‘ : C(R) — Bg(0) zgodny z relacja réwnowaznoéci. Jesli r jest dowolnym

o

elementem w R, to mozemy ztozy¢ homeomorfizm % z homeomorfizmem przeksztalcajacym Bg(0)

—

na Bg(r) i otrzymamy homeomorfizm g, : M (R(x)) — Bg(r). Skoro niepuste klasy gérne S grupy
Q bez elementu najmniejszego z relacjg inkluzji sg zbiorem gesto uporzadkowanym i odpowiadaja
bijektywnie liczbom rzeczywistym i skoro ich przekrdj jest pusty, otrzymujemy:

Twierdzenie 48 [6, Theorem 5.2] Rozwaimy ciatlo R = R((tQ)) i r € R. Istnieje 2biér pod-
przestrzeni M(R(x)), wszystkich homeomorficznych z M (R(z)), na ktérym inkluzja indukuge gesty
liniowy porzqdek typu R i taki, Ze punkt &, jest jedynym R-punktem ciala R(x) zawartym w kazdym
z nich.

W [6, Lemma 5.3] pokazujemy, ze dowolnego ciala rzeczywiécie domknietego R, kazdy niepusty
podzbiér otwarty przestrzeni M (R(x)) zawiera B+ (r) dla pewnego s € vR oraz r € R. Stosujac
ten wynik dla ciata R = R((t?)), otrzymujemy:

Whniosek 49 [6, Corollary 5.4] Przestrzern M(R((t9))(x)) jest samo-homeomorficzna.

W ostatnim rozdziale pracy [6] opisujemy “fraktalna’ strukture przestrzeni M (R((z)). W zbio-
rze przekrojow C(R) wpierw identyfikujemy przekroje gtéwne i niewlasciwe. Otrzymujemy w ten
sposéb zanurzenie cyklicznego porzadku RU {oco} w M (R((z)). Nastepnie dodajemy obrazy prze-
krojéow nie pochodzacych od kul ultrametrycznych, na ktérych to odwzorowanie A jest réznowar-
tosciowe. Jesli R jest cialem archimedesowym, to nie mamy juz wiecej R-punktéw do dodania i
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otrzymujemy w ten sposob okrag. W przypadku ciata niearchimedesowego R wciaz musimy utoz-
sami¢ przekroje pochodzace od nietrywialnych kul ultrametrycznych. Zauwazamy, ze dla kazdego
s€vRiaé€ R,

By (@)= |J B.0).

beB,_(a)

Z wtasnosci kul ultrametrycznych wynika, ze jest to suma rozlaczna. Wtedy B,-(a) (ktéry nazy-
wamy pod-kolig w M (R(x)) ) jest suma roztaczna homeomorficznych kul Byt (b) (ktére nazywamy
pertami) oraz pojedynczego punktu indukowanego przez przekroje kuli B,-(a), ktéry mozemy wi-
dzie¢ jako punk laczacy pod-koli¢ z M (R(x))\ B,-(a). Ten ostatni zbiér jest znéw homeomorficzny
z perta. Co wiecej, kazda perla zawiera znéw pod-kolie B,-(a), dla dowolnego ¢ > s, homeomorficz-
na z By-(a). Zauwazmy, ze lancuch pod-kolii By-(a), t € vK jest gesto uporzadkowany, poniewaz
vK jest grupa podzielna. Ten fakt odréznia M(R(x)) od zwyklych fraktali. Nazywamy go gesto
fraktalng kolig z perel.

Teoretycznie mozna wyznaczy¢ wymiar Hausdorffa przestrzeni M (R(z)) w metryzowalnym
przypadku. Ale wyniki pracy [HR| pokazuja, ze wymiar ten silnie zalezy od wyboru metryki, a
jak zauwazyliSmy w Twierdzeniu 45, na M (R(x)) mamy wiele rownowaznych metryk, ktére zaleza
od wyboru bijekcji o : F — N.

Artykul [7]

W tej pracy uogélniamy wynik Gilmera [G] oraz wyniki pracy [3] na przypadek ciala funkcyjnego
F stopnia przestepnego 1 nad dowolnym rzeczywiscie domknietym cialem R. Naszym celem jest
opisanie struktury przestrzeni porzadkéw ciata F' i wyznaczenie, ktore porzadki indukuja ten sam
R-punkt ciata F'.

Rozwazmy zbior wszystkich wtasciwych pierscieni waluacyjnych ciata F' zawierajacych R. Ideaty
maksymalne tych pierscieni mozemy rozwazaé jako punkty domkniete schematu stowarzyszonego z
F'. Zbiér wszystkich punktéw rzeczywistych (tzn. z ciatem reszt R) jest gladka i zupelna rzeczywista
krzywa algebraiczna c¢. Elementy ciala F' mozemy rozwazaé jako funkcje na c¢. Dowolne zanurzenie
krzywej ¢ w przestrzen rzutowa P" R wyznacza topologie euklidesowq (lub silng topologie) na ¢, to
znaczy najstabsza topologie, w ktorej wszystkie funkcje w F' sa ciggte.

W pracach [Knl] i [Kn2], M. Knebusch opisal strukture krzywej c. Jest ona suma rozlaczna
skonczonej liczby semialgebraicznych sktadowych spdjnych, ¢, ..., ¢y ktore mozna rozdzielié¢ za
pomoca funkcji rozdzielajgcych skladowe n; € F' w nastepujacy sposob:

1 jeslipec)\g,
—1 jeslip €.

sgnn;(p) = {

Funkcje n; wyznaczone sa jednoznacznie z doktadnoscia do iloczynu przez (niezerowe) sumy kwadra-
tow. Kazda sktadowa jest homeomorficzna z prostg rzutowa P! R, posiada zatem dwie orientacje.
Krzywa ¢ posiada wiec 2V mozliwych orientacji. Ustalmy orientacje krzywej ¢. Na skladowej ¢;
mozna rozwazaé topologie wyznaczona przez przedziaty w cyklicznym porzadku zadanym przez
orientacje. Dla kazdego przedzialu (p, q) istnieje funkcja X(p,q) € F' spelniajaca warunek:

1 jeslitv¢[p,q],
SN X (p,q) (t) =0 jesliv e {p,q},
—1 jeslive (p,q).

Funkcja ta jest jednoznacznie wyznaczona z dokladnoscia do iloczynu przez (niezerowe) sumy kwa-
dratéw.

Na kazdej sktadowej ¢; krzywej ¢ ustalamy jeden punkt, ktéry oznaczamy oo;. Zbidr ¢;\{oo;} jest
liniowo uporzadkowany przez (ustalona) orientacje na krzywej, mozemy zatem rozwazaé przekroje
na ¢;. Przekrojem skladowej ¢; nazywamy pare (£,41) podzbioréw £,41 C ¢; taka, ze
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e ¢; jest suma roztaczna £ U U U {o0;}, oraz
e dla kazdego [ € £ i kazdego u € 4, punkt co; nalezy do przedziatu (u, ).
7 kazdym przekrojem c¢; mozemy utozsamié¢ pewien porzadek ciata F":

Stwierdzenie 50 [7, Proposition 3.4] Kazdy przekroj (£,4) skladowej ¢; wyznacza porzqdek P
ciata F' zdefiniowany nastepujgco:

P =w((£,4) = {f € F: Fceifoo Tneufooy Foe(ta) f(#) > 0}.

Kazdy punkt p € ¢; wyznacza dwa przekroje gléwne na ¢;. Z drugiej strony, p wyznacza R-
wymierny punkt ' — RU{oo}. Zlozenie tego punktu z jedynym R-punktem ciala R daje R-punkt
ciata F', ktory jest wyznaczony przez dwa porzadki wyznaczone przez przekroje gléwne w p. W
[P, Theorem 9.9] autor wykazal, ze zbiér porzadkéw odpowiadajacych punktom R-wymiernym jest
gesty w X (F'). Uzywajac tego faktu dowodzimy:

Stwierdzenie 51 [7, Proposition 2.7] Dia kazdego porzqdku P ciala F istnieje dokladnie jedna
skladowa ¢; krzywej ¢ taka, ze n; € —P.

Sktadowa ¢; z powyzszego stwierdzenia nazywamy stowarzyszong z porzgdkiem P.
Stwierdzenie 52 [7, Proposition 3.2] Kazdy porzedek P ciala F wyznacza przekrdj na stowa-
rzyszonej sktadowej ¢; w nastepujgcy sposob:

U= {p € ¢ \ {OOZ} X (p,005) € P}
L={pec\{0i}: X(coip) € P}

W ten sposéb otrzymujemy dwie funkcje ® : X (F) — C(¢) i U C(c) — X(F), gdzie

C(c) jest zbiorem przekrojéw krzywej c. W [7, Lemma 3.6] i [7, Proposition 3.8] dowodzimy,

ze funkcje te sa bijekcjami wzajemnie odwrotnymi. Co wiecej, obie funkcje sa ciagte i otrzymujemy
pierwszy gtéwny wynik pracy [7].

O(P) = (£,4U) gdzie {

Twierdzenie 53 [7, Theorem 3.10] Przestrzen C(c) przekrojow krzywej ¢ jest homeomorficzna
z przestrzeniq X (F) porzqdkéw ciala F.

Ustalmy = € F'\ R. Jest to element przestepny nad R i R(x) C F. Mamy nastepujace stwier-
dzenie:

Stwierdzenie 54 [7, Proposition 2.3] Dla dowolnej funkcji x € F, réznej od stalej i kazdej
skladowej ¢; C ¢ istnieje skonczenie wiele punktéow po,...,Ppm € ¢; takich, zZe na kazdym przedziale
pomiedzy dwoma kolejnymi punktami funkcja x jest monotoniczna @ nie ma asymptot.

Powyzsze stwierdzenie pozwala nam zdefiniowaé rzutowanie przekrojéw krzywej ¢ na zbiér prze-
krojéw R. Dla przedzialu I = (a,b) w zbiorze uporzadkowanym X, symbolem C*(I) oznaczamy
zbiér wszystkich przekrojéow w I, czyli przedzial [a™,b7]. Jedli I = {c| c>a} lub I = {c | c < b},
to wtedy C*(I) definiujemy odpowiednio jako przedziat [a™, X ] lub [X ~,b7]. Ustalmy przedzial
(p,q) C ¢; na ktérym funkcja x € F' jest monotoniczna i bez asymptot. Korzystajac z [Kn2, The-
orem 8.2, otrzymujemy, ze rzutowanie t — x(t) jest izomorfizmem rosnacym (lub malejacym)
przedziatu (p,q) na przedzial I := (z(p),z(q)) lub I := (z(q),z(p)) w R. Ten izomorfizm indukuje
izomorfizm 7, zbioru C*((p,q)) na C*(I). Rozklad

¢; = {00} U (004, p1) U {p1} U -+ U (pm—1,Pm) U {pm} U (pm, 00i)
pozwala zdefiniowaé rozklad
C(ei) = C*((00i,p1)) U -+ U C*((Pm—1,Pm)) U C*((pm, 001))-
Stosujac izomorfizm 7, na kazdym przedziale otrzymujemy odwzorowanie

7z 2 C(¢) = C(R).
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Stwierdzenie 55 [7, Proposition 3.12] PonizZszy diagram jest przemienny:

c(o) X(F)
7'Jz I%S
C(R) — X(R(x))

W diagramie tym wszystkie funkcje sa ciagte, a funkcje poziome sa homeomorfizmami. Wykorzy-
stujac ten fakt przedstawiamy w [7] alternatywny dowdd stwierdzenia udowodnionego przez C.
Scheiderera w dodatku do pracy [GBH]:

Stwierdzenie 56 [7, Proposition 3.13] Przestrzen X (F') jest homeomorficzna z X (R(x)).

Naszym celem teraz jest rozstrzygniecie, ktére przekroje (a dokladniej odpowiadajace im po-
rzadki) krzywej ¢ daja ten sam R-punkt. Dla ciala funkcji wymiernych R(z) takie przekroje wy-
znaczone s3 przez kule ultrametryczne w R. Przekroje pochodzace od kul ultrametrycznych w R
mozna opisaé rowniez w inny sposéb.

Stwierdzenie 57 [7, Proposition 5.1] Niech C bedzie przekrojem w R i P porzqdkiem ciala R(x)
odpowiadajgcym C'. Niech vp bedzie waluacjq naturalng ciala funkcji wymiernych R(x) wyznaczong
przez P. Przekrdj C' pochodzi od kuli wtedy i tylko wtedy, gdy [vpR(z) : 2vpR(z)] = 2.

Dla dowolnego = € F'\ R, cialo F jest skonczonym rozszerzeniem R(z). Z [Kn, §3] wynika, ze
[vpF : 2vpF| = [vrespR(x) : 2uresp R(z)]

dla dowolnego porzadku P ciala F', niezaleznie od wyboru x. Mozemy zatem wprowadzi¢ definicje
"ball cut” na krzywej. Przekrdj C' krzywej ¢ nazywamy ball cut jesli dla pewnego (czyli réwniez
kazdego) elementu = € F', przestepnego nad R, rzut 7,(C) jest przekrojem pochodzacym od kuli
w R.

Twierdzenie 58 [7, Theorem 5.3] Niech Cy i Cy bedg dwoma "ball cuts” na krzywej c. Odpo-
wiadajgce im porzedki wyznaczajq ten sam R-punkt ciala F wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € F'\ R przekroje ,(C1) i 7,(C2) sq wyznaczone przez te samq kule ultrametryczng w R.

Po zanurzeniu naszej krzywej w przestrzen afiniczng dostaniemy pelny obraz, ktéry wyjasni
zasadnos$é¢ definicji ”ball cut” na krzywej c.

Ultrametryka wyznaczona przez waluacje naturalna v niearchimedesowego ciata rzeczywiscie
domknietego R pozwala zdefiniowa¢ ultrametryke na skoniczenie wymiarowej przestrzeni afiniczne;j
A"™R nad R na wiele sposobow:

1

dp((xla oo axn)a (yla e ayn)) = U(Z |$Z - y’i|p)p7 dlap = 1a2a e
i<n

doo((T1, -y xn)y (Y1s- -y Yn)) = rzrélqgl{v(xl —vi)}.

W [7, Proposition 4.2] udowodnili$my, ze wszystkie te ultrametryki sa nie tylko réwnowazne, ale
nawet réwne. Majac ultrametryke na A™ R mozemy definiowaé kule w klasyczny sposob.

Stwierdzenie 59 [7, Proposition 6.1] Ustalmy gladkq, zupelng rzeczywiste krzywq afiniczng
¢ C A"R. Przypusémy, zZe skliadowa ¢; krzywej ma niepusty przekroj zaréwno z kulg ultrametryczng
B C A™R jak i z jej dopelnieniem A"R\ B. Wtedy B indukuje ”ball cut” na ¢; (mozliwe, zZe wiecej
niz jeden).

Mozemy teraz sformutowaé kolejny wazny wynik pracy [7].
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Twierdzenie 60 [7, Theorem 6.2] Niech ¢ bedzie gladkq, zupelng rzeczywistq krzywq afiniczng
nad R. Kazdy ”ball cut” na krzywej ¢ jest indukowany przez pewng kule ultrametryczng w A" R.

Przedstawimy teraz idee dowodu. Wpierw zauwazamy, ze teza jest prawdziwa dla przekrojéow gtéw-
nych, indukowanych przez kule jednoelementowe. Ustalamy zatem ”ball cut” C' na sktadowej ¢, C ¢,
ktéry nie jest gtéwny. Dla dowolnej wspélrzednej x;, i € {1,...,n}, rzut m;(C) = 74, (C) jest prze-
krojem pochodzacym od kuli w R. Konstruujemy przedzial [p, q] na ¢ taki, ze C jest przekrojem
w [p,q] i dla kazdego i € {1,...,n},

e x; jest monotoniczna na (p,q),

e srodkiem kul ultrametrycznej wyznaczajacej m;(C) jest albo z;(p) albo z;(q).

W ten sposéb otrzymujemy skonczony zbiér B kul ultrametrycznych w R o §rodkach w x;(p) lub
x;(q). Poréwnujemy promienie tych kul i wybieramy maksymalny (w sensie inkluzji) promien S.
Nastepnie pokazujemy, ze B zawiera dokladnie jedng kule By o promieniu S. Bez straty ogdlnosci
zakladamy, ze By ma $rodek w z;(p). Wybieramy punkt pg > p w klasie dolnej przekroju C' taki,
ze v(zi(po) — zi(q)) € S dla wszystkich i takich, ze x;(q) jest $rodkiem kuli wyznaczajacej m;(C).
Nastepnie pokazujemy, ze C' jest wyznaczony przez kule Bg(po). Jako wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 61 [7, Theorem 6.3] Niech ¢ C A"R bedzie gladkq, zupelnqg, rzeczywista krzywq
afiniczng. Niech Cy i Cy bedg przekrojami krzywej c. Jesli odpowiadajgce tym przekrojom porzqdki
ciata wyznaczajg ten sam R-punkt ciala F, to istnieje kula ultrametryczna B C A" R wyznaczajgca

Cl iCQ na c.

W ostatniej czesci pracy [7] przedstawiamy réwniez przykltad pokazujacy, ze powyzszego twier-
dzenia nie mozna odwrdécié. Aby rozrézni¢ przekroje wyznaczajace ten sam R-punkt musimy zatem
wybrac¢ szczegblne zanurzenie krzywej ¢ w przestrzen afiniczng A™R.

C) Opis najwazniejszych wynikéw nie wchodzacych w sktad rozprawy habilitacyjnej
Oprécz algebry rzeczywistej publikowatam prace z ogdlnej teorii waluacji oraz zajmowalam sie

uogolnieniami twierdzen o punkcie stalym i punkcie koincydencji. Ponizsza lista zawiera prace nie
wchodzace w sklad rozprawy habilitacyjne;j:

[8] K. Osiak, A Cantor cube as a space of higher level orderings, Tatra Mt. Math. Publ. 32 (2005),
71-84
[9] K. Osiak, A. Stadek, A note on number of orderings of higher level, Arch. Math. (Basel) 86
(2006), no. 2, 101-110
[10] K. Osiak, The Boolean space of higher level orderings, Fund. Math. 196 (2007), no. 2, 101-117

[11] M. Machura, K. Osiak, The extensions of R-places and application, Quadratic forms—algebra,
arithmetic, and geometry, 289-297, Contemp. Math. 493, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
2009

[12] S. Kuhlmann, M. Marshall, K. Osiak, Cyclic 2-structures and spaces of orderings of power
series fields in two variables, J. Algebra 335 (2011), 36-48

[13] T. Banakh, Y. Kholyavka, O. Potyatynyk, M. Machura, K. Kuhlmann, On the dimension of
the space of R-places of certain rational function fields, Cent. Eur. J. Math. 12 (2014), no. 8,
1239-1248

[14] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, A common generalization of metric, ultrametric and topolo-
gical fized point theorems, Forum Math. 27 (2015), no. 1, 303-327

[15] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, Correction to A common generalization of metric, ultrametric
and topological fized point theorems, Forum Math. 27 (2015), no. 1, 329-330
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[16] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, S. Shelah, Symmetrically complete ordered sets, abelian groups
and fields, Israel J. Math. 208 (2015), no. 1, 261-290

[17] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, C. Vigan, Valuations on rational function fields that are in-
variant under permutation of the variables, J. Algebra 464 (2016), 279-296

[18] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, Fized point theorems for spaces with a transitive relation,
accepted for publication in Fixed Point Theory

[19] F.-V. Kuhlmann, K. Kuhlmann, F. Sonaallah, Coincidence point theorems for ball spaces and
their applications, submitted

Pierwsze trzy prace przedstawiaja wyniki mojej rozprawy doktorskiej. Zawieraja one uogélnienie
wyniku Cravena realizowalnosSci przestrzeni boolowskich jako przestrzeni porzadkéow na porzadki
wyzszych stopni wprowadzone przez E. Beckera w [Be0]. W pracy [8] pokazujemy, ze kazda kost-
ka Cantora jest realizowalna jako przestrzen porzadkéw stopnia n, w [9] pokazujemy, jak mozna
uzyskaé dowolna przestrzen skoficzona. Praca [10] zawiera kohcowy wynik.

Praca [11] zawiera pewne nowe wyniki teorii przedtuzen R-punktéw. Badamy w niej liczbe moz-
liwych przedtuzen R-punktu ciala K na skonczone rozszerzenie Galois ciata K. Nastepnie uzywamy
tych wynikéw aby pokazaé, ze klasyczny tuk (odcinek) jest realizowalny jako przestrzen R-punktéw.
Ten wynik zostal pdézniej uogélniony w pracy [2].

Artykut [12] zawiera wyniki projektu badawczego w ktérym uczestniczytam przebywajac jako
postdoc na University of Saskatchewan w Kanadzie. Celem tego projektu bylo opisanie przestrze-
ni porzadkéw i R-punktéw ciala szeregdéw formalnych dwédch zmiennych R((z,y)) nad dowolnym
rzeczywiscie domknietym cialem R. Przestrzen porzadkéw ciala funkeji wymiernych R((z))(y) jest
roztaczna suma przestrzeni porzadkéw cial Ri(y) and Ra(y), gdzie Ry, Ry sa rzeczywistymi do-
mknieciami ciata R((x)) wzgledem jego jedynych dwoch porzadkéw. Zatem przestrzen X (R((z))(y))
mozemy utozsamié¢ z roztaczna suma C(R;) UC(Rs) przestrzeni przekrojéw cial Ry i Ry. Restryk-
cja res : X(R((x,y))) — X(R((x))(y)) jest odwzorowaniem injektywnym ([12, Lemma 4.3]),
a skoro y jest elementem nieskonczenie malym w kazdym porzadku ciatla R((z)) otrzymujemy,
ze obciecie dowolnego porzadku przestrzeni X (R((z,y))) do ciala funkcji wymiernych wyznacza
przekroj w jednym z idealdow I; lub Iy elementow nieskoniczenie malych odpowiednio w R; lub
Ry. Stad X(R((x,y))) mozna utozsami¢ z C(I;)UC(I3) ([12, Lemma 4.5]). Rozwazmy zbidr
S = Ry U Ry U {+00, —00}. Jest to zbior uporzadkowany cyklicznie, gdzie porzadek cykliczny otrzy-
mujemy z liniowych porzadkéw w R; and Ry laczac je w punktach +oo. Jak wczesniej definiuje-
my przekroje na zbiorze cyklicznie uporzadkowanym. Porzadki ciala X(R((z))(y)) odpowiadaja
przekrojom w S. Kazdy wielomian nierozkladalny pierscienia R((z))[y] wyznaczajacy formalnie
rzeczywiste rozszerzenie ciala R((x)) ma dokladnie dwa pierwiastki w Ry U Ry. Ten fakt pozwala
nam poprawnie zdefiniowaé odwzorowanie r — 1’ z R1U Ry na siebie, ktére nazywamy odwzo-
rowaniem sprzegajgcym. Rozszerzamy je na S sprzegajac +0o z —oo i dowodzimy, ze tak otrzy-
mane odwzorowanie na S jest ciagle w topologii cyklicznego porzadku [12, Theorem 3.2]. Cy-
kliczng 2-strukturg nazywamy pare (S,®), gdzie S jest zbiorem cyklicznie uporzadkowanym, a
® jest relacja réwnowaznosci na S taka, ze kazda klasa réwnowaznosci zawiera dokladnie dwa
elementy. Zbiér S = Ry U Ry U{+00, —0c0} z relacja réwnowaznos$ci wyznaczong przez odwzorowa-
nie sprzegajace jest cykliczng 2-struktura. Kazda klasa réwnowaznosci {r,r’'} wyznacza dwa tuki
(rry={se S:r<s<r'}i(r,r)={seS:1 <s <r}oraz funkcje fi, fo : C(S) — {—1,1}
(zwane atomami stowarzyszonymi z klasa {r,r’'}) zdefiniowane nastepujaco:

1 jesli x jest przekrojem w (r,1'),
fi(z) ==

—1 jesli = jest przekrojem w (17, 7)

i fo 1= —f1. Przez G(g,4) oznaczamy podgrupe grupy funkeji f : C(S) — {—1,1} generowana przez
funkcje state 1, —1 i atomy stowarzyszone z klasami réwnowaznoéci w S. Pare (X, G), gdzie X jest
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zbiorem i G grupa funkcji z X w {—1, 1}, nazywamy opisang przez cykliczng 2-strukture (S, ®) jesli
istnieje bijekcja p : X — C(S) taka, ze G = {fop: f € G(s4)}. Pierwszym waznym wynikiem [12]
jest:

Twierdzenie 62 [12, Theorem 5.1] Dia dowolnego ciala rzeczywiscie domknietego R, przestrze-
nie porzadkow cial R((x))(y) i R((x,y)) sq¢ opisane przez cykliczne 2-struktury w naturalny sposéb.

Drugi wazny wynik pracy [12] pokazuje, ze jesli R jest cialem archimedesowym, to réwniez
przestrzenie R-punktéw cial R((z))(y) i R((z,y)) moga by¢ opisane w jezyku cyklicznych 2-struktur.

Twierdzenie 63 [12, Theorem 6.5] Niech P i Q) bedg dwoma réznymi porzedkami ciata R((x))(y)
lub ciata R((x,y)).

(1) Wystarczajacym warunkiem, by P i Q wyznaczaly ten sam R-punkt jest, Ze dla dowolnej
pary przedzialow (ri,s1) i (12, $2) cyklicznie uporzedkowanego zbioru S takich, ze P € C((r1,81)) @
Q € C((re, s2)), istniejg elementy sprzezone r,r' € S takie, ze 11 <1r < s1 019 <1’ < 89.

(2) Jesli R jest ciatem archimedesowym, to warunek konieczny opisany w (1) jest réwniez
warunkiem wystarczajgcym.

W pracy [13] badamy wymiar przestrzeni R-punktéw ciata funkcji wymiernych K(xy,...,zy)
wielu zmiennych nad totalnie archimedesowym cialem K. Dowodzimy, ze dla dowolnego n € N prze-
strzenr M (K (x1,...,xy,)) wa wymiar pokryciowy dim M (K (z1,...,zy,)) < n. Gléwnym wynikiem
pracy jest:

Twierdzenie 64 [13, Theorem 2| Dla dowolnego totalnie archimedesowego ciala K przestrzen
R-punktow M (K (z,y)) ma calkowity wymiar kohomologiczny dimy, M (K (x,y)) = dim M (K (z,y)) =
2 ¢ wymiar kohomologiczny dimg M (K (z,y)) = 1 dla dowolnej nietrywialnej 2-podzielnej abelowej
grupy G.

Ten wynik pokazuje, ze przestrzen M (K (z,y)) jest naturalnym przykladem przestrzeni zwartej,
ktora nie jest wymiarowo pelno-wartosciowa (co oznacza, ze kohomologiczne wymiary dla réznych
grup wspolczynnikéw nie pokrywaja si¢). Dowdd opiera si¢ na pojeciu i wlasnosciach grafoidow
wprowadzonych przez T. Banakha i O. Potyatynyka w [BP]. Jest to bardzo wazny wynik w teorii R-
punktéw, ale nie moze by¢ on uwzgledniony w rozprawie habilitacyjnej, poniewaz jedynym wkladem
habilitantki w prace, poza zwrdéceniem uwagi autoréw na problem metryzowalnosci, byt dowod
Twierdzenia 2.2 identyfikujacego punkty odpowiedniego grafoidu z R-punktami ciala K(z,vy).

”Fraktalna” struktura przestrzeni R-punktéw ciata funkcji wymiernych nad niearchimedesowym
ciatem rzeczywidcie domknietym R motywowala nas, by poszuka¢ mozliwych uogélnien twierdzen o
punkcie stalym dla odwzorowan zwezajacych lub nierozszerzajacych znanych osobno dla (uogélnio-
nych) przestrzeni metrycznych, ultrametrycznych i topologicznych. W kazdym z tych przypadkéw
potrzebujemy pojecia zupelnosci. W pracy [14] wprowadzamy pojecie przestrzeni z kulami - "ball
space”; ktora jest zbiorem niepustym X z niepusta rodzing B podzbioréw niepustych, ktére na-
zywamy kulami. ”Ball space” nazywamy sferycznie zupeing jesli kazdy niepusty tancuch kul ma
przekrdj niepusty. Terminologia jest zaczerpnieta z teorii przestrzeni ultrametrycznych, a pojecie
sferycznej zupelnosci pokrywa sie z tym samym pojeciem w przypadku przestrzeni ultrametrycz-
nych. Dla przestrzeni topologicznych z rodzing niepustych zbioréw domknietych sferyczna zupetnosé
jest rownowazna pojeciu zwartosci. Zupelnosé przestrzeni metrycznych jest rownowazna sferycznej
zupelnoéci rodziny metrycznych kul domknietych, ktérych promienie tworzg podzbiér zbioru RT z
jedynym punktem skupienia 0. Dla funkcji f : X — X, podzbior B C X nazywamy f-zweZajgcym
jesli jest zbiorem jednoelementowym zawierajacym punkt staly lub spelnia warunek f(B) C B.
Sformulujemy teraz dwa gléwne twierdzenia pracy [14].

Twierdzenie 65 Niech f bedzie funkcjq na przestrzeni z kulami (X, B) spelniajgca ponizsze wa-
runki:
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(C1) istnieje przynajmniej jedna kula f-zwezajgca,

(C2) dla kazdej f-zwezajgcej kuli B € B, obraz f(B) zawiera kule f-zweZajgcq,
(C3) przekrej dowolnego taricucha f-zwezZajacych kul zawiera kule f-zwezajgcq.
Wiedy f posiada punkt staly.

Twierdzenie 66 Niech f bedzie funkcjq na przestrzeni z kulami (X, B) spelniajgca ponizsze wa-
runki:

(CU1) X jest kulg f-zwezajgcq,

(CU2) dla kazdej f-zwezajgcej kuli B € B, obraz f(B) jest kulg f-zwezajgcq,

(CU3) przekréj dowolnego laricucha f-zweZajacych kul jest kulg f-zwezajgcq.

Wtedy f ma dokladnie jeden punkt staly.

W [14] pokazujemy jak z powyzszych twierdzefi mozemy otrzymaé znane twierdzenia o punk-
cie stalym dla (odpowiednio zdefiniowanych) odwzorowan zwezajacych: twierdzenie Banacha dla
przestrzeni metrycznych, jego ultrametryczng wersje udowodniona przez S. Prie-Crampe i P. Ri-
benboima w [PR] i topologiczna wersje dla spdjnych przestrzeni topologicznych udowodniona w
[SWJ].

Elastycznos$é pojecia “ball space” pozwala nam przenie$¢ twierdzenie Banacha na uogdlnio-
ne przestrzenie metryczne (gdzie metryka przyjmuje nieujemne wartosci w pewnej, niekoniecznie
archimedesowej, grupie uporzadkowanej). Naturalnym przykladem takiej przestrzeni jest dowolna
niearchimedesowa grupa uporzadkowana (lub ciato uporzadkowane). W tym przypadku mamy dwie
naturalne klasy przestrzeni z kulami:

e porzadkowa przestrzen z kulami, gdzie jako kule rozwazamy przedziaty domkniete i ograniczone
e ultrametryczna przestrzen z kulami, gdzie jako kule rozwazamy kule ultrametryczne wyznaczone
przez waluacje naturalna.

Omawiamy te przestrzenie i przedstawiamy odpowiednie twierdzenia o punkcie statym. Rozwazamy
rowniez mieszang przestrzen z kulami, w ktérej uzywamy przedziatéw i kul ultrametrycznych réw-
noczesnie. Pozwala nam to przedstawié prosta charakteryzacje cial szeregéw formalnych z ciatem
reszt R.

Grupy i ciala uporzadkowane, ktére sg sferycznie zupelne jako porzadkowe przestrzenie z kulami
sa gléwnym tematem pracy [16]. Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym. Rozwazmy lancuch
N = ([ai, bi))ier przedzialéw domknietych i ograniczonych w X i przypusémy, ze przekrdj N jest
pusty. Oznacza to, ze istnieje przekréj (D, E) w X taki, ze ciag (a;)ier jest kofinalny w D i ciag
(b;)icr jest koinicjalny w E. Taka sytuacja nie bedzie mie¢ miejsca, jesli dla dowolnego przekroju
C w X kofinalnos¢ klasy dolnej C'i koinicjalno$¢ klasy gérnej C' sa roézne - taki przekrdj nazywamy
asymetrycznym. Juz Hausdorff ([Hd]) w roku 1907 udowodnil, zZe istnieja zbiory uporzadkowane w
ktérych kazdy przekrdj jest asymetryczny. Obecnie takie zbiory nazywamy symetrycznie zupetnymi.
Pojecie symetrycznej zupelnosci dla ciat uporzadkowanych zostato wprowadzone przez S. Shelaha w
[S], gdzie udowodnil on ze kazde cialo uporzadkowane mozna rozszerzy¢ do symetrycznie zupelnego
ciala uporzadkowanego. W pracy [16] uogélniamy ten wynik na uporzadkowane grupy abelowe.
Okazuje sie, ze je$li grupa uporzadkowana G jest symetrycznie zupelna, to réowniez grupa vG
waluacji naturalnej v grupy G musi by¢ symetrycznie zupetna. Nawet musi mie¢ silniejsza wlasnosé.
Przekréj C zbioru X nazywamy silnie asymetrycznym jedli jest asymetryczny i kofinalno$é jego klasy
dolnej, lub koinicjalno$é klasy gornej jest nieprzeliczalna. Zbiér uporzadkowany X nazywamy silnie
symetrycznie zupetnym, gdy kazdy przekréj w X, ktéry nie jest skokiem, jest silnie asymetryczny
i mowimy, ze X jest ekstremalnie symetrycznie zupelny jesli dodatkowo kofinalnoéé i koinicjalnosé
zbioru X sa nieprzeliczalne. Ponizsze dwa twierdzenia daja pelng charakteryzacje symetrycznie
zupelnych cial i grup uporzadkowanych.

Twierdzenie 67 Nietrywialna, gesto uporzgdkowana grupa abelowa G jest symetrycznie zupelna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest sferycznie zupelna wzgledem swojej waluacji naturalnej v, ma gesto
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uporzgdkowany 1 silnie symetrycznie zupelny zbior wartosci vG i wszystkie jej archimedesowe skia-
dowe sq izomorficzne z R. Ponadto jest silnie symetrycznie zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy vG ma
nieprzeliczalng kofinalnosé i jest ekstremalnie sferycznie zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy dodatkowo
v@G jest ekstremalnie symetrycznie zupeina.

Twierdzenie 68 Cialo uporzgdkowane K jest symetrycznie zupelne wtedy i tylko wtedy, gdy jest
sferycznie zupelne wzgledem wzgledem swojej waluacyi naturalnej v, ma cialo reszt R oraz gesto
uporzgdkowang silnie symetrycznie zupelng grupe wartosci vK. Ponadto ponizsze warunki sq row-
nowazne:

a) K jest silnie symetrycznie zupelne,

b) K jest ekstremalnie symetrycznie zupelne,

c) K jest sferycznie zupelne wzgledem swojej waluacji naturalnej v, R jest jego cialem reszt, a grupa
vK jest grupg gesto uporzqgdkowang ¢ ekstremalnie symetrycznie zupeing.

Ponizszy wniosek podaje wazne wlasnosci symetrycznie zupelnych grup i cial uporzadkowanych.

Whniosek 69 Kazda gesto uporzgdkowana © symetrycznie zupelna grupa abelowa jest podzielna 1
1zomorficzna z produktem Hahna. Kazde symetrycznie zupelne cialo uporzgdkowane jest rzeczywiscie
domkniete i izomorficzne z cialem szeregow formalnych z ciatem reszt R i podzielng grupg warto$ci
jego waluacyi naturalne;.

Badania przestrzeni z kulami nie sa jeszcze zakoniczone. W pracy [18] uzywamy ich w dowo-
dzie twierdzenia o punkcie stalym dla przestrzeni z przechodnia relacja (ktére mozna widzieé jako
indukowany przez te relacje graf). W pracy [19] udowadniamy twierdzenia o punkcie koincydencji
dla przestrzeni z kulami, uogélniajace twierdzenia o punkcie stalym oraz prezentujemy ich rézne
zastosowania

Na klasie przestrzeni z kulami mozna wprowadzi¢ klasyfikacje zalezna od stopnia ich zupelno-
$ci. Rozwazamy przekroje tanicuchéw oraz skierowanych i scentrowanych systemoéow kul. Kryterium
klasyfikacyjne zalezy od tego, czy taki przekrdj jest niepusty, zawiera kule, zawiera najwieksza kule
lub jest kula. Przyktadami najsilniejszych przestrzeni, czyli takich w ktérych przekrdj dowolnego
scentrowanego systemu kul jest kula (oznaczamy je S*), sa: przestrzenie ultrametryczne z rodzina
wszystkich niepustych kul ultrametrycznych, zwarte przestrzenie topologiczne z rodzina wszystkich
niepustych zbioréw domknietych, czy kraty zupelne z rodzina wszystkich, niepustych i domknietych
przedzialow ograniczonych.

Twierdzenie o punkcie stalym dla przestrzeni z kulami uogélnia twierdzenie o punkcie stalym
Bourbakiego-Witta dla rosnacych funkcji na czeSciowym porzadku z elementem najmniejszym jak
rowniez twierdzenie o punkcie stalym Knastera-Tarskiego dla rosnacych funkcji na kratach zupel-
nych. To ostatnie twierdzenie méwi nie tylko o istnieniu punktéw stalych dla takich odwzorowan,
ale réwniez o strukturze zbioru punktéw statych: jest on rowniez krata zupetna. Wynik ten mozna
uogblni¢ na przestrzenie z kulami, ktore sa S*. To pozwala sformutowaé¢ odpowiednik twierdzenia
Knastera-Tarskiego dla przestrzeni ultrametrycznych oraz topologicznych.

Podobnie, mozna udowodnié¢ analog twierdzenia Tichonowa dla przestrzeni z kulami, méwiacy,
ze produkt sferycznie zupelnych przestrzeni z kulami, zdefiniowany w naturalny sposob, jest row-
niez przestrzenia sferycznie zupelna. Ten wynik pozwala przenie$é¢ twierdzenie Tichonowa na inne
struktury, na przykltad przestrzenie ultrametryczne.

Omowione wyniki zostaly zaprezentowane na dwéch szkotach letnich: 29th Summer Conference
on Topology and its Applications na City University of New York w czerwcu 2014r. oraz na Summer
School Around Valuation Theory w Sirince w maju 2014r. Obecnie naszym celem jest opracowanie
monografii w serii “Lecture Notes in Mathematics” na temat ”ball spaces” i ich zastosowan.
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