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cevičjus series, Journal of Mathematical Analysis and Applications
350 (2009), 393–400.



[IV] Janusz Morawiec, Rafał Kapica, Refinement equations and Feller
operators, Integral Equations Operator Theory 70 (2011), 323–331.

[V] Rafał Kapica, Janusz Morawiec, Matrix refinement type equations,
Applied Mathematics and Computation 217 (2011), 8311–8317.

[VI] Rafał Kapica, Janusz Morawiec, Refinement equations and distri-
butional fixed points, Applied Mathematics and Computation 218
(2012), 7741–7746.

(c) Omówienie celu naukowego ww. prac i osiągniętych wyników wraz z omó-
wieniem ich ewentualnego wykorzystania

Wprowadzenie

Centralnym przedmiotem rozważań niniejszej analizy są równania typu skalu-
jącego. Na początku przedstawimy kilka rodzajów tych równań, wskazując na ich
występowanie w bogatej literaturze przedmiotu. Rozważając równania typu skalu-
jącego, już w części wstępnej będziemy starać się ukazać ich naturalne powiąza-
nia z różnego rodzaju obiektami matematycznymi. Podamy tutaj pewne szczegó-
ły dotyczące występowania równań skalujących w kontekście baz ortonormalnych,
schematów podziałowych czy funkcji specjalnych. Skoncentrujemy się przy tym na
przypadkach klasycznych, które są prostsze do omówienia, a jednocześnie stanowiły
klarowną motywację do badania ogólniejszych równań. Podstawowym celem było
bowiem zbadanie możliwości rozwiązania równań typu skalującego poprzez uwypu-
klenie ich związków z innymi obiektami matematycznymi, bądź ich wykorzystanie.
Niesprecyzowanie w tytule rzeczonych obiektów, tłumaczone w zarysowanej perspek-
tywie badawczej ich wtórnym do głównego przedmiotu badań charakterem, pozwala
oczekiwać na pewną ich mnogość. Istotnie, różnorodność powiązań równań typu
skalującego z wybranymi obiektami matematycznymi, przedstawiona we wstępnym
rozdziale, będzie miała swój dalszy ciąg w głównej części omówienia. Podamy tutaj
między innymi charakteryzację rozwiązań takich równań poprzez miary niezmien-
nicze operatorów Markowa, punkty stałe afinicznych funkcji losowych czy zbiory
blokujące. Wespół z tymi obiektami równie ważną rolę w badaniu równań skalują-
cych odgrywać będą dystrybuanty i transformaty potencjalnych rozwiązań, którym
poświęcimy części drugą i trzecią tego omówienia.

Rodzaje równań skalujących i ich występowanie

Klasycznym równaniem skalującym, zwanym również równaniem dylatacji lub
równaniem falek, nazywamy równanie postaci

f(x) =
∑
n∈Z

cnf(kx− n), (S1)

gdzie k > 2 jest ustaloną liczbą naturalną, a współczynniki cn (najogólniej zespolo-
ne) spełniają warunek

∑
n∈Z cn = k. Funkcję f będącą rozwiązaniem tego równania

nazywa się funkcją skalującą. Równanie (S1) występuje między innymi w teorii falek
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(zob. np. [7, 10, 11, 12, 66]) i funkcji giętych (zob. np. [5, 8, 17, 54]), w schema-
tach podziałowych w teorii aproksymacji (np. [4, 18, 43, 45]), w kombinatorycznej
teorii liczb (zob. [49]), w teorii falek wielowymiarowych (zob. np. [3, 22, 31]) oraz
w zastosowaniach pozamatematycznych, np. w grafice komputerowej (w kompresji
obrazów (zob. [27])) czy fizyce, w badaniach chaotyczności struktur amorficznych
(zob. [15, 23, 53]).

Znaczenie równania skalującego ukazuje nam dobrze klasyczny już rezultat, łą-
czący wyniki I. Daubechies [9, 10] i S. Mallata [42], wiążący falki i analizy wieloskalo-
we. Jego sformułowanie (które można wygodnie wydobyć z monografii I. Daubechies
[10, Chapter 5], jak i z książki P. Wojtaszczyka [61, Rozdział 3]) poprzedzimy ko-
niecznymi definicjami. Przez falkę rozumiemy taką funkcję ψ ∈ L2(R), że rodzina
funkcji (zmiennej t ∈ R)

{2j/2ψ(2jt− n) : j, n ∈ Z}

jest bazą ortonormalną przestrzeni L2(R). Analizą wieloskalową nazywamy zaś ciąg
(Vj)j∈Z domkniętych podprzestrzeni liniowych przestrzeni L2(R) spełniający warun-
ki: Vj ⊂ Vj+1 dla każdego j ∈ Z; cl lin

⋃
j∈Z Vj = L2(R);

⋂
j∈Z Vj = {0}; f ∈ Vj wtedy

i tylko wtedy, gdy f(2−jt) ∈ V0 dla każdego j ∈ Z; istnieje funkcja φ ∈ V0, zwana
skalującą, o tej własności, że rodzina {φ(t − n) : n ∈ Z} jest bazą ortonormalną
przestrzeni V0.

Załóżmy, że f ∈ L1(R) ∩ L2(R) jest takim rozwiązaniem równania (S1) z k = 2,
że dla pewnych liczb 0 < a ¬ A < +∞ zachodzą nierówności

a ¬
∑
n∈Z

∣∣∣f̂(ω + 2πn)
∣∣∣2 ¬ A dla p.w. ω ∈ R.

Wtedy ciąg przestrzeni (Vj)j∈Z określony wzorem

Vj = cl lin{f(2jt− n) : n ∈ Z}

jest analizą wieloskalową. Niech φ oznacza (dowolną) funkcję skalującą tej anali-
zy. Funkcja ta również spełnia klasyczne równanie skalujące (z innymi być może
współczynnikami cn niż te, które mieliśmy w równaniu (S1)) i jeżeli

ψ(x) =
∑
n∈Z

(−1)n−1d−n−1φ(2x− n),

gdzie dn =
∫
R
φ
(
x

2

)
φ(x− n)dx dla n ∈ Z, to ψ jest falką.

Innym przykładem zagadnienia, w którym występują równania skalujące są tak
zwane schematy podziałowe. Schematy te stanowią efektywną metodę generowania
krzywych i powierzchni (zob. np. [1, 19, 52]). W pewnym przybliżeniu ideę sche-
matu podziałowego można wyjaśnić w następujący sposób: Załóżmy, że mamy ciąg
(cn)n∈Z zwany maską schematu podziałowego i początkową sekwencję danych w po-
staci ciągu v0 = (v0

l )l∈Z. Wówczas definiujemy rekurencyjnie nowe ciągi danych
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(vn)n∈N =
(
(vnl )l∈Z

)
n∈N

(zgodnie z regułą zwaną the refinement rule) wzorem

vnl =
∑
m∈Z

cl−2mv
n−1
m

dla wszystkich l ∈ Z oraz n ∈ N. Okazuje się, że pod pewnymi założeniami ciąg
danych (vn)n∈N startujący z v0 = (δ0,l)l∈Z jest zbieżny do całkowalnej funkcji gładkiej
f : R→ R w następującym sensie

lim
n→+∞

sup
l∈Z
|f(2−ln)− vnl | = 0.

Krzywa f będąca tą granicą jest rozwiązaniem klasycznego równania skalującego z
k = 2. Ponadto, dla każdego początkowego układu danych v0 ∈ l∞(Z), ciag danych
(vn)n∈N jest zbieżny do krzywej f0, którą można zapisać w postaci sumy f0(x) =∑
l∈Z v

0
l f(x − l) dla każdego x ∈ R, gdzie f jest otrzymaną wyżej krzywą gładką

(zob. np. [4, 44]).
Prostym uogólnieniem klasycznego równania skalującego jest tak zwane dwukie-

runkowe równanie skalujące

f(x) =
∑
n∈Z

cn,1f(kx− n) +
∑
n∈Z

cn,−1f(−kx− n), (S2)

w którym współczynniki spełniają warunek
∑
n∈Z(cn,−1 + cn,1) = k, a k jest usta-

loną liczbą dodatnią. Ten rodzaj równania skalującego, intensywnie badanego od
poprzedniego dziesięciolecia, ma związek z konstrukcjami falek dwukierunkowych,
falek biortogonalnych a także ramek falkowych (zob. np. [41, 62, 63, 65]). Równa-
nie to (podobnie jak klasyczne) pozwala charakteryzować pewne funkcje specjalne.
Mamy mianowicie następujący fakt (zob. [11, 12]):

Stwierdzenie 1. Niech a ∈ (−1, 1), fa,0(x) = max{1 − |x|, 0} i fa,n+1(x) =
fa,n(3x) + 1−a

2 (fa,n(−3x − 1) + fa,n(3x + 1)) + 1+a
2 (fa,n(−3x − 2) + fa,n(3x + 2))

dla x ∈ R oraz n ∈ N ∪ {0}. Wówczas ciąg (fa,n)n∈N0 jest zbieżny punktowo do
funkcji ciągłej fa, która jest jedynym (z dokładnością do stałej multiplikatywnej)
całkowalnym rozwiązaniem dwukierunkowego równania skalującego

fa(x) = fa(3x)+
1− a

2

(
fa(−3x−1)+fa(3x+1)

)
+

1 + a

2

(
fa(−3x−2)+fa(3x+2)

)
.

Co więcej: f 1
3

jest funkcją de Rhama1); f0 jest funkcją osobliwą, zawierającą funkcję
Cantora na przedziale [−1, 0], a na przedziale [0, 1] jest jej lustrzanym odbiciem; f− 13
jest funkcją giętą pierwszego rzędu2).

1) Jest to funkcja nigdzie nieróżniczkowalna, zwana również funkcją osobliwą Lebesgue’a (zob.
[36, 51]).
2) Funkcje gięte pierwszego rzędu to kawałkami liniowe funkcje ciągłe.
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Innym rozszerzeniem klasycznego równania skalującego jest równanie postaci

f(x) =
∫

Ω
|α|f(αx−M(ω))P (dω), (S3)

gdzie α jest ustaloną różną od zera liczbą rzeczywistą, (Ω,A, P ) jest przestrzenią
probabilistyczną, a M : Ω → R jest funkcją A-mierzalną. Rzeczywiście, zakładając
że współczynniki cn są nieujemne i sumują się do k oraz przyjmując

Ω = Z, P (n) =
cn
k

dla n ∈ Z,

widzimy, że równanie (S3) przyjmuje postać tak zwanego równania dwuskalującego3)

f(x) =
∑
n∈Z

cnf(kx−M(n)), (1)

które w przypadku, gdy M(n) = n dla n ∈ Z, jest klasycznym równaniem skalują-
cym. Kładąc z kolei

Ω = R, P (A) =
1
|α|

∫
A
c(y)dy dla A ∈ B(R), M(x) = x dla x ∈ R, (2)

gdzie nieujemna, mierzalna funkcja c spełnia warunek
∫
R c(y)dy = |α|, widzimy, że

równanie (S3) redukuje się do równania postaci

f(x) =
∫
R
c(y)f(αx− y)dy. (S4)

Jest to tak zwane ciągłe równanie skalujące. Równanie to ma także wiele zastoso-
wań; badane było m.in. w [6, 26, 35] oraz [14]. Podobnie jak (S1), także to rów-
nanie można wykorzystać do konstrukcji schematów podziałowych. Tutaj, analo-
gicznie jak w przypadku konstrukcji baz falkowych, gdzie dobiera się odpowiednie
współczynniki cn, poszukuje się stosownej funkcji c. Z tej perspektywy można więc
powiedzieć, że rozpatrując równanie (S3) zmienną jest miara P , przy zadanym para-
metrze α (w zastosowaniach równym najczęściej 2). Sytuacja odmienna ma miejsce
w problemie Erdősa (patrz komentarz po Uwadze 2), w którym ustalona jest mia-
ra P = 1

2δ−1 + 1
2δ1, a zmienia się α. Takie spojrzenia na równanie (S3) dodatkowo

motywują do rozważania jego naturalnych uogólnień.
Ustalmy zatem liczbę naturalną m, zupełną przestrzeń probabilistyczną

(Ω,A, P ) oraz A-mierzalne funkcje L : Ω → Rm×m, M : Ω → Rm i rozważmy rów-
nanie

f(x) =
∫

Ω
| detL(ω)|f(L(ω)x−M(ω))P (dω). (S5)

Zakładając od tej pory, że współczynniki występujące w klasycznym równaniu ska-
lującym jak i w dwukierunkowym równaniu skalującym są nieujemne zauważamy,

3) Taka nazwa pojawia się np. w pracy [11]. Klasyczne równanie skalujące nazywane jest tam
kratowo dwuskalującym; takie określenia są jednak mniej popularne.
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że równanie (S5) uogólnia równania (S1)–(S4). Występująca w nim funkcja loso-
wa ϕ : Rm × Ω → Rm dana wzorem ϕ(x, ω) = L(ω)x −M(ω) (funkcje tej postaci
nazywać będę dalej afinicznymi funkcjami losowymi) ma następujące własności:

(i) jeżeli det ∂ϕ
∂x

(x, ω) 6= 0, to ϕ(·, ω) jest dyfeomorfizmem na Rm;

(ii) ϕ(x, ·) jest A-mierzalna dla każdego x ∈ Rm;

(iii) (lm ⊗ P )(ϕ−1(B)) = 0 dla każdego B ∈ B(Rm) takiego, że lm(B) = 0.4)

Powyższe własności afinicznej funkcji losowej ϕ pozwalają rozpatrywać rozwiązania
równań skalujących postaci (S5) w przestrzeni L1(Rm) funkcji całkowalnych. Dla-
tego też zastępując afiniczną funkcję losową dowolną funkcją ϕ : Ω × Rm → Rm o
własnościach (i)–(iii), możemy rozważać jeszcze ogólniejsze równanie

f(x) =
∫

Ω

∣∣∣∣ det
∂ϕ

∂x
(x, ω)

∣∣∣∣f(ϕ(x, ω))P (dω). (S)

(Szczegółową analizę warunków, dla których równanie (S) z m = 1 ma sens w L1(R)
zawiera praca [II]). Powiemy wówczas, że element f przestrzeni L1(Rm) jest L1-
rozwiązaniem równania (S), gdy każdy jego reprezentant (oznaczamy go tym samym
symbolem f) spełnia równanie (S) dla lm-p.w. x ∈ Rm.

Przegląd5) równań typu skalującego zakończymy na macierzowym równaniu ska-
lującym, będącym odpowiednikiem równania (S5). Jest to równanie postaci

f(x) =
∫

Ω
| detL(ω)|C(ω)f(L(ω)x−M(ω))P (dω), (S6)

gdzie L : Ω → Rm×m, M : Ω → Rm, C : Ω → Rq×q są funkcjami A-mierzalnymi, a
q jest ustaloną liczbą naturalną. Przykładem macierzowego równania skalującego z
macierzowymi współczynnikami dn jest równanie postaci

f(x) =
N∑
n=0

dnf(2x− n), (3)

stanowiące główny przedmiot badań pracy [31]. Warto odnotować, że obok prac, w
których równania macierzowe występują samodzielnie są i takie, w których specjal-
ne wersje równania (S6) z macierzą C stopnia 2 były wykorzystywane do badania
dwukierunkowych równań skalujących (zob. [63, 64]).

Wszystkie równania (S1)–(S6) jak i (S) nazywać będziemy skalującymi. Rozważać
będziemy L1-rozwiązania tych równań tj. elementy przestrzeni L1(Rm) (a w przy-
padku wielowymiarowym elementy L1(Rm,Rq)). Zauważmy, że zbiór wszystkich L1-
rozwiązań dowolnego równania skalującego jest podprzestrzenią liniową przestrzeni
L1(Rm) (odp. L1(Rm,Rq)).

4) Tu i dalej lm oznacza m-wymiarową miarę Lebesgue’a, zaś B(X) rodzinę wszystkich podzbio-
rów borelowskich danej przestrzeni metrycznej X.
5) Obok rozważanych tutaj równań jednorodnych badane są również niejednorodne równania

skalujące (zob. np. prace [33, 58]).
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Transformaty

Naturalnym narzędziem w analizie równań skalujących są różnego rodzaju trans-
formaty. Wspomnimy tutaj o transformacie Fouriera-Stieltjesa6); głównie zaś omówi-
my zastosowanie transformaty Fouriera7), która ma znaczenie zarówno dla badania
L1-rozwiązań jak również rozwiązań dystrybucyjnych8). W tym kontekście, jak pi-
sze C. Heil i D. Colella w pracy [31], kluczową rolę odgrywa fakt, że transformata
Fouriera przekształca równanie skalujące do równoważnej postaci. Tę równoważną
formę można odczytać, jednakże nie bezpośrednio, używając również transformaty
Fouriera-Stieltjesa, czego przykładem jest [I, Lemma 1]. Rezultat ten, wykorzystu-
jący w dowodzie twierdzenie o aproksymacji dowolnych rozkładów miarami dyskret-
nymi oraz twierdzenie typu Helly’ego dla transformaty Fouriera-Stieltjesa, dotyczy
bowiem nie samego rozwiązania równania skalującego a jego dystrybuanty (o tego
rodzaju związkach traktować będzie następny rozdział). Bezpośrednie zaś zastosowa-
nie transformaty Fouriera zawiera [V, Proposition 2.1], podające równoważną postać
macierzowego równania skalującego. Dla sformułowania tego i następnego wyniku z
pracy [V] oznaczmy symbolem ∆ zbiór {ω ∈ Ω : detL(ω) 6= 0}.

Stwierdzenie 2. Niech f ∈ L1(Rm,Rq). Wówczas f jest L1-rozwiązaniem równa-
nia (S6) wtedy i tylko wtedy, gdy9)

f̂(x) =
∫

∆
eix·L(ω)−1M(ω)C(ω)f̂

(
L(ω)−1Tx

)
P (dω)

dla każdego x ∈ Rm.

Ze stwierdzenia tego wynika prosty fakt.

Uwaga 1. Niech ||D||∗ = sup{|Dx|∗ : x = (x1, . . . , xq) ∈ Rq, |x|∗ := |x1| + · · · +
|xq| = 1} dla D ∈ Rq×q. Jeżeli istnieje takie N ∈ N, że

∫
∆N

∣∣∣∣∣∣∣∣ N∏
n=1

C(ωn)
∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
(P ⊗ · · · ⊗ P )(d(ω1, . . . , ωN)) < 1,

to równanie (S6) nie ma nietrywialnych L1-rozwiązań. W szczególności, jeżeli q = 1,
C(ω) = 1 dla ω ∈ Ω i P (∆) < 1, to równanie (S5) nie ma nietrywialnych L1-
rozwiązań.

6) Przez transformatę Fouriera-Stieltjesa funkcji ϕ : R → C o ograniczonym wahaniu rozumieć
będziemy funkcję ϕ̂(x) =

∫
R e
−ixtdϕ(t).

7) Przez transformatę Fouriera elementu f ∈ L1(Rm,Rq) rozumieć będziemy funkcję f̂(x) =∫
Rm e

ix·tf(t)dt, gdzie · oznacza iloczyn skalarny.
8) Przez rozwiązanie dystrybucyjne rozumie się dystrybucję temperowaną. Taka dystrybucja

Υ jest rozwiązaniem równania (3), gdy Υϕ = 1
2

∑N
n=0 dnΥϕ(x+n2 ) dla każdej funkcji próbnej ϕ.

Dla przykładu: jedynym rozwiązaniem dystrybucyjnym równania f(x) = 2f(2x) (które nie ma
nietrywialnych L1-rozwiązań) jest delta Diraca skupiona w zerze.
9) Symbolem AT oznaczamy macierz transponowaną do A.
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Badając zatem istnienie L1-rozwiązań równań skalujących zakładać będziemy,
że macierz L(ω) jest nieosobliwa (albo ogólniej ϕ(·, ω) jest dyfeomorfizmem na Rm)
dla każdego ω ∈ Ω. Fakt ten nawiązuje m. in. do [11, Theorem 2.1.(a)] (dotyczącego
równania (1) z zespolonymi współczynnikami cn), które w odniesieniu do klasycz-
nego równania skalującego i po uwzględnieniu [11, Remark (1)] podaje następujące
twierdzenie:

Twierdzenie 1. Niech k ∈ (1,∞) i załóżmy, że∑
n∈Z

cn|n|δ <∞ (3)

dla pewnego δ ∈ (0,+∞).

(i) Jeżeli 1
k

∑
k∈Z cn < 1, to równanie (S1) nie ma nietrywialnych L1-rozwiązań.

(ii) Jeżeli 1
k

∑
k∈Z cn = 1, to przestrzeń rozwiązań równania (S1) jest co najwyżej

jednowymiarowa.

Rozszerzeniem drugiej części powyższego wyniku jest następujący rezultat, w
którym zbieżność szeregu (3) zastąpiono słabszym warunkiem z momentem logaryt-
micznym.

Twierdzenie 2 [III, Corollary 2.2]. Jeżeli∑
n∈Z\{0}

(cn,−1 + cn,1) log |n| <∞, (4)

to przestrzeń rozwiązań dwukierunkowego równania skalującego (S2) jest co najwyżej
jednowymiarowa. Ponadto, każde L1-rozwiązanie tego równania jest stałego znaku
(p.w.).

Analogiczne twierdzenie zachodzi również, po odpowiednim przeformułowaniu
założeń, dla ogólniejszych od (1) równań postaci

f(x) =
∑
n∈Z

cn,1f(kx−M(n)) +
∑
n∈Z

cn,−1f(−kx−M(n)).

Znacznie ogólniejszy rezultat dla macierzowych równań skalujących głosi, że wy-
miar przestrzeni rozwiązań równania (S6) nie przekracza liczby q (zob. [V, Corol-
lary 3.4]). Wymaga on jednak, jak zobaczymy, przyjęcia bardziej skomplikowanych
założeń, pozwalających otrzymać postać transformaty Fouriera potencjalnych roz-
wiązań. Niech zatem Ψ będzie funkcją daną wzorem10)

Ψ(y) =
∫ y

0
P ({ω ∈ Ω : − log sup{||L(ω)−1z|| : z ∈ Rm, ||z|| = 1} > x})dx dla y > 0

i niech L(ω)−1 = [aij(ω)]i,j=1,...,m, a PL−1M niech oznacza rozkład zmiennej losowej
||L(ω)−1M(ω)||. Rozważmy następujące założenia:

10) Występująca tu i dalej norma || · || oznacza normę euklidesową.
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(H1) P (||L−1M || = 0) < 1,
∫ ∞

1

log x
Ψ(log x)

PL−1M(dx) <∞,

−∞ <
∫

Ω
max

i,j=1,...,m
|aij(ω)|P (dω) oraz

∫
Ω

log
m∑
i=1

m∑
j=1

|aij(ω)|2P (dω) < 0.

(H2) wszystkie macierze C(ω) są kolumnowo stochastyczne i spełniają jednostajny
warunek Doeblina w Ω, tj. istnieje taka stała dodatnia c, że

q∑
i=1

min{Ci1(ω), . . . , Ciq(ω)} > c dla ω ∈ Ω.

Założenie (H1) gwarantuje zbieżność stosownego szeregu zmiennych losowych
(omówionych dalej w rozdziale pt. ”Perpetuity”). Warunek (H2) zapewnia z kolei
(zob. [57, Theorem 1]) zbieżność ciągu iloczynu (C(ω1) · . . . ·C(ωn))n∈N macierzy dla
każdego parametru ω = (ω1, ω2, . . . ) ∈ Ω∞ := Ω×Ω× . . . Można go zastąpić innym,
zapewniającym np. zbieżność według rozkładu (którą zakładamy w [V, Theorem
3.3]).

Twierdzenie 3 [V, Theorem 3.1]. Przyjmijmy (H1) i (H2). Załóżmy dalej, że
f ∈ L1(Rm,Rq) i niech

L−1
k (ω) = L(ωk)−1, Mn(ω) = M(ωn), Cn(ω) = C(ωn)

dla ω = (ω1, ω2, . . . ) ∈ Ω∞. Wówczas ciąg(
exp

{
ix ·

N∑
n=1

( n∏
k=1

L−1
k

)
Mn

} N∏
n=1

Cnf̂
(( N∏

n=1

L−1
n

)T
x
))

N∈N

jest zbieżny p.n. i w L1(Rm,Rq). Ponadto f jest L1-rozwiązaniem równania (S6)
wtedy i tylko wtedy, gdy

f̂(x) =
∫

Ω∞
exp

{
ix ·

∞∑
n=1

( n∏
k=1

L−1
k

)
Mn

} ∞∏
n=1

Cnf̂(0) dP∞ (5)

dla każdego x ∈ Rm.

Otrzymana tutaj formuła (5) stanowi uogólnienie znanej reprezentacji (zob. np.
[9, 11, 16, 48]) rozwiązań równania (S1) postaci

f̂(x) = f̂(0)
∞∏
n=1

h
(
x

kn

)
,

gdzie h(x) = 1
k

∑
n∈Z cne

inx.

Dystrybuanty

Załóżmy, że m = 1, ustalmy x0 ∈ R i niech Ω+ = {ω ∈ Ω : ∂ϕ
∂x

(x0, ω) > 0}. Wo-
bec przyjętych założeń o funkcji ϕ, zbiór Ω+ nie zależy od wyboru x0. Następujący
fakt jest użytecznym narzędziem badania istnienia L1-rozwiązań równania (S).
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Stwierdzenie 3 [II, Proposition 3.1]. Równanie (S) ma nietrywialne L1-
rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdy równanie

F (t) =
∫

Ω+
F (ϕ(t, ω))P (dω) +

∫
Ω\Ω+

[1− F (ϕ(t, ω))]P (dω) (6)

ma rozwiązanie będące absolutnie ciągłą dystrybuantą.

Występujące tu równanie (6) na użytek opracowania nazywać będziemy rów-
naniem dystrybuant. Absolutna ciągłość rozwiązań ciągłych szczególnego rodzaju
równań dystrybuant badana była w kontekście L1-rozwiązań klasycznego równania
skalującego między innymi w pracach [13, 48] (por. [60]). Powyższe stwierdzenie
wpisuje się w te badania, pozwalając uzyskać np. taki oto wynik natury negatywnej.

Twierdzenie 4 [II, Theorem 3.3]. Załóżmy, że |ϕ(x, ω) − ϕ(y, ω)| 6 ξ(ω)|x − y|
dla x, y ∈ R, ω ∈ Ω. Jeżeli ξ : Ω→ (0,+∞) jest funkcją A-mierzalną oraz

−∞ <
∫

Ω
log ξ(ω)P (dω) < 0,

to jedynym L1-rozwiązaniem równania (S) jest funkcja zerowa.

Z powyższego twierdzenia wynika w szczególności, że jeżeli −∞ <∫
Ω log |L(ω)|P (dω) < 0, to równanie (S5) nie ma nietrywialnych L1-rozwiązań. Po-

dobny rezultat można otrzymać w przypadku wielowymiarowym (zob. komentarz
do równania (24) na str. 26).

Przedstawiony tutaj związek równań skalujących z równaniami dystrybuant do-
starcza również wyników pozytywnych, o czym będzie mowa w kolejnych dwóch
częściach tego omówienia.

Perpetuity

Załóżmy, że (ξn, ηn)n∈N jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o
tym samym rozkładzie, P (ξ1 = 0) = 0, −∞ <

∫
Ω log |ξ1(ω)|P (dω) < 0,∫

Ω log max{|η1(ω)|, 1}P (dω) < +∞. Wówczas szereg

∞∑
n=1

ηn
n−1∏
k=1

ξk, (7)

zwany perpetuitą, jest zbieżny p.n. (zob. [28, 37] oraz [59]). Dystrybuanta F sumy
S tego szeregu jest albo absolutnie ciągła albo ciągła i osobliwa (względem miary
Lebesgue’a) albo S = c p.w. dla pewnego c ∈ R (co jest równoważne warunkowi
P (η1 + cξ1 = c) = 1)). Co więcej, spełnia ona, jak udowdnił A.K. Grincevičjus w
[28], równanie dystrybuant postaci

F (x) =
∫
L>0

F (L(ω)x−M(ω))P (dω) +
∫
L<0

[1− F (L(ω)x−M(ω))]P (dω), (8)
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gdzie L = ξ−1
1 , M = ξ−1

1 η1.
Ponieważ rozwiązania nieciągłe równania dystrybuant nie mogą dać nietrywial-

nych rozwiązań równań skalujących, więc bez straty ogólności milcząco zakładać
będziemy od tej pory tak zwany warunek niezdegenenerowania:

P (M + cL = c) < 1 dla każdego c ∈ R.

Dla przykładu warunek ten dla równania dwukierunkowego oznacza, że c−(k+1)α,−1 +
c(k−1)α,1 < k dla wszystkich α ∈ R takich, że (k+1)α ∈ Z i (k−1)α ∈ Z; w przypadku
równania (S1) przekłada się to na założenie, że co najmniej dwa występujące w nim
współczynniki cn są niezerowe.

Równanie (8) ma bogatą literaturę (zob. pracę przeglądową K. Barona i W.
Jarczyka [2]). Specjalna postać równania (8) posłużyła W. Sierpińskiemu [55] do
charakteryzacji funkcji Cantora. W kontekście równań skalujących, szczególny przy-
padek równania dystrybuant rozpatrywał V. Protasov, dowodząc bezpośrednio na-
stępującego twierdzenia (zob. [48, Proposition 1]):

Twierdzenie 5. Załóżmy, że k > 2 jest ustaloną liczbą naturalną, a nieujemne
liczby pn, n ∈ Z, z których co najmniej dwie są dodatnie, spełniają warunki:∑

n∈Z
|n|pn < +∞ oraz

∑
n∈Z

pn = 1.

Wówczas równanie
F (x) =

∑
n∈Z

pnF (kx− n)

ma dokładnie jedno (z dokładnością do stałych: multiplikatywnej i addytywnej) roz-
wiązanie w klasie funkcji o ograniczonym wahaniu. Co więcej, rozwiązanie to jest
ciągłą dystrybuantą, albo absolutnie ciągłą albo osobliwą.

Wykorzystując teorię perpetuit, można uzyskać rezultat następujący11):

Twierdzenie 6 [I, Theorem 2, Corollary 1]. Załóżmy, że

0 <
∫

Ω
log |L(ω)|P (dω) < +∞,

∫
Ω

log max
{ |M(ω)|
|L(ω)|

, 1
}
P (dω) < +∞.

Niech F : R → [0, 1] będzie jedynym rozwiązaniem równania (8) w klasie ciągłych
dystrybuant i niech S oznacza zbiór wszystkich ciągłych rozwiązań ϕ : R → C rów-
nania (8) o ograniczonym wahaniu. Wówczas:

(i) Jeżeli P (L < 0) = 0, to S = {aF + b : a, b ∈ C}.
11) Występująca w Twierdzeniu 6 dystrybuanta F jest oczywiście albo absolutnie ciągła albo oso-

bliwa. W przypadku, gdy P jest miarą skoncentrowaną na zbiorze skończonym, założenie ciągłości
elementów zbioru S można pominąć, gdyż równość (9) z pracy [I] wówczas zachodzi.
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(ii) Jeżeli P (L < 0) > 0, to S = {aF + b : a, b ∈ C, a+ 2b = 1}.

Uwzględniając wyjściowe w tej części rozważania, związek równania skalującego
(S5) z równaniem dystrybuant (8), widoczny w Stwierdzeniu 3, można ująć nie-
co inaczej. Mianowicie, jeżeli dystrybuanta F perpetuity (7), będąca rozwiązaniem
równania (8) ma gęstość f ∈ L1(R), to f jest L1-rozwiązaniem równania (S5) i
na odwrót: jeżeli f ∈ L1(R) jest nietrywialnym rozwiązaniem równania (S5), to
F (x) = 1

‖f‖L1

∫ x
−∞ |f(t)|dt jest (absolutnie ciągłą) dystrybuantą spełniającą równa-

nie (8). Stąd mamy natychmiast prostą uwagę dotyczącą bardzo specjalnej wersji
równania skalującego.

Uwaga 2. Niech α ∈ (1,+∞). Wówczas równanie

f(x) =
α

2
f(αx− 1) +

α

2
f(αx+ 1) (9)

ma nietrywialne L1-rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdy perpetuita

∞∑
n=1

1
αn
Xn (10)

ma rozkład ciągły, gdzie (Xn)n∈N jest ciągiem Bernoulliego, tzn. zmienne Xn, n ∈ N,
są niezależne i maja ten sam rozkład dwupunktowy P (Xn = −1) = P (Xn = 1).

Zadanie wyznaczenia tych parametrów α dla których suma szeregu (10) ma roz-
kład ciągły stanowi istotę problemu Erdősa. Zauważmy, że dla α = 2 równanie (9)
jest przykładem klasycznego równania skalującego, którego jedynym rozwiązaniem
jest funkcja gęstości rozkładu jednostajnego na przedziale [−1, 1] (por. [60, The-
orem 1]). Prace takich matematyków jak P. Erdős, A. Garsia, B. Jessen, R. Kersher,
Y. Peres, W. Schlag, B. Solomyak i A. Wintner przyniosły następujące informacje
(zob. np. [20, 56] oraz [47]): suma Sα szeregu (10) ma rozkład czystego typu12); jeżeli
α > 2, to Sα ma rozkład osobliwy; jeżeli α ∈ {2 1n : n ∈ N}, to Sα ma rozkład ciągły;
jeżeli α jest liczbą Pisota13), to Sα ma rozkład osobliwy; jeżeli α jest liczbą Garsii14),
to Sα ma rozkład ciągły; dla p.w. α 6 2 rozkład zmiennej Sα jest ciągły.

Ukazany związek równań skalujących z problemem Erdősa rodzi przekonanie, że
rozwiązanie równań skalujących w całej rozciągłości parametrów jest bardzo trudne.
Tym niemniej analizowane w literaturze przedmiotu równania skalujące, badane w
związku z zamierzonymi zastosowaniami, posiadają często nietrywialne rozwiązania.
Przykładem takiego równania jest ciągłe równanie skalujące, dla którego R.Q. Jia,
S.L. Lee i A. Sharma udowodnili taki oto rezultat:
12) Rozkładem czystego typu nazywać będziemy rozkład który jest albo ciągły albo osobliwy.
13) Liczbę algebraiczną λ > 1 nazywamy liczbą Pisota, jeżeli wszystkie pozostałe pierwiastki jej

wielomianu minimalnego są wewnątrz koła jednostkowego.
14) Liczbę algebraiczną λ ∈ (1, 2) nazywamy liczbą Garsii, jeżeli wszystkie pierwiastki jej wielo-

mianu minimalnego są na zewnątrz koła jednostkowego, a wyraz wolny tego wielomianu jest równy
2 lub −2.
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Twierdzenie 7 [35, Corollary 3.2]. Załóżmy, że funkcja c ∈ L1(R) ma zwarty
nośnik oraz α =

∫
R c(y)dy > 1. Wówczas istnieje nietrywialne L1-rozwiązanie o

zwartym nośniku ciągłego równania skalującego (S4).

Zauważmy, że dla nieujemnej funkcji c spełniającej założenia powyższego twier-
dzenia i dla miary P określonej wzorem (2), zmienna M = idR ma rozkład ciągły z
gęstością c/α oraz∫

R
log max {|M(x)|, 1}P (dx) =

∫
{x∈R: |x|>1}

log |x|c(x)
α

dx < +∞.

Wynika stąd, że następujący rezultat, wykorzystujący absolutną ciągłość dystrybu-
anty stosownej perpetuity, rozszerza Twierdzenie 7.

Twierdzenie 8 [I, Proposition 2, Corollary 3, Corollary 4]. Załóżmy, że zmienna
M : Ω→ R ma ciągły rozkład oraz∫

Ω
log max {|M(ω)|, 1}P (dω) < +∞.

Jeżeli |α| > 1, to przestrzeń L1-rozwiązań ciągłego równania skalującego (S3) jest
jednowymiarowa.

Należy odnotować, że w ogólnym przypadku rozwiązania równań skalujących nie
muszą mieć zwartego nośnika. Warunki dostateczne na zwartość nośnika rozwiązania
równania skalującego podaje Twierdzenie 12, będące jednym z dwóch rozszerzeń
Twierdzeń 7 i 8.

Absolutnie ciągłe dystrybuanty i zbiory blokujące

W poprzednich dwóch częściach zaakcentowaliśmy fakt, że poszukiwanie nietry-
wialnych rozwiązań równań skalujących wiąże się z badaniem absolutnej ciągłości
stosownego równania dystrybuant. W pracy [III] takiemu badaniu poddane zosta-
ło równanie dwukierunkowe (S2). Transformata Fouriera-Stieltjesa dystrybuanty F ,
spełniającej odpowiadające równaniu (S2) (zgodnie ze Stwierdzeniem 3) równanie
dystrybuant, spełnia zależność:

F̂ (x) =
∑
ε=±1

mε

(
εx

k

)
F̂
(
x

k

)
, (11)

gdzie m−1,m1 : R→ C są funkcjami charakterystycznymi danymi wzorem

mε(x) =
∑
n∈Z

cn,ε
k
e−inx.

Podstawowym kryterium absolutnej ciągłości dystrybuanty F wypracowanym w
pracy [III] jest następujące twierdzenie [III, Lemma 4.1, 4.3, 4.4 oraz Corollary 2.2]:
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Twierdzenie 9. Załóżmy (4) i niech F oznacza (jedyną) ciągłą dystrybuantę, której
transformata Fouriera-Stieltjesa F̂ spełnia równanie (11).

(i) Jeżeli
F̂ (2nπ) = 0 dla n ∈ Z \ {0}, (12)

to F jest absolutnie ciągła i przestrzeń L1-rozwiązań równania (S2) jest jedno-
wymiarowa, a ponadto wszystkie L1-rozwiązania są stałego znaku (p.w.). Na
odwrót, jeżeli F jest absolutnie ciągła, to <e F̂ (2nπ) = 0 dla n ∈ Z \ {0}.

(ii) Załóżmy dodatkowo, że m−1(0) = 0 albo m1(0) = 0. Wówczas dystrybuanta
F jest absolutnie ciągła (lub równoważanie: przestrzeń L1-rozwiązań równania
(S2) jest jednowymiarowa) wtedy i tylko wtedy spełniony jest warunek (12).

Podobna do warunku (12) własność znana jest w odniesieniu do wspomnianego
na początku tego omówienia pojęcia analizy wieloskalowej. Mianowicie (zob. np.
[9], [10, Chapter 6.2] oraz [61, Stwierdzenie 3.17]), jeżeli φ ∈ L1(R) ∩ L2(R) jest
funkcją skalującą pewnej analizy wieloskalowej, to jej transformata Fouriera φ̂ znika
w punktach 2nπ dla n ∈ Z \ {0}.

Charakteryzacje istnienia nietrywialnych L1-rozwiązań (klasycznego) równania
skalującego zajmowały wielu matematyków. Uzyskiwane warunki równoważne ist-
nieniu rozwiązań są jednakże na ogół wyjątkowo trudne do sprawdzania (zob. np.
[34, 40, 50]). Pewnym wyjątkiem są prace [13, 48], w których to A. Deliu i M.C.
Spruill oraz niezależnie V. Protasov podali charakteryzacje istnienia L1-rozwiązań
klasycznego równania skalującego z nieujemnymi współczynnikami oparte na tak
zwanych zbiorach blokujących. Zbiory te w pracy [III] zostały wykorzystane do cha-
rakteryzacji rozwiązań równań dwukierunkowych. Podłożem dla tych charakteryza-
cji było Twierdzenie 9, w którym znikanie transformaty zastąpione zostało istnie-
niem stosownego zbioru blokującego. Poniżej przedstawimy otrzymane w ten sposób
wybrane rezultaty, ograniczając się do zarysowania pojęcia zbioru blokującego na
następującym przykładzie.
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Powyższy rysunek przedstawia fragment drzewa skierowanego T = (V,E) (rzędu 2),
w którym poziomy V0, V1, . . . tworzą zbiór odpowiednio zakodowanych wierzchołków
v ∈ V , zaś krawędzie (v, w) spełniają warunek: (v, w) ∈ E, gdy v ∈ VN , w ∈
VN+1, w = v+j

2 dla j = 0 lub j = 1. Podzbiór Γ zbioru wierzchołków drzewa
T nazywamy silnie blokującym, gdy nie zawiera on wierzchołka 2π, stanowiącego
korzeń drzewa T ; zachodzi relacja: v ∈ Γ wtedy i tylko wtedy, gdy 2π − v ∈ Γ;
każda nieskończona ścieżka wychodząca z korzenia zawiera dokładnie jeden element
zbioru Γ. Stosowne osłabienie ostatniego warunku prowadzi do pojęcia zbioru słabo
blokującego. Ma ono tę własność, że każdy skończony zbiór słabo blokujący jest
silnie blokujący. Wyróżniony w naszym przykładzie zbiór

{
π
4 ,

7
4π,

3
8π,

5
8π,

11
8 π,

13
8 π
}

jest (silnie) blokujący. Zbiory blokujące drzewa rzędu 2 odnoszą się do równań (S1),
(S2) z k = 2. W podanym niżej twierdzeniu liczba naturalna k > 2 jest dowolna i
jednocześnie tożsama z rzędem występującego w nim drzewa.

Twierdzenie 10 [III, Theorem 6.1, Corollary 6.2]. Załóżmy (4), ustalmy ε ∈
{−1, 1} i niech mε(0) = 0. Wówczas:

(i) Równanie (S2) ma nietrywialne L1-rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
słabo blokujący zbiór drzewa T składający sie z pierwiastków równania

mε(t) = 0. (13)

(ii) Jeżeli dodatkowo dla pewnego N ∈ N, c0,−ε 6= 0, cN,−ε 6= 0 oraz cn,ε = 0 dla
n ∈ Z \ {0, . . . , N}, to równanie (S2) ma nietrywialne L1-rozwiązanie wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje silnie blokujący zbiór drzewa T składający się z co
najwyżej N pierwiastków równania (13).

Zauważmy, że jeżeli m−1(0) = 0, to równanie (S2) redukuje się do równania
(S1). Z tego powodu Twierdzenie 10(ii) zawiera [48, Theorem 4b] i [13, Theorem
4.3] - twierdzenia dotyczące klasycznego równania skalującego skończonego rzędu.
Podobnie Twierdzenie 10(i) uogólnia [48, Theorem 4a], w którym ε = −1 i zakłada
się silniejszy niż (4) warunek (3) z liczbą δ równą 1.

Iterowane układy funkcyjne i operatory Markowa-Foiasa

Rozważany w części pt. ”Perpetuity” problem Erdősa można ująć nieco inaczej.
Ustalmy mianowicie β ∈ (0, 1) i określmy funkcje S−1, S1 : R→ R wzorem Sk(x) =
βx−k. Wówczas (zob. np. [32]) istnieje dokładnie jedna taka probabilistyczna miara
borelowska µβ na prostej, że

µβ(A) =
µβ(S−1 ∈ A) + µβ(S1 ∈ A)

2
dla A ∈ B(R).

Miarę µβ nazywamy splotem Bernoulliego, gdyż µβ = ∗
∞∏
n=0

δ−βn + δβn

2
. Jest to roz-

kład szeregu zmiennych losowych postaci (10) z α = 1
β
, gdzie (Xn)n∈N jest ciągiem
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Bernoulliego. Ponadto, miara µβ ma rozkład ciągły wtedy i tylko wtedy, gdy równa-
nie (9) z α = 1

β
ma nietrywialne L1-rozwiązanie. Związek takiego charakteru i jego

konsekwencje, które za chwilę ukażemy, mają również miejsce dla równania (S5). Z
równaniem tym wiążemy iterowany układ funkcyjny15) {Sω : ω ∈ Ω} składający się
z odwzorowań Sω : Rm → Rm danych wzorem

Sω(x) = L(ω)−1(x+M(ω)). (14)

NiechM1(Rm) oznacza rodzinę wszystkich borelowskich miar probabilistycznych na
Rm. Rozważmy operator Markowa P : M1(Rm)→M1(Rm) określony wzorem

Pµ(A) =
∫

Ω

∫
Rm

1A(Sω(x))µ(dx)P (dω). (15)

Jest to operator fellerowski z operatorem dualnym P∗ : C(Rm)→ C(Rm) postaci

P∗g(x) =
∫

Ω
g(Sω(x))P (dω).

Miarę µ ∈ M1(Rm) nazywamy stacjonarną lub niezmienniczą dla operatora Mar-
kowa P , gdy Pµ = µ. Jeżeli operator P ma miarę stacjonarną µ, to

µ(A) =
∫

Ω
µ(Sω ∈ A)P (dω) dla A ∈ B(R). (16)

Miara µ spełniająca (16) nazywa się też samopodobną. (Taką miarą jest rozważana
wyżej µβ). Jest ona czystego typu i jeżeli ma ona gęstość, to gęstość ta jest L1-
rozwiązaniem równania (S5) i na odwrót: jeżeli f jest nietrywialnym i nieujemnym
L1-rozwiązaniem równania (S5), to miara µ(B) = 1

‖f‖L1

∫
B f(t)dt, B ∈ B(Rm), jest

miarą samopodobną. Tego typu zależność była wykorzystywana w wielu szczegól-
nych przypadkach równania (S5) (zob. [30]; por. też [39]). Ma ona też ścisły związek
z konstrukcją falek typu Haara (zob. np. [21, 29, 40]).

Zanim sformułujemy twierdzenie charakteryzujące L1-rozwiązania równania (S5)
poprzez miary niezmiennicze operatorów Markowa, rozważmy następujące warunki:

sup
ω∈Ω
‖Sω(0)‖ < +∞ oraz sup

ω∈Ω
sup
‖x‖=1

‖L(ω)−1x‖ < 1. (17)

Są to warunki dostateczne na asymptotyczną stabilność rozważanego tutaj IFS-u
{Sω : ω ∈ Ω} (14) (fakt ten jest treścią [IV, Theorem 3.2]). Dokładniej, gwaran-
tują one, że istnieje jedyny, niepusty i zwarty zbiór A∗ ⊂ Rm, zwany atraktorem,
taki, że H(A∗) = A∗ oraz limn→∞H

n(A) = A∗ dla każdego zwartego i niepustego
zbioru A ⊂ Rm, gdzie H : Rm → Rm jest operatorem Hutchinsona danym wzorem
H(A) = cl

⋃
ω∈Ω Sω(A), a zbieżność zachodzi w metryce Hausdorffa. Zawarta w tym

twierdzeniu informacja o istnieniu atraktora przekłada się na zwartość nośnika L1-
rozwiązania równania (S5), którą ujmuje druga część zapowiadanej charakteryzacji.

15) Dalej będziemy używać skrótu IFS.
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Twierdzenie 11 [IV, Theorem 4.3, Theorem 4.4, Corollary 4.5]. Jeżeli∫
Ω
‖Sω(0)‖P (dω) < +∞ oraz

∫
Ω

sup
‖x‖=1

‖L(ω)−1x‖P (dω) < 1, (18)

to operator Markowa P : M1(Rm) → M1(Rm) dany wzorem (15) jest asympto-
tycznie stabilny, tzn. istnieje dokładnie jedna miara niezmiennicza µ∗ ∈ M1(Rm)
spełniająca warunek limn→∞Pnµ = µ∗ dla każdej miary µ ∈M1(Rm), gdzie wystę-
pująca tu zbieżność zachodzi w normie Fortet-Mouriera, lub równoważnie, w słabym
sensie. Ta jedyna miara niezmienicza µ∗ operatora P jest czystego typu i jest ona ab-
solutnie ciągła wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dokładnie jedna gęstość f ∈ L1(Rm)
spełniająca równanie (S5). W szczególności, jeżeli zachodzi (17) oraz µ∗ ma gęstość
f , to ta gęstość jest L1-rozwiązaniem równania (S5) oraz

supp f = suppµ∗ ⊂ A∗,

gdzie A∗ jest atraktorem IFS-u {Sω : ω ∈ Ω}.

Zauważmy, że jeżeli P ({ω0}) = 1 dla pewnego ω0 ∈ Ω, a x0 jest jedynym punk-
tem stałym odwzorowania Sω0 , to suppµ∗ = {x0}. Tymczasem atraktor A∗ IFS-u
{Sω : ω ∈ Ω} zawiera wszystkie punkty stałe odwzorowań Sω. Przykładem rów-
nania skalującego, dla którego nośnik rozwiązania może pokrywać się z atraktorem
stosownego IFS-u jest równanie postaci

f(x) =
N∑
n=1

cna
m
n f(anRnx− bn),

gdzie N ∈ N, cn > 0,
∑N
n=1 cn = 1, an > 1, cnamn = 1, bn ∈ Rm a Rn jest macierzą or-

togonalną (tzn. R−1
n = RT

n ) dla każdego n ∈ {1, ..., N}. Jeśli bowiem takie równanie
ma nietrywialne L1-rozwiązanie, to (zob. [IV, Theorem 5.2]) z dokładnością do sta-
łej multiplikatywnej jest ono indykatorem atraktora IFS-u {S1, ..., SN} odwzorowań
postaci Sn(x) = a−1

n RT
n (x+ bn) dla n ∈ {1, ..., N}.

Wykorzystanie operatorów Markowa, przynoszące nietrywialne rozwiązania rów-
nań skalujących znane jest w przypadku klasycznego równania skalującego skończo-
nego rzędu dla m = 1 (zob. np. [24]). W sytuacji ogólnej, w świetle Twierdzenia
11, pożądane są warunki gwarantujące absolutną ciągłość miary niezmienniczej16).
Poniższy przykład dotyczy przypadku, gdy macierz L nie zależy od ω. Definiujemy

S(x) = L−1x, ν(B) = P ({ω ∈ Ω : L−1M(ω) ∈ B}).

Wówczas operator S zachowuje zbiory miary zero, a operator Markowa związany z
Sω(x) = L−1(x+M(ω)) jest operatorem Foiasa:

P∗g(x) =
∫

Ω
g(Sω(x))P (dω) =

∫
Rm

g(S(x) + y)ν(dy).

16) Według [46, Theorem 1], pod stosownymi założeniami, typową w sensie kategorii jest sytuacja,
gdy miara niezmiennicza jest osobliwa.
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Operator ten ma tę oczekiwaną przez nas własność, że jeśli jest on asymptotycz-
nie stabilny i rozkład ν nie jest rozkładem osobliwym, to miara niezmiennicza jest
absolutnie ciągła [38, Theorem 12.7.2]. Pozwala to uzyskać następujący rezultat,
rozszerzający Twierdzenia 717) i 8.

Twierdzenie 12 [IV, Theorem 5.1]. Załóżmy, że macierz L nie zależy od ω i speł-
niony jest warunek

sup
‖x‖=1

‖L−1x‖ < 1 oraz
∫

Ω
‖M(ω)‖P (dω) < +∞.

Jeżeli część absolutnie ciągła w rozkładzie Lebesgue’a rozkładu zmiennej M jest nie-
zerowa, to równanie (S5) ma nietrywialne i nieujemne L1-rozwiązanie f . Ponadto,
jeżeli zmienna M jest ograniczona, to

supp f ⊂ A∗,

gdzie A∗ jest atraktorem IFS-u {Sω : ω ∈ Ω} funkcji postaci (14).

Punkty stałe afinicznych funkcji losowych

Bezpośrednie badanie równań dystrybuant (6) lub (8) poprzez ich iterowanie, już
w tym jednowymiarowym przypadku (m = 1) nastręcza trudności ze względu na ich
dwuczłonowość. Stąd też narodził się pomysł, aby rozwiązania równań skalujących,
które z dokładnością do normalizacji są gęstościami, opisywać przez rozkłady (por.
[3, 60]). Oznaczając symbolem d= równość rozkładów, rozważmy równanie postaci

Φ d=κ(Λ,Φ), (19)

zakładając, że

(H) X jest ośrodkową przestrzenią metryczną, Λ: Ω→ X jest funkcjąA-mierzalną,
a κ : X × Rm → Rm jest taką funkcja borelowską, że κ(Λ(ω), ϕ(x, ω)) = x dla
każdych x ∈ Rm, ω ∈ Ω.

Poniższe twierdzenie charakteryzuje L1-rozwiązania równania (S) poprzez roz-
wiązania równania (19).

Twierdzenie 13 [VI, Proposition 4.1]. Załóżmy (H). Niech Φ : Ω → Rm będzie
absolutnie ciągłą zmienną losową z gęstością f i załóżmy, że wektory losowe Φ,Λ są
niezależne. Wówczas f jest L1-rozwiązaniem równania (S) wtedy i tylko wtedy, gdy
Φ jest rozwiązaniem równania (19).

17) Ponieważ miarę P i zmienną M dane wzorem (2) wystarczy rozpatrywać na nośniku funkcji
c, więc jeżeli ta ma zwarty nośnik, to i zmienna M też ma zwarty nośnik i w konsekwencji jest
ograniczona.
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Wynik tego typu dla równania (S5) podamy w nieco innej formie, ukrywając
występujące w Twierdzeniu 13 założenie niezależności w pojęciu punktu stałego
funkcji losowej. W tym celu ustalmy A-mierzalne funkcje ξ : Ω → Rm×m i η : Ω →
Rm. Niech Ψ będzie afiniczną funkcją losową daną wzorem

Ψ(t, ω) = η(ω) + ξ(ω)t dla t ∈ Rm, ω ∈ Ω.

Punktem stałym afinicznej funkcji losowej Ψ nazywać będziemy taki rozkład wektora
losowego Φ : Ω→ Rm, niezależnego od (η, ξ), że zachodzi

Φ d=ξΦ + η.

Definicję tę wprowadzili C.M. Goldie i R.A. Maller (dla m = 1) w pracy [25], podając
przejrzyste warunki równoważne istnienia punktów stałych i rozwiązując ostatecznie
problem zbieżności perpetuit. Znaczenie niezależności w definicji punktu stałego
uwidacznia na przykład Lemma 1.1 z pracy [59].

W kolejnym twierdzeniu poprzez takie punkty stałe scharakteryzujemy sytuację,
gdy gęstość zmiennej losowej określonej na odcinku (0, 1) z miarą Lebesgue’a jest
L1-rozwiązaniem równania skalującego (S5). Niech Π : Ω × (0, 1) → (0, 1) oznacza
rzutowanie.

Twierdzenie 14 [VI, Theorem 4.2]. Załóżmy, że Φ: (0, 1) → Rm jest zmienną
losową z gęstością f . Wówczas f jest L1-rozwiązaniem równania skalującego (S5)
wtedy i tylko wtedy, gdy rozkład Φ◦Π jest dystrybucyjnym punktem stałym afinicznej
funkcji losowej Ψ : Rm × Ω× (0, 1)→ Rm danej wzorem

Ψ(t, ω, x) = L−1(ω)M(ω) + L−1(ω) t dla t ∈ Rm, ω ∈ Ω, x ∈ (0, 1). (20)

Wykorzystując powyższą charakteryzację w przypadku jednowymiarowym otrzy-
mujemy kolejne rozszerzenie Twierdzeń 7 i 8.

Twierdzenie 15 [VI, Theorem 5.4, Proposition 5.6]. Jeżeli P (M = 0) < 1 oraz

lim
n→∞

M(ωn)
L(ω1) . . . L(ωn)

= 0 p.n.,

to przestrzeń rozwiązań równania (S5) jest co najwyżej jednowymiarowa. Ponadto,
jeżeli zmienne L i M są niezależne, µ jest punktem stałym afinicznej funkcji losowej
(20) oraz M ma rozkład ciągły lub

L ma rozkład ciągły i P (M + y = 0) = 0 dla µ− p.w. y ∈ R,

to równanie (S5) ma (dokładnie jedno, z dokładnością do stałej multiplikatywnej)
nietrywialne L1-rozwiązanie.
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Serija III 42 (2007), 389–399.

[7] Rafał Kapica, On the convergence of sequences of iterates of random-
valued vector functions, Annales Polonici Mathematici 90 (2007),
193–201.

[8] Rafał Kapica, On the submartingale characterization of Banach lat-
tices, Communications in Applied Analysis 12 (2008), 41–45.

[9] Rafał Kapica, Janusz Morawiec, Limits of random iterates, Publica-
tiones Mathematicae Debrecen 75 (2009), 137–148.

[10] Karol Baron, Rafał Kapica, A uniqueness-type problem for linear ite-
rative equations, Analysis (Munich) 29 (2009), 95–101.

[11] Rafał Kapica, Janusz Morawiec, Continuous solutions of iterative
equations of infinite order, Opuscula Mathematica 29 (2009), 147–
155.

[12] Rafał Kapica, Tomasz Szarek, Maciej Ślęczka, On a unique ergodicity
of some Markov processes, Potential Analysis 36 (2012), 589–606.

[13] Rafał Kapica, Janusz Morawiec, Refinement type equations: sour-
ces and results, Banach Center Publications 99 (2013), 87–109, DOI:
10.4064/bc99-0-7.

[14] Hakima Bessaih, Rafał Kapica, Tomasz Szarek, Criterion on stabi-
lity for Markov processes applied to a model with jumps, Semigroup
Forum, DOI 10.1007/s00233-013-9503-x.

(b) Omówienie tematyki prac ujętych w punkcie 5(a)

Najstarsze trzy prace [1, 2, 3] wraz z [6], składające się na rozprawę doktorską,
dotyczą iteracji funkcji f : X × Ω → X o wektorowych wartościach losowych i ich
zastosowań do równań postaci

ϕ(x) =
∫

Ω
ϕ(f(x, ω))P (dω). (21)

Przez iteracje funkcji losowej f rozumiemy funkcje fn : X ×Ω∞ → X dane wzorem

f 1(x, ω) = f(x, ω1), fn+1(x, ω) = f(fn(x, ω), ωn+1)

dla x ∈ X, ω = (ω1, ω2, . . . ) ∈ Ω∞ i n ∈ N.
W pracach [4, 5, 7] badane jest tempo zbieżności zdefiniowanych wyżej ciągów

iteracji różnego rodzaju funkcji losowych. Dokładniej, w [4] rozważane są funkcje
losowe o wartościach w podzbiorze X zbioru elementów dodatnich kraty Banacha
E. Pokazujemy, że tempo zbieżności ciągu iteracji takich funkcji istotnie zależy od
promienia spektralnego zwartego operatora liniowego L : E → E (będącego, z
grubsza mówiąc, pochodną funkcji f) i otrzymanego z twierdzenia Kreina-Rutmana
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wektora własnego. W drugiej pracy z tej grupy analizujemy dyskretne losowe układy
dynamiczne, badając szybkość zbieżności trajektorii i stosując otrzymane wyniki do
ciągów iteracji funkcji losowych, będących w istocie prototypem losowych układów
dynamicznych. Ostatnia praca dotyczy z kolei funkcji losowych postaci f(x, ω) =
Φ(ω)x+H(x)G(x, ω) o wartościach w ośrodkowych przestrzeniach unormowanych,
gdzie Φ jest zmienną losową, H jest rzeczywistą funkcją borelowską, a G jest funkcją
losową. Pokazujemy w niej między innymi, że jeżeli Φ jest funkcją dodatnią, to
ciąg iteracji (fn(x, ω))n∈N zachowuje się w pewnym sensie tak jak ciąg iloczynów(∏n

k=1 Φ(ωk)
)
n∈N

. Pod pewnymi założeniami mamy bowiem na przykład taki oto
wynik (zob. [7, Corollary 1]): jeżeli X jest podzbiorem zbioru elementów dodatnich
kraty l1 (z porządkiem naturalnym), to dla każdego x ∈ X ciąg

(
fn(x,·)∏n

k=1 Φ(ωk)

)
n∈N

jest
zbieżny p.n. do zmiennej losowej o wartościach dodatnich w l1. Jeżeli dodatkowo
E| log Φ| < +∞, to limn→∞

n

√
||fn(x, ·)|| = exp{E log Φ} p.n.

Badaniom różnego rodzaju regularności iteracji funkcji losowych i ich granic
poświęcona jest praca [9]. W szczególności analizujemy przypadek, gdy funkcja lo-
sowa f o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha X jest P -ciągła (tzn. gdy
limj→∞ f(xj, ·) = f(x, ·) według prawdopodobieństwa P dla każdego ciągu (xj)j∈N
zbieżnego do x) i podajemy warunki dostateczne P∞-ciągłości granicy ciągu iteracji
(fn(x, ·))n∈N. Uzyskaną w ten sposób ciągłość (ze względu na zmienną x) rozkładu
granicznego π : X × B(X)→ [0, 1] danego wzorem

π(x,B) = P ({ω ∈ Ω∞ : granica ciągu (fn(x, ω))n∈N istnieje i należy do B}) (22)

stosujemy do równania (21) wykazując istnienie ciągłego i ograniczonego rozwiązania
ϕ : X → R.

Praca [8] zawiera dwie charakteryzacje krat Banacha wykorzystujące rozkład
Dooba i warunki typu Dooba dla martyngałów o wartościach wektorowych. Pierwsza
dotyczy AL-przestrzeni, tj. takich krat, w których norma jest addytywna na zbiorze
wszystkich elementów dodatnich. Druga obejmuje KB-przestrzenie, a więc kraty o
tej własności, że każdy rosnący i ograniczony w normie ciąg elementów tej kraty jest
zbieżny.

Problem jednoznaczności rozwiązań równania (21), jak również nierówności

ϕ(x) 6
∫

Ω
ϕ(f(x, ω))P (dω), (23)

badamy w pracy [10]. Dowodzimy między innymi, że pod stosownymi założeniami
każde borelowskie i ograniczone rozwiązanie ϕ : X → R nierówności (23) spełnia
dla każdego x ∈ X nierówność

ϕ(x) 6
∫
B

lim
r→0+

supϕ(B(x, r))π(x, dy),

gdzie B jest zbiorem punktów stałych odwzorowania x 7→
∫

Ω f(x, ω)P (dω), a π
jest funkcja daną wzorem (22). Wynika stąd w szczególności, że jeżeli ϕ : X → R
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jest borelowskim i ograniczonym rozwiązaniem równania (21), ciągłym w każdym
punkcie zbioru B, to

zp(:r) = fs zp(Y)7r(·T, dy) dla x E X.

Docelowym przedmiotem badań pracy [11] jest równanie skalujące postaci

f(x) = in I det A(w)<D'(x)lf(A(w)<D(x) - B(w))P(dw). (24)

A jest tutaj macierzą diagonalną ze zmiennymi losowymi al,' .. ,am : n -----t IR na
przekątnej, B : n -----t IRm zmienną losową, a <D(x) = (<Dl (Xl), ... , <Dm(xm)), gdzie
<Dl, ... ,<Dm Są nierozszerzającymi dyfeomorfizmami przestrzeni IR na siebie, znika-
jącymi w zerze. Pokazujemy, że jeżeli funkcje al, ... ,am są dodatnie, <Dl,' .. ,<Dm Są
rosnące oraz

-00 < in log k!!ł,a.~ lak(w)IP(dw) < O,

to funkcja zerowa jest jedynym U-rozwiązaniem równania (24).
Praca [13] ma charakter przeglądowy i niejako wieńczy prowadzone wspólnie z

Januszem Morawcem badania (jednorodnych) równań typu skalującego. Wskazuje-
my w niej problemy i zagadnienia prowadzące do tych równań. Prezentujemy również
wybrane wyniki dotyczące równań typu skalującego ogólniejszych niż klasyczne.

Moje najnowsze zainteresowania badawcze koncentrują się wokół teorii operato-
rów Markowa-ł". Przedmiotem badań prac [12,14] są półgrupy takich operatorów w
przestrzeniach polskich, posiadające e-własność. Wymieniona cecha półgrupy (Ptk"o
operatorów Markowa oznacza, że dla każdej lipschitzowskiej i ograniczonej funkcji
ip rodzina {Ptzp : t ?: O} jest jednakowo ciągła w każdym punkcie. W pracy [12]
dowodzimy, że topologicznie nieredukowalna półgrupa (Ptk~o z e-własnością może
mieć co najwyżej jedną miarę niezmienniczą. Jest to odpowiednik twierdzenia M.
Hairera i J. Mattingly'ego z pracy [Ann. Math. 164 (2006), 993-1032], w której auto-
rzy rozważają półgrupy z asymptotycznie silną fellerowskością, cechą od e-własności
mocniejszą. Nowe kryterium asymptotycznej stabilności podajemy w [14]. Pokazu-
jemy mianowicie, że każda półgrupa (Ptk~o z e-własnością, ograniczona w średniej i
skoncentrowana w pewnym punkcie jest asymptotycznie stabilna. Wynik ten, dający
możliwość uzyskania nowych parametrów dla stabilności modelów GOY i Sabra (są
to modele typu shell przepływów hydrodynamicznych), został zastosowany w pracy
do zbadania stabilności półgrupy pewnego procesu ze skokami.

18) Tematyki tej dotyczy również nieopublikowana jeszcze praca [http:j / arxiv.org/ abs/ll07.0707]'
napisana wspólnie z Maciejem Ślęczką. Dowodzimy w niej wykładniczego tempa zbieżności iteracji
operatora przejścia dla ciągu funkcji losowych z prawdopodobieństwami zależnymi od położenia i
uogólniamy pojęcie perpetuity.
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