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OMOWIENIE CELU NAUKOWEGO I OSIAGNIETYCH WYNIKOW NA PODSTAWIE WYZEJ
WYMIENIONYCH PRAC

MOTYWACJA I OPIS DZIEDZINY

Henri Lebesgue w swojej pracy [Leb] z 1904 roku postawil nastepujacy problem: czy istnieje nie-
ujemna funkcja okreslona na wszystkich podzbiorach odcinka m : Z(]0,1]) — [0,1], spetniajgca
warunks

(1) m jest niezmiennicza na przesuniecia, tzn.
VX, Y € Z2([0,1])(Vt e R) (Y = (X +t) mod 1 — m(X) =m(Y)),

(2) m jest o-addytywna, tzn.: jesli F € [ZP([0,1])]“ jest przeliczalng rodzing zbioréw parami
roztgcznych, to m(JF) = > 4cr m(A),
(3) m([0,1]) = 1.
Tutaj P (X) oznacza zbior potegowy zbioru X oraz [X]<F = {A € P(X) : |A| < k}. Analogicznie
definiujemy [X]*, [X]=F.
Niebawem, bo w 1905 roku Giuseppe Vitali wykazal w pracy [Vitali], ze takiej funkcji na ([0, 1])
nie ma.
Pokazat on bowiem, ze kazdy selektor klas abstrakcji relacji rownowaznosci na zbiorze liczb rzeczy-
wistych zadanej wzorem = ~ y <— = — y € Q jest zbiorem niemierzalnym (oczywiscie, do istnienia
takich selektor6w potrzebny jest aksjomat wyboru).
Stefan Banach i Kazimierz Kuratowski [BaKu]|, przy zalozeniu hipotezy continuum CH, dali ne-
gatywna odpowiedZ na analogiczny problem do podanego przez Lebesgue’a, gdzie warunek (1) zostal
zamieniony na warunek, ze miara m znika na wszystkich zbiorach jednopunktowych.
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym, funkcje m : Z(X) — [0, 1] nazywamy nietrywialna r-
addytywna miarg jesli:
(1) (Vz € X) m({z}) =0,
(2) VF e [Z(X)][)(VA,Be F)(A# B — ANB =0) — (m(UF) = X acrm(4))),
(3) m(X) =1.

Miare m nazywamy o-addytywna jesli jest wi-addytywna.

Niech k bedzie liczba kardynalna taka ze |X| = k. Jedli na zbiorze X istnieje nietrywialna r-
addytywna miara spetniajaca powyzsze warunki, to liczbe kardynalng s nazywamy rzeczywiscie
mierzalng. Liczba rzeczywiscie mierzalna jest liczbg stabo nieosiagalna, tzn. nieprzeliczalng liczba
graniczna, ktoéra jest regularna. Ponadto, nieprzeliczalna liczba kardynalna k jest liczba mierzalng
jesli istnieje k-zupelny niegtéwny ultrafiltr & na k. Kazdy taki ultrafiltr generuje dwuwartosciowa
miare k-addytywna na liczbie kardynalnej x, zdefiniowang nastepujaco:

1 AelU

(VA e Z(k)) m(A) = {0 AdU

Liczba mierzalna « jest liczba nieosiagalna, tzn. jest regularna, nieprzeliczalna liczba graniczna taka,
ze dla kazdej liczby kardynalnej A\ < k zachodzi 2* < k. Pojecie liczby mierzalnej byto wprowadzone
przez Stanistawa Ulama w pracy [Ulam]. W tym samym artykule autor udowodnit twierdzenie, ktére
otworzyto bardzo wazng gataz teorii mnogosci, teorie duzych liczb kardynalnych.

Twierdzenie 1 (Ulam, 1930). Jezeli istnieje nietrywialna miara o-addytywna na zbiorze X, to
istnieje liczba mierzalna k nie wieksza od | X| lub istnieje liczba rzeczywiscie mierzalna nie wigksza
niz 2%,

Robert Solovay udowodnit [So2], ze jesli & jest liczba mierzalna, to istnieje takie pojecie forsingu
P, Ze w rozszerzeniu generycznym V[G], gdzie G C P jest filtrem generycznym nad modelem V|
zachodzi k = 2% oraz k jest liczbg rzeczywiscie mierzalna.
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W artykule [Sol] Robert Solovay wykazal, ze przy zalozeniu istnienia liczby nieosiagalnej jest
niesprzeczne z ZF+ DC, ze kazdy podzbiér prostej rzeczywistej jest mierzalny w sensie Lebesgue’a,
ma wlasnos¢ Baire’a oraz kazdy nieprzeliczalny podzbiér prostej R zawiera zbior doskonaty. Dla
przypomnienia, zasada DC moéwi, ze dla kazdego niepustego zbioru X oraz dowolnej relacji R C
X x X takiej, ze dom(R) = X, istnieje ciag (T, )new € X* spelniajacy dla kazdego n € w warunek
(Tp, Tny1) € R.

Twierdzenie o rekursji pozaskonczonej w potaczeniu z aksjomatem wyboru AC, jest efektywnym
narzedziem do konstrukeji zbioréw niemierzalnych wzgledem miary Lebesgue’a oraz zbioréw nie po-
siadajacych wlasnosci Baire’a. Stosujac wspomniang rekursje pozaskonczong, mozemy, na przyktad,
skonstruowaé¢ zbiér Bernsteina. Zbiorem Bernsteina nazywamy taki podzbiéor A C X przestrzeni
polskiej X, ze dla kazdego podzbioru doskonatego P C X mamy ANP # 0 i AN P # (.

Nikotaj Luzin a nastepnie Wactaw Sierpinski udowodnili, ze CH implikuje istnienie zbioru Luzina
L C X w przestrzeni polskiej. Zbior fuzina jest to taki zbiér, ktory z kazdym zbiorem pierwszej
kategorii ma przeliczalny przekroj. Zbior Sierpinskiego definiujemy analogicznie, z ta réznica, ze o-
ideal zbioréw pierwszej kategorii Baire’a M, zastepujemy o-idealem N wszystkich zbioréw o mierze
Lebesgue’a réwnej zero na prostej rzeczywistej R.

Sierpinski pokazat, ze jesli U jest niegtéwnym ultrafiltrem na w, to

{re2: {ncw: zn)=1} e %}

jest niemierzalny wzgledem miary Haara na przestrzeni Cantora 2*.

Jacek Cichon i Przemystaw Szczepaniak [CS| podali metode tworzenia niemierzalnych podzbiorow
przestrzeni euklidesowej R™, wykorzystujac izomorfizm przestrzeni liniowych R™ i R™ nad ciatem
liczb wymiernych, dla dowolnych dodatnich réznych liczb naturalnych m i n. Jesli f : R* — R™ jest
takim izomorfizmem dla réznych liczb m, n, to dla kazdego zbioru A C R"™ o niepustym wnetrzu A i
A¢, obraz f[A] C R™ jest zbiorem niemierzalnym wzgledem m-wymiarowej miary Lebesgue’a.

Istnienie zbioru Bernsteina, jak i konstrukcja zbioru Vitalego oraz istnienie zbioru niemierzalnego
powstatego z niegtownego ultrafiltru na w zaproponowanego przez Sierpinskiego jest dowodliwe w
teorii ZFC. Tak nie jest w przypadku zbioru Luzina czy Sierpinskiego. Zbiory te mozna skonstruowac
przy zatozeniu hipotezy continuum. 7 aksjomatu Martina oraz negacji hipotezy continuum (MA +
—CH) wynika, ze nie istnieje zbiér Luzina ani zbior Sierpinskiego. Niemniej, jesli do modelu teorii
mnogosci V' takiego ze V = CH dodamy wy niezaleznych liczb Cohena C,,, = {c¢ € 2¥ : £ < Ny},
to w rozszerzeniu V'[C,,] liczby te stanowig zbiér Luzina mocy Ny = ¢. Wiecej, zbior C,,, = {ce : £ <
N;} ¢ M nie jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a o mocy réwnej N; (mniejszej od continuum)
i nie jest mierzalny w sensie Baire’a. Analogicznie dodajac do modelu V' = CH, RN, niezaleznych
liczb Solovay’a otrzymujemy w rozszerzeniu generycznym, zbiér niemierzalny na prostej rzeczywiste;j
w sensie Lebesgue’a majacy moc mniejsza niz continuum.

W pracy [Ku] Kazimierz Kuratowski udowodnit przy zatozeniu CH , ze dla kazdej rodziny A C M
parami roztacznych zbioréw pierwszej kategorii takiej, ze |JA ¢ M istnieje podrodzina A" C A,
ktorej suma mnogosciowa nie jest mierzalna w sensie Baire’a.

Lew Bukovski udowodnit w pracy [Bu| analogiczne twierdzenie bez zatozenia hipotezy continuum.
Twierdzenie to jest prawdziwe dla partycji prostej rzeczywistej na zbiory pierwszej kategorii a takze
partycji na zbiory miary zero w sensie Lebesgue’a. Dowdd przedstawiony przez Bukovskiego wyko-
rzystywal nieelementarng metode ultrapotegi generycznej dla forsingu Cohena w przypadku zbioréow
pierwszej kategorii oraz forsingu Solovay’a dodajacego liczbe losowa w przypadku miary.

Jednym z szeroko znanych twierdzen o niemierzalnych sumach mnogosciowych jest nastepujace
twierdzenie, ktére udowodnili Jan Brzuchowski, Jacek Cichon, Edward Grzegorek oraz Czestaw Ryll-
Nardzewski [BCGR). Twierdzenie to, dotyczy o-idealow Z C H(X) z baza borelowska okreslonych
na przestrzeni polskiej X oraz rodzin punktowo skonczonych zbioréw nalezacych do Z. Rodzina
B C Bor(X)NZ jest baza borelowska o-ideatu Z, jezeli dowolny zbiér z ideatu jest pokryty przez
element z B. Rodzina A C P(X) jes punktowo skorficzona, jezeli dla dowolnego punktu = € X zbior
{A € A:z e A} jest skoniczony.
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Twierdzenie 2. Jezeli I jest o-ideatem na przestrzeni polskiej X z bazqg borelowskq, zawierajgcym
wszystkie singletony, to dla kazdej rodziny punktowo-skoticzonej A C T takiej, ze | J A ¢ I, istnieje
jej podrodzina A" C A, ktora nie jest T-mierzalna tzn. nie nalezy do o-ciala zbioréw generowanego
przez o-ideal T oraz o-ciala wszystkich zbioréw borelowskich Bor(X).

Dwa ostatnie twierdzenia sa dowodliwe w teorii ZFC i nie da sie ich rozszerzy¢ na rodziny
punktowo-przeliczalne A C N, to znaczy takie, dla ktérych mamy

(Vre X)({Ac A: v € A} € [A=).

David Fremlin [Frem] dodajac wy niezaleznych liczb Cohena do uniwersum konstruowalnego Godla
L, skonstruowal punktowo-przeliczalne pokrycie A C N prostej rzeczywistej R zbiorami miary zero,
w ktorej kazda podrodzina B C A ma Lebesgowsko mierzalng sume¢ mnogosciowa.

W szczegblnym przypadku miarowym, do tej pory nie wiadomo, czy z kazdej partycji odcinka [0, 1]
na zbiory miary Lebesgue’a zero mozna wybra¢ podrodzing, ktorej suma jest catkowicie niemierzalna,
tzn. ma miare wewnetrzng 0 i miare zewnetrzng 1. Czesciowy wynik uzyskali David Fremlin i Stevo
Todoréevié w pracy [FrTod]. Autorzy pokazuja, ze z dowolnej partycji odcinka [0, 1] na zbiory miary
0 oraz dla dowolnego € > 0 mozna wybra¢ podrodzing, ktérej suma ma miare wewnetrzng mniejsza
niz € oraz miare zewnetrznag wieksza niz 1 — e.

Szczegblnym przypadkiem sum mnogosciowych zbioréw, sa iloczyny (sumy gdy G jest abelowa) al-
gebraiczne zdefiniowane na grupie (G, +). Niech A, B € Z((G) beda dowolnymi podzbiorami zadanej
grupy. Ich algebraiczng sume A i B definiujemy nastepujaco:

A+B={a+beG: (a,b)e Ax B} .

W autoreferacie bedziemy rozwazaé¢ jedynie nieprzeliczalne abelowe grupy polskie.

Juz w 1920 roku Wactaw Sierpinski [Sier] udowodnil, Ze istnieja dwa podzbiory X,Y proste;
rzeczywistej R, ktorych suma algebraiczna X + Y nie jest mierzalna w sensie Lebesgue’a.

Marcina Kysiak w pracy [Kysl] udowodnit twierdzenie, ktére méwi, ze jezeli o-ideal Z na proste;
rzeczywistej zawiera wszystkie singletony oraz para (Z, .A) ma wlasnosé zbioru doskonaltego, to dla do-
wolnego podzbioru A C R takiego, ze A+ A ¢ T istnieje X C A, dla ktérego X + X ¢ A. Para (Z, .A)
ma wtasnosé zbioru doskonaltego, jesli kazdy zbiér B € A\ Z zawiera zbiér doskonaly. Przyktadami
takich par sa (N, LM) oraz (M,BP) (tutaj LM oznacza o-algebre wszystkich podzbioréw pro-
stej rzeczywistej mierzalnych w sensie Lebesgue’a, oraz BP oznacza rodzine wszystkich podzbioréw
R posiadajacych wtasnosé Baire’a). Jako wniosek otrzymujemy twierdzenie Ciesielskiego, Fejzicia,
Freilinga [CFF] moéwiace, ze jesli A C R jest podzbiorem R, dla ktérego A + A posiada dodatnig
miare zewnetrzna, to istnieje zbiér X C A taki ze X + X jest niemierzalny. Z tego ze (M, BP) ma
wlasnos¢ zbioru doskonatego mamy réwniez analogiczne twierdzenie dla o-ideatu zbiorow pierwszej
kategorii M. W tej samej pracy [CFF|, znajdujemy réwniez twierdzenie: jesli A C R spelia warunek
A+ A ¢ N, to istnieje jego podzbidér miary zero X € Z(A) NN taki, ze X + X jest niemierzalny.
Analogiczne twierdzenie zachodzi w przypadku kategorii. Jacek Cichon wraz z Andrzejem Jasinskim
w pracy [CJ] wykazali prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Jezeli I jest niezmienniczym na przesuniecia o-ideatem na prostej rzeczywistej R
posiadajgcym baze ko-analitycznag, to nastepujgce dwa warunki sg rownowazne:

e QA BeT)(A+B¢1)
e (3A,B € T) (A+ B ¢ Bor(R)[Z)).

Tutaj Bor(R)[Z] jest o-algebra generowana przez wszystkie zbiory borelowskie oraz zbiory z o-
ideatu 7.

Stosujac konstrukcje zbioru Vitalego, Jacek Cichon wraz z Aleksandrem Kharazishvilim oraz z
Bogdanem Weglorzem udowodnili, ze jesli G' jest nieprzeliczalng, analityczna wtasciwa podgrupa
prostej rzeczywistej, to istnieje mierzalny oraz takze niemierzalny selektor w grupie ilorazowej R/G.
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Wazna role w teorii mnogosci na przestrzeniach polskich, odgrywaja tzw. wspoétczynniki kardynalne
dla ustalonych rodzin podzbioréw rozwazanej przestrzeni. Majac zadana rodzine F C Z(X) pod-
zbioréw przestrzeni polskiej X, mozna zdefiniowa¢ wspomniane wspotczynniki kardynalne w sposob

nastepujacy:
add(F) =min{|A| : ACF AN UA ¢ F},
non(F) =min{|A|: AC X A A¢ F},
cov(F) =min{|A| : ACFA JA =X},
covy(F) = min{|A] : AC FA (3B € Bor(X)\ F) (BC| A},
cof (F) =min{|A] : ACF AN (VBe F)(FA€ A) (BCA)},
Cof(F) =min{|A|: ACF A (VBe F)(FAec A) (AC B)}.
Ponadto, nastepujace dwie liczby kardynalne opisujace najmniejsza moc nieograniczonej i dominu-
jacej rodziny (odpowiednio) na przestrzeni Baire’a
b =min{|B|: BCw’ A (Vx € w)(Jy € B) ~(y <" z)}
0 =min{|D|: D Cw’A (Vz € w”)(Fy € D) (x <" y)}
(gdzie f <* g oznacza, ze (Im € w)(Vn > m)(f(n) < g(n))), pozostaja w zwiazku z poprzedni-

mi wspotczynnikami dla o-idealu zbioréw pierwszej kategorii Baire’a, ktory przedstawia tak zwany
diagram Cichonia:

cov(N) —— non(M) — cof (M) —— cof (N) ——¢

(
b
w; — add(N) — add(M) — cov(M) — non(N)
oraz

add(M) = min{b, cov(M)}, cof(M) = max{d,non(M)}.
W pracy [CKP] Cichoit Kamburelis i Pawlikowski udowodnili, ze jezeli algebra ilorazowa Bor(X)[I]/1
jest c.c.c., to cof (Z) = Cof(Bor(X)[Z] \ ), co daje réwnos¢ tych wspdtezynnikow dla o-ideatu M
oraz dla N na prostej rzeczywistej R.

Monografia [BartJud] jak réwniez praca [BJS] jest w duzej mierze poswiecona zagadnieniom, ktére
sg Scisle zwigzane z diagramem Cichonia. W szczego6lnosci, przedstawiono w nich modele teorii ZFC,
dla ktorych zachodzg wszystkie dopuszczalne ostre nieréwnosci pomiedzy wspoétczynnikami kardy-
nalnymi w tym diagramie (zaktadajac jednocze$nie ze w diagramie wystepuja jedynie dwie liczby
kardynalne).

OPIS OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

W dalszych rozwazaniach stosowaé¢ bedziemy standardowa notacje¢ teorio-mnogosciowa. w jest naj-
mniejszg nieskonczona liczba porzadkowa, a, 3,7, &, beda nieskonczonymi liczbami porzadkowymi,
K, A oznaczaja nieskoniczone liczby kardynalne. &Z2(X) oznacza zbior potegowy zbioru X, [X]<* zbi6r
wszystkich podzbioréw zbioru X o mocy mniejszej niz x. Analogicznie definiujemy [X]=* oraz [X]*.
Osrodkowa przestrzen topologiczna X jest przestrzenia polska, jesli jest metryzowalna w sposéb
zupelny. Bedziemy rozwazaé¢ jedynie nieprzeliczalne przestrzenie polskie. Przez Bor, (X) oznaczaé
bedziemy o-algebre zbioréw borelowskich na ustalonej przestrzeni topologicznej (X, 7). Jedli jasno z
kontekstu wynika, jakiej uzywamy topologii, to te rodzine oznaczymy przez Bor(X). Przez M, N
oznacza¢ bedziemy odpowiednio o-ideaty zbioréw pierwszej kategorii na przestrzeni polskiej, zbioréw
miary Lebesgue’a zero (w przestrzeni euklidesowej R™), odpowiednio.



Méwimy ze Z C P (X) jest o-ideatem z baza borelowska na przestrzeni polskiej X jezeli zachodzi
(VAeZ)3B e Bor(X)NI)ACB.

Dla ustalonego o-ideatu Z w przestrzeni polskiej X o-algebre Bor(X)[Z] generowana przez rodzine
zbioréw Bor(X) UZ nazywamy o-algebra zbioréw mierzalnych wzgledem o-ideatu Z. Wéwezas ta
o-algebra jest postaci {BAI : (B,I) € Bor(X) x I}, gdzie /A oznacza réznice symetryczna dwoch
zbioréw. Podzbiér przestrzeni polskiej jest Z-mierzalny wtedy i tylko wtedy gdy jest elementem al-
gebry Bor(X)[Z]. Podobnie, odwzorowanie ktére jest Bor(X)[Z]-mierzalne bedziemy pisa¢ w formie
skroconej jako Z-mierzalne. Rodzing A C #(X) nazywamy Z-sumowalna, jesli dla kazdej podrodzi-
ny A C A, suma mnogosciowa | J A jest Z-mierzalna. Na przyktad, kazda rodzina zbioréw otwartych
na przestrzeni polskiej jest Z-sumowalna dla dowolnego o-ideatu z baza borelowska. Podzbior prostej
rzeczywistej jest N -niemierzalny wtedy i tylko wtedy gdy nie jest mierzalny wzgledem miary Le-
besgue’a. Analogicznie, podzbiér ustalonej nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej jest M-niemierzalny
wtedy i tylko wtedy gdy nie ma wtlasnosci Baire’a.

Gléwnym pojeciem jakie pojawia sie w artykutach wchodzacych do mojego osiggniecia naukowego
jest catkowita niemierzalno$c.

Definicja 1 (caltkowita niemierzalnosé¢). Niech T C P (X) bedzie ustalonym o-ideatem z bazq bore-
lowskq, zawierajgcym wszystkie singletony w przestrzeni polskiej X . Zbior A € P (X) jest catkowicie
Z-niemierzalny jesli

(VB € Bor(X)\TI) (ANB # 0 A A°N B #0).

Na przyktad kazdy zbior catkowicie [X]=“-niemierzalny jest zbiorem Bernsteina, kazdy zbiér cal-
kowicie N -niemierzalny na prostej rzeczywistej ma wewnetrzng miare Lebesgue’a zero a zewnetrzng
ma miare pelng (tzn. jego dopelnienie ma miare wewnetrzna réwna zero). Kazdy zbiér catkowicie
M-niemierzalny nie ma wlasnosci Baire’a w dowolnym niepustym zbiorze otwartym.

W przypadku o-ideatu wszystkich zbiorow miary Lebesgue’a zero w przestrzeni euklidesowej, po-
jecie calkowitej AM-niemierzalnosci pokrywa sie z pojeciem nasyconego zbioru niemierzalnego. Nato-
miast w przypadku idealu zbioréw pierwszej kategorii, pojecie zbioru catkowicie M-niemierzalnego
dotyczy zbioréw posiadajacych whasnosé (x), ktéra méwi ze zbior A C R™ ma whasnosé (x) gdy dla
kazdego zbioru B C R" posiadajgcego wtasnosé Baire’a jezeli B C A lub B C A€, to B jest zbio-
rem pierwszej kategorii. Nasycone zbiory niemierzalne jak rowniez zbiory posiadajace whasnos$é (x)
pojawiaja sie w literaturze i sa przedmiotem badan, jak choéby w monografii Marka Kuczmy [Kucz]
(rozdzial 3.3 Saturated non-measurable sets).

W pracy [H1] uzyskalismy relatywnie niesprzeczny z teoria ZFC rezultat pokazujacy Scisty zwiazek
pomiedzy wspotczynnikami kardynalnymi a catkowitg niemierzalnoscia dla o-ideatu Z.

Twierdzenie 4 ([H1, Thm 3.2]). Jesli Z jest o-ideatem z bazg borelowskq na przestrzeni polskiej X
oraz covy(Z) = Cof(Bor(X)[Z]\ Z), to dla kazdej rodziny A C T takiej, ze X \|JA € Z, ktdra jest
punktowo mata tj.

{z:€ X: U{AGA: re A ¢} el
istnieje podrodzina A" C A, ktdrej suma |J A’ jest calkowicie T-niemierzalna.

Dowdd tego twierdzenia jak wiele tego rodzaju twierdzen jest oparty na indukeji pozaskonczonej.
Indukcja pozwala na utworzenie podrodziny A" C A oraz zbioru S C X w taki sposéb, ze dla
ustalonej wspoétkoncowej rodziny F C Bor(X) \ Z i dowolnego zbioru B € F, zachodza jednoczesnie
trzy warunki: SN B # 0, JA N B # 0 oraz SN|YA = 0. Warunek cov,,(Z) = Cof(Bor(X)[Z]\ Z)
gwarantuje wykonalnos¢ takiej konstrukc;ji.

Zwroémy uwage, ze przy pewnej konfiguracji wspotczynnikow kardynalnych twierdzenie o niemie-
rzalno$ci sum mnogosciowych zachodzi w duzej ogdlnosci.

Twierdzenie 5 ([H1, Thm 3.1]). Niech Z bedzie ustalonym o-idealem na przestrzeni polskiej X
takim, Ze istnieje zbior calkowicie T-niemierzalny o mocy mniejszej niz covy(Z). Wtedy dla dowolnej
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rodziny A C T takiej, ze X \|J A € T istnieje jej podrodzina A" C A, ktérej suma mnogosciowa | J A’
jest catkowicie Z-niemierzalna.

Dla o-ideatu podzbioréw pierwszej kategorii na prostej rzeczywistej R, prawda jest, ze w rozszerze-
niu generic otrzymanym po dodaniu do uniwersum konstruowalnego L, wo niezaleznych liczb Cohena
{ce : € < ws} (tutaj cov(M) = wy = ¢), istnieje podzbidr prostej rzeczywistej, ktory jest catkowicie
M-niemierzalny i jego moc jest mniejsza niz covy, (M). Otrzymany zbiér w omawianym generycznym
rozszerzeniu ma nastepujaca postac:

{ce+reR: E<w AreQ}.

Podobny argument dziata w przypadku miary, gdy dodamy wy niezaleznych liczb losowych do uni-
wersum Godla L.

Twierdzenie to znalazto zastosowanie w pracy Yulii Kuznetsovej [Kuzn|, w ktérej zostaly poruszane
zagadnienia z analizy harmonicznej. Kuznetsova, zadata pytanie, czy dla kazdego zbioru A € N miary
zero na prostej rzeczywistej, istnieje jego podzbior B C R taki, ze A+ B jest niemierzalny. W kazdym
modelu, w ktérym zalozenia Twierdzenia 4 dla ideatu N na prostej rzeczywistej jest prawdziwe (np.
w modelu otrzymanym przez dodanie ws liczb Solovay’a do uniwersum konstruowalnego) odpowiedz
na pytanie Kuznetsovej jest pozytywna. Jako wniosek otrzymujemy, ze kazdy mierzalny homomorfizm
pomiedzy lokalnie zwarta grupa a grupa topologiczng jest ciggly.

Twierdzenie 4 postuzyto do znajdowania niemierzalnych sum dla pewnych rodzin zbioréw w abe-
lowych grupach polskich wzgledem niezmienniczych na przesunieciac-ideatéw. Niech (G, +) bedzie
ustalona abelowa grupa polska. Wtedy ideat Z C Z((G) jest niezmienniczym na przesuniecia na G
jesli dla dowolnych A € Z, g € G mamy g+ A = {g+a € G : a € A} € Z. Powiemy, ze zbior
C C G jest zbiorem Z-Gruenhage’a, jezeli dla dowolnego zbioru B € Bor(G)[Z] \ Z oraz dowolnego
zbioru T' € [G]<° zbiér B\ (C' 4 T) jest niepusty. Darji i Keleti [DK] udowodnili ze, jezeli C' C R jest
zbiorem zwartym o wymiarze pakowania (nazywamy tez wymiarem pakujacym) dim,(C) < 1, to dla
T € [R]<° R # T + C. Dzieki temu twierdzeniu, nietrudno pokazaé, ze klasyczny zbiér Cantora C'
jest zbiorem N-Gruenhage’a,

Twierdzenie 6 ([H1, Thm 5.2]). Jezeli Z jest niezmienniczymym na przesuniecia o-ideatem z bazq
borelowskq na abelowej grupie polskiej (G,+), to dla kazdego zbioru C C G, dla ktérego C'U—C' jest
zbiorem Z-Gruenhage’a, istnieje P C G, taki ze P + C' jest zbiorem catkowicie T-niemierzalnym w

G.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystaliémy fakt, ze dla symetrycznej relacji
R={(z,y) eG: z—yeCVy—xeC},

rodzina A = {R[z] € T : = € G} spelnia zalozenia twierdzenia 4.

Zachodzi naturalne pytanie, czy teze w powyzszym twierdzeniu, mozna wzmocni¢ do warunku
P C (. Odpowiedz jest pozytywna w przypadku klasycznego zbioru Cantora. Tutaj z pomoca
przyszta metoda ultrafiltru, oméwiona we wstepie tego autoreferatu.

Twierdzenie 7 ([H1, Cor 5.10]). Jezeli C jest klasycznym zbiorem Cantora, to istnieje jego podzbior
P C C dla ktorego suma kompleksowa P + C' jest zbiorem niemierzalnym w sensie Lebesgue’a.

Korzystajac z faktu, ze kazdy nieprzeliczalny zbior borelowski ma moc ¢, otrzymamy nastepujace
twierdzenie.

<w

Twierdzenie 8 ([H1, Thm 4.1]). JeZeli X jest nieprzeliczalng przestrzeniq polskq, rodzina A C [X]
jest punktowo-przeliczalna (tzn. dla kaidego v € X {A € A: z € A} € [A]=¥) oraz |JA = X, to
istnieje podrodzina A" C A taka, ze | J A" jest zbiorem Bernsteina.

Zauwazmy, ze jesli ¢ jest regularng liczbg kardynalna, to warunek punktowej przeliczalnosci rodziny
A mozna zastapi¢ warunkiem, [{A € A : x € A}| < ¢ dla kazdego x € X. Warunku tego nie
mozna uogolni¢ na c-punktowe rodziny. Mianowicie, jesli zachodzi CH, to istnieje sumowalna rodzina
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A C [R]=¥ pokrywajaca prosta rzeczywista R, tzn. taka, ze suma mnogoséciowa dowolnej podrodziny
jest w o-ciele Bor(R)[[R]=%] = Bor(R) generowanym przez wszystkie zbiory borelowskie Bor(X)
i o-ideal wszystkich podzbioréw przeliczalnych. Co wiecej, dla kazdej nieprzeliczalnej podrodziny
A" C A mamy | J A" =R w pozostalym przypadku | J A" jest zbiorem przeliczalnym.

Twierdzenie 4.4 z tej samej pracy [H1|, ukazuje zwiazek sumowalnosci rodzin zbioréw domknietych
na przestrzeni polskiej z ranga Cantora-Bendixona. Niech A C X bedzie dowolnym podzbiorem
przestrzeni topologicznej X. Przez A’ oznaczymy zbiér wszystkich punktéw kondensacji zbioru A.
Przez indukcje pozaskoniczong definiujemy A% w sposéb nastepujacy:

4o — (APY jeslia=p+1
({AS: € <a} jesli ajest liczba graniczng.

Twierdzenie 9 ([H1, Thm 4.4]). Zalozmy, ze T jest o-idealem z bazq borelowskq na przestrzeni
polskiej X. Niech A C P(X) bedzie T-sumowalng rodzing przeliczalnych zbioréw domknietych o
ograniczonej, przeliczalnej randze Cantora-Bendixona tzn.

(Fa < wy)(VA € A) (A = 0).
Wtedy |JA € T.

Whioskiem z tego twierdzenia jest fakt, ze jesli A jest rodzing przeliczalnych zbioréw domknietych
o przeliczalnej, ograniczonej randze Cantora-Bendixona, oraz |J.A ¢ Z, to istnieje jej podrodzina
A" C A, ktérej suma | J A’ jest Z-niemierzalna.

Wraz z Szymonem Zeberskim rozwazalismy w pracy [H2], problem istnienia podrodzin dowolnych
rodzin zbiorow z ustalonego o-ideatu, ktérych suma mnogosciowa jest catkowicie Z-niemierzalna.
Otrzymane wyniki dotyczg takich rodzin, dla ktérych istnieje regularna parametryzacja w sensie
deskryptywnej ztozonosci. W tym celu wprowadzimy nastepujaca notacje. Niech ¥ C X x Y bedzie
ustalong relacja. Wtedy definiujemy dla kazdego x € X oraz y € Y

F,={veY: (z,v)e F}oraz F¥ ={ue X : (u,y) € F}

i odpowiednio mx[F| = J{FY: y € X} iny[F] = U{F:: © € X} rzuty relacji F' na przestrzen X,
Y odpowiednio. Jezeli T C Y, to FHT|={z € X : F,NT # 0}.

Niech bedzie dana ustalona partycja m przestrzeni polskiej X. m-nasyceniem zbioru A C X nazy-
wamy zbior

A*:U{EGWI EnNA#0}.

Partycja 7 jest borelowsko mierzalna jesli m-nasycenie kazdego zbioru otwartego jest zbiorem borelow-
skim. 7 jest silnie borelowsko mierzalna gdy m-nasycenie dowolnego zbioru domknietego jest zbiorem
borelowskim. Kazdy otwarty zbidér w przestrzeni polskiej jest przeliczalng suma zbioréw domknie-
tych, co implikuje fakt, ze kazda partycja silnie borelowsko mierzalna jest borelowsko mierzalna.
Pojecie silnej borelowskiej mierzalnosci pozwala na znalezienie podrodzin o sumach catkowicie Z-
niemierzalnych w dos¢ szerokiej klasie partycji przestrzeni polskiej na zbiory domkniete z ustalonego
o-ideatu 7.

Twierdzenie 10 ([H2, Thm 2.1]). Niech T bedzie o-idealem z bazg borelowskq i wlasnoscig Z-doda-
tniego zbioru doskonatego na przestrzeni polskiej X tzn. takim Ze

(VB € Borel(X)\Z)(3F € Clo(X)) FCBAF ¢T.

Jezeli A C T jest silnie borelowskq mierzalng partycig X na zbiory domkniete, to istnieje A" C A o
sumie catkowicie Z-niemierzalnej.

Na mocy twierdzenia 4 wystarczy udowodnié¢, ze covy(Z) = 2. W tym celu wybieramy zbiér
doskonaly F' spoza ideatu zawarty w ustalonym zbiorze borelowskim B € Bor(X) \ Z. Nastepnie
zauwazamy, ze 7 = {ENF : E € F} jest silnie borelowsko mierzalna partycja F', a wiec borelow-
sko mierzalng. Fakt ten pozwala na zastosowanie twierdzenia Kuratowskiego Ryll-Nardzewskiego o
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selektorze. Niech S bedzie borelowskim selektorem partycji 7. Wtedy |S| = ¢, (gdyby byl zbiorem
przeliczalnym to F' bytby zawarty w przeliczalnej sumie elementow partycji w, wiec F' € Z bytby w
ideale, co prowadzi do sprzecznosci, ze F' ¢ T).

Twierdzenie to przenosi sie na przypadek grup polskich w spos6b nastepujacy.

Whniosek 1. Zalozmy ze (G, +) jest dowolng abelowq grupg polskq. T C P(G) bedzie niezmienniczym
na przesuniecia o-ideatem z bazg borelowskqg na G o nastepujgcej wiasnosci

(VB € Bor(G)\Z)(3P € Perf(G)\Z)(P C B).

Niech H < G bedzie podgrupg, bedgcg zbiorem doskonatym z idealu Z. Wtedy istnieje taki zbior
translacit T C G, ze T'+ H jest zbiorem calkowicie Z-niemierzalnym w grupie G.

Nastepny wynik uzyskany w omawianej pracy dotyczy mierzalnych odwzorowan pomiedzy prze-
strzeniami wzgledem ustalonych o-idealéw okreélonych na tych przestrzeniach.

Twierdzenie 11 ([H2, Thm 2.2]). Niech [X]|=¥ C T bedzie o-idealem z bazq borelowskq na przestrzeni
polskiej X 1 f : X — Y jest T-mierzalnym odwzorowaniem z X do przestrzeni topologicznej Y, takim,
ze dla dowolnego y € Y zachodzi f~'[{y}] € Z. Wtedy istnieje podzbiér T CY taki, ze f~T] jest
zbiorem catkowicie Z-niemierzalnym.

Bez straty ogélnosci mozna zatozy¢, ze funkcja jest borelowsko mierzalna, Wtedy dla kazdego
zbioru borelowskiego B € Bor(X) \ Z, rzut na przestrzen X zbioru (B x Y) N f jest analityczny a
wiec jest przeliczalny albo ma moc ¢. Gdyby byl przeliczalny, to B daltby sie nakry¢ przeliczalng iloscig
zbioréw z Z, co jest niemozliwe. Tak wiec covn,({f~[{y}] : v € Y}) = ¢, co na mocy twierdzenia 4
daje teze twierdzenia 11.

Powyzszy wynik, przenosi sie na multifunkcje.

Twierdzenie 12 ([H2, Thm 2.3]). Zaldimy, ze T jest c.c.c. o-ideatem z bazq borelowskq na przestrze-
ni polskiej X, ktory zawiera wszystkie singletony. Niech F': X — 'Y bedzie T-mierzalng multifunkcjg
takq, ze dla kazdego x € X zachodzi F(x) € [Y]|%. Wtedy istnieje T C Y taki, ze F~1[T] jest
catkowicie T-niemierzalny.

Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na zastosowaniu twierdzenia Kuratowskiego — Ryll-Nardzewskiego
oraz nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 13. Jesli Z jest c.c.c. o-ideatem z bazqg borelowskq na przestrzeni polskiej X oraz
istnieje rodzina zbiorow F C T taka Ze

o F jest punktowo-skonczona,
e VBe Bor(X)\L)(BC|UF)z — {FeF: FNB#0} =¢),
to istnieje podrodzina F' C F, ktdrej suma | ) F' jest calkowicie Z-niemierzalna w otoczce borelowskiej

U Flz.

Tutaj dla kazdego A € Z(X) mamy [A]z = X \ UA, gdzie A C Bor(X) \ Z jest maksymalnym
antytancuchem borelowskich zbiorow spoza o-ideatu Z roztacznych ze zbiorem A. Punktowa skon-
czono$¢ rodziny F gwarantuje nam mozliwos¢ znalezienia podrodziny Fy C F takiej ze covy(Fo) = ¢
o wspolnej borelowskiej nakrywece, tzn. [|J Folr = [J F]z. Nastepnie przez indukcje pozaskonczona,
znajdujemy podrodzine F' C Fy, ktéra daje teze naszego pomocniczego twierdzenia 13.

Bez straty ogdlnosci, mozemy zalozy¢, ze nasza multifunkcja F' jest borelowsko mierzalna. Jesli
wybierzemy dowolny borelowski zbiér B spoza Z, to stosujac twierdzenie Kuratowskiego — Ryll-
Nardzewskiego o selektorach do funkcji F' | B znajdujemy borelowski selektor s C F' | B, ktorego rzut
na przestrzen Y (z powodu punktowej skonczonosci F) jest nieprzeliczalny, a wiec ma moc continuum
¢. Tak wiec drugie zalozenie w pomocniczym twierdzeniu réwniez jest spetnione, co pozwala znalezé
zadang podrodzine F'.

Jezeli zalozymy ze, rozwazany o-ideal Z z baza borelowska jest c.c.c., to Bor(X)[Z] zawiera wszyst-
kie zbiory analityczne. Wtedy z twierdzenia 12 otrzymujemy nastepujacy rezultat.
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Twierdzenie 14 ([H2, Thm 2.4]). Niech X i Y bedg przestrzeniami polskimi oraz T c.c.c. o-ideatem
z bazg borelowskq na X. Niech FF C X XY bedzie analityczng relacjg na produkcie X XY takq, ze
(1) (Vy eY) (F¥ € 1),
(2) X\ x(F) €1,
3) (Vz € X) (|F:| <w).

Wtedy istnieje T CY, dla ktérego F~T] jest calkowicie T-niemierzalny.

Opisane powyzej trzy twierdzenia sa dowodliwe w teorii ZFC, niemniej zostalty natozone dodat-
kowe warunki zwiazane z regularnoscia rodzin zbioréw z omawianego o-ideatu Z. Zachodzi naturalne
pytanie, czy teza tych twierdzen jest prawdziwa w przypadku ogdlnym. To znaczy, czy dla dowolnej
rodziny punktowo-skoriczonej A C 7 takiej, ze (|J.A)¢ € Z, istnieje jej podrodzina A" C A taka, ze
J.A’ jest zbiorem calkowicie Z-niemierzalnym. Nie istnienie liczby quasi-mierzalnej nie wiekszej niz
¢, daje odpowiedZ pozytywna otrzymana w pracy [H6].

Powiemy, ze nieprzeliczalna liczba kardynalna x jest quasi-mierzalna jesli istnieje x addytywny
idealt T C P(k), ktoéry jest c.c.c.. tzn. kazdy antytancuch w algebrze &(k)/Z jest co najwyzej
przeliczalny.

Gltowny wynik we wspdlnej pracy z Szymonem Zeberskim [H6)] jest nastepujacy

Twierdzenie 15 ([H6, Thm 3.3]). Zaldzmy Ze, nie istnieje liczba quasi-mierzalna £ < ¢. Wtedy
jesli T jest c.c.c. o-ideatem na przestrzeni polskiej X @ A C T jest punktowo-skonczonym pokryciem
X, to istnieje rodzina {As C A : § < wi} parami rozlgcznych podrodzin rodziny A taka, Ze kazda
mnogosciowa suma | J Ae jest calkowicie Z-niemierzalna w przestrzeni X.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na dwoch lematach z pracy Szymona Zeberskiego [Zeb] i twier-
dzen 2.1 1 2.2, ktére udowodnilismy w pracy [H6].

Lemat 1 ([Zeb], Lemma 3.4). Jezeli T jest c.c.c. o-ideatem na przestrzeni polskiej X oraz A C T
jest rodzing punktowo-skoriczong, takq ze |JA ¢ T i algebra P(A)/Z nie ma wlasnosci c.c.c., to
istnieje nieprzeliczalna kolekcja parami roztgcznych podrodzin {Ag : & < wi A Ae C A} o tej samej
borelowskiej nakrywce spoza L, tzn. [|JAelr = [JAylz # 0 dla kaidego £,m < w.

Lemat 2 ([Zeb], Lemma 3.5). Jezeli T jest c.c.c. o-idealem na przestrzeni polskiej X oraz A jest
dowolnym punktowo-skonczonym pokryciem X, to zbior

{Ae A: (3B € Bor(X)\Z) (BCA)}
jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.

Twierdzenie 16 ([H6, Thm 2.1]). Niech A C T bedzie pokryciem przestrzeni polskiej X takim, Ze
dla kazdego zbioru D € [X]|<° suma mnogosciowa J,.p, | U{A € A: x € A} nie zawiera Zadnego
zbioru borelowskiego B € Bor(X)\Z. Wtedy rodzina A zawiera ¢ wiele parami rozlgcznych podrodzin
Ae C A dla § < ¢ takich, Ze suma kaZdej z nich |J A¢ jest catkowicie Z-niemierzalna w X .

Powyzsze twierdzenie daje taki wynik, ktory bezposrednio zostanie uzyty w dowodzie gtéwnego
rezultatu z pracy [H6].

Twierdzenie 17 ([H6, Thm 2.2]). Zaldzmy Ze nie istnieje quasi-mierzalna k < ¢. Jezeli A C T
jest rodzing podzbioréw przestrzeni polskiej X, ze dla kazdego x € X, |[{A € A: x € A}| < ¢ oraz
UA ¢ Z, to wtedy Z(k)/Z nie jest c.c.c..

Podamy teraz szkic dowodu twierdzenia 15. Tworzymy przez indukcje pozaskonczona parami roz-
taczne zbiory borelowskie {B, : ¢ < 7} spoza Z oraz rodzine AZ 1 € <w; taka, ze
o (V&0 <w)(§#n— A7N A7 =0)
o (V€ <w) (B € "UAZ\U, <, Bo 1)
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gdzie dla dowolnego Y C X, "Y'z jest zbiorem wszystkich elementéw Cz-minimalnych w zbiorze
{B € Bor(X) : Y Cz B} uporzadkowanym cze$ciowo przez relacje Cz (tzn. u Cz v <— u\ v €
7). Wlasnosé c.c.c. o-ideatu Z gwarantuje to, ze "Y'z jest niepusty. Ta sama wlasnos$é o-ideatu Z
gwarantuje nam ze v < wj.

Dla ustalonego o < 7 niech A” = {A\U,., B,: A€ A\U,., A’}. Jezeli suma mnogodciowa
A7 € T jest w ideale Z, to proces ten jest zakonczony. W przeciwnym przypadku, |J A ¢ Z i
wtedy na mocy twierdzenia 17, Z(A%)/Z nie jest c.c.c.. Wtedy lemat 1 pozwala znalezé rodzine
{A7 : € < wi} taka, ze dla dowolnych &, 1 < w; mamy [J.AZ]z = [JA7]z # 0. Rodzina ta pozwala
znalez¢ borelowski zbiér B spoza ideatu, lezacy w " A\ U,., B, -

Nastepnie, dla kazdego £ < w; rodzina A’g = U{Ag ;0 < v} jest punktowo-skoniczona o borelow-
skiej nakrywce réwnej calej przestrzeni tzn. [J A¢lz = [U, ., Bz = X.

Lemat 2 gwarantuje, ze tylko dla przeliczalnie wielu § < w; suma mnogosciowa (J A; zawiera Z-
dodatni zbior borelowski. Istnieje wiec taka 5 < wy, ze dla kazdego £ > 3, suma | J .Ag jest catkowicie
Z-niemierzalnym zbiorem w X.

W kazdym modelu ZFC ;| w ktérym addytywnos¢ o-ideatu Z jest réwna ¢ (np. dla miary i kategorii
przy aksjomacie Martina) istnieje rodzina A C Z, ktéra jest sumowalna, tzn.

(VC € P(A)) (Uc ezv( Jor ez) .

Rodzina ta jest wiezg okreslona nastepujaco, jesli mamy numeracje R = {z¢ : £ < ¢}, to dla kazdego
a < ¢ definiujemy A, = {z¢ : £ < a} i dalej A = {A, : a < ¢}. Rodzina ta jest punktowo duza,
suma mnogosciowa gwiazdy A(z) = {A € A: x € A} dowolnego punktu z € R lezy w ko-ideale Z*,
tzn. (JA(z))c € Z.

Obserwacja ta byla motywacja do podjecia badain w pracy [H3] nad mierzalnosciag sum mnogo-
sciowych rodzin punktowo duzych. Gléwnymi wynikami tej pracy sa nastepujace dwa twierdzenia.

Twierdzenie 18 ([H3, Thm 2.1]). Zaléimy, ze T jest o-idealem z bazq borelowskq na przestrzeni
polskiej X . Wtedy dla kazdej rodziny A C T spelniajgcej warunki

(1) (Vo e X) |A(z)] =,

(2) (Vo,y € X)(z #y — [Az) N A(y)| S w),

(3) covp(A) =,
istnieje podrodzina A" C A, ktorej suma |J A’ jest zbiorem calkowicie T-niemierzalnym,

Twierdzenie 19 ([H3, Thm 2.2|). Niech I bedzie o-ideatem z bazq borelowskq na przestrzeni polskiej
X. Wtedy dla kazdej rodziny A C I spetniajgcej warunki:

(1) UA=X,

(2) (Va,y € X)(x #y — |Az) N A(y)| < w),

(3) covp(A) =,
istnieje podrodzina A" C A, ktérej suma | J A’ jest zbiorem T-niemierzalnym.

W pozostalej czedci pracy, podatem definiowalne przyktady zastosowan powyzszych twierdzen.
Przyktady te, sa konstruowalne w kazdym modelu teorii ZFC. Do tego celu wprowadzitem pojecie
tzw. szczuptego zbioru doskonatego wzgledem ustalonej rodziny podzbioréw grupy polskiej.

Definicja 2 (doskonaly zbior szczupty). Niech A C T bedzie rodzing na grupie polskiej (G, +)
oraz L bedzie niezmienniczym na przesuniecia o-ideatem z bazg borelowskq na G. Moéowimy, Ze zbior
doskonaty P C X jest szczupty wzgledem rodziny A, gdy zachodzq dwa warunki:

e (VBe Bor(X)\Z)3s € G) (|[(s+P)NB|=r¢),

e VAc AVteG) (IPN(t+A)] <w).

Jezeli rozwazymy rodzine A wszystkich prostych w przestrzeni euklidesowej R™ o wymiarze przy-
najmniej rownym dwa, to sfera S™ C R”™ stanowi przyktad zbioru szczuptego wzgledem A. Ana-
logicznie, kazda prosta [ C R" jest przyktadem szczuptego zbioru doskonatego wzgledem rodziny
wszystkich brzegéw n wymiarowych kul w R"™.
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Omawiane przyktady dotycza rodzin podzbioréw plaszczyzny miary zero, ktérych covy jest réwny
¢. Kluczowym rezultatem pozwalajacym osiagnaé ten cel, jest Lemat 3.2 w pracy [H3], ktory mowi,
ze kazdy doskonaty podzbior grupy polskiej z miarg Haara, da si¢ wsuna¢ w kazdy zbior borelowski
miary dodatniej w ten sposéb, ze ich czes¢ wspdélna ma moc réwng, c.

Pokazemy ze cov,(A) = ¢. Niech B bedzie dowolnym zbiorem borelowskim o dodatniej mierze
Haara. Rozwazmy dowolna podrodzine A" € [A]<¢. Wtedy przekrdj tej rodziny z doskonatym zbiorem
szczuptym ¢ + P jest mocy mniejszej niz ¢ a tralnslacja ¢t € G jest tak dobrana, ze (t + P) N B ma
moc c.

7 powyzszej obserwacji i twierdzen 18 i 19 otrzymujemy nastepujace dwa wnioski.

Whniosek 2 ([H3, Proposition 3.6]). Niech T bedzie dowolnym niezmienniczym na przesuniecia, z
bazq borelowskq o-ideatem na grupie polskiej (G, +) oraz niech A C T bedzie takq rodzing, Ze

e istnieje doskonaly zbior szczuply wzgledem A,

o (Vo € G) (JA(x)] = ¢),

o (Vz,y €G) (x#y — |Al@) N Ay)| S w).
Wtedy istnieje A" C A, taka ze |J A’ jest zbiorem calkowicie Z-niemierzalnym w G.

Whniosek 3 ([H3, Proposition 3.7]). Niech T bedzie dowolnym niezmienniczym na przesuniecia, z
bazq borelowskq o-ideatem na grupie polskiej (G, +) oraz niech A C T bedzie takq rodzing, Ze

e istnieje doskonaly zbior szczuply wzgledem A,

e UA=G,

o (Vz,y €G) (x#y — |Al@) N Ay)| S w).
Wtedy istnieje A" C A, taka ze | J A’ jest zbiorem T-niemierzalnym w G.

Stosujac wniosek 3 otrzymujemy kolejny wniosek

Whniosek 4. Jezelin > 2 oraz L jest dowolng rodzing prostych w R™ takq, Ze | JL£ = R", to istnieje
jej podrodzina L' C L, taka, zZe | J L' jest zbiorem niemierzalnym w sensie Lebesgue’a.

Rodzing prostych w przestrzeni euklidesowej mozna zastapi¢ rodzing sfer.

Twierdzenie 20 ([H3, Thm 3.10]). Dla kazdej rodziny okregow o stalym promieniu, pokrywagjgcej
plaszczyzne, istnieje jej podrodzina, ktorej suma mnogosciowa jest niemierzalna w sensie Lebesque’a
oraz taka podrodzina, ktorej suma nie ma wlasnosci Baire’a. Ponadto, jesli zatozymy zZe kazdy punkt
na plaszczyinie jest pokryty przez ¢ wiele okregow z naszej rodziny, to mozna znaleZé jej podrodzine,
ktorej suma jest catkowicie T-niemierzalna, dla Z € {N, M}.

Przechodzac z ptaszczyzny do n wymiarowej przestrzeni euklidesowej, mozemy udowodnic, ze:

Twierdzenie 21 ([H3, Thm 3.11]). Niech A C {S(z,r) € Z(R"): x € R" Ar > 0} bedzie dowolng
rodzing n — 1 wymiarowych sfer w R™ ktora spetnia warunek

(Ve eR") {yeR": (Ir>0) (x € S(y,r) ANS(y,r) € A)} ma miare dodatnig).
Wtedy istnieje A’ C A taka ze | J A" jest calkowicie N -niemierzalny w R™.

Inspiracja artykutu [H5] napisanego wspdlnie z Szymonem Zeberskim, byly omawiane we wstepie
prace Sierpifiskiego [Sier], Cichonia i Jasinskiego [CJ], Kysiaka [Kysl] oraz praca bedaca autorstwem
Ciesielskiego, Freilinga i Fejzicia [CFF], ktére dotyczyly niemierzalnosci sum algebraicznych na od-
cinku albo w przestrzeni Cantora.

W pracy [H5] podjeliémy probe zastapienia operacji dodawania przez w miare ogélne relacje okre-
slone na przestrzeniach polskich. Jeden z gléwnych wynikow ma do$é¢ techniczne sformutowanie.
Pozwala jednak uzyska¢ szereg naturalnych zastosowan.

Twierdzenie 22 ([H5, Thm 3.4]). Niech T bedzie dowolnym zbiorem, T bedzie o-ideatem z bazg
borelowskq na przestrzeni polskiej X. Niech A < ¢ albo A = ¢ = cof(c), niech (Ry)a<c € P(T? x X)
bedzie ciagiem relacji diugosSci ¢ takim, ze dla kazdego o < ¢
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(1) {z: [R\@)| #£c}eT
(2) |[Roa NS| < A dla kazdego S postaci A, {a} x T x {x},T x {a} x {z}, gdziea € T,z € X,
(3) (VB e Bor(X)\Z)3a € T) (|R;Y(B)N{a} x T| =¢),

(4) (V(a,b) € T?) (|Ra(a,b)] < A).
Wtedy istnieje A C T taki, ze dla dowolnega o < ¢, obraz R,(A?) jest calkowicie T-niemierzalny w
X.

Twierdzenie to udowodniliSmy stosujac indukcje pozaskonczona. Z twierdzenia 22 wynikaja dwa
rezultaty dotyczace miary i kategorii odpowiednio.

Whniosek 5 ([H5, Cor 3.3]). Istnieje taki podzbidr A prostej rzeczywistej R, Ze dla kaZdej funkcji
f:R? = R klasy C', ktéra jest "na”, obraz f[A x A] jest zbiorem calkowicie N -niemierzalnym.

W dowodzie tego wniosku, procz wspomnianego twierdzenia, uzywany jest fakt, oznaczony w [H5]
jako Claim 3.1, ktéry méwi ze, jesli funkcja rzeczywista klasy O okreélona na plaszczyznie jest "na’”,
to przeciwobraz borelowskiego zbioru miary dodatniej przez tg funkcje jest zbiorem borelowskim o
dodatniej, dwuwymiarowej mierze Lebesgue’a.

Whniosek 6 ([H5, Cor 3.4)). Istnieje taki podzbidr A prostej rzeczywistej R, Ze dla kaZdej funkcji
f:R? = R klasy C*, ktéra jest "na” o niezerowych pochodnych czgstkowych poza zbiorem pierwszej
kategorii, obraz f[A x A] jest zbiorem calkowicie M-niemierzalnym.

W pracy [CFF], Ciesielski, Freiling oraz Fejzi¢ skonstruowali przyktad doskonatego zbioru miary
zero C' takiego, ze C'4+C' jest odcinkiem oraz suma algebraiczna A+ A nie moze by¢ zbiorem Bernsteina
dla dowolnego A C C. Kluczows wtasnoscia tego zbioru jest fakt ze, kazdy punkt z € C' + C' daje
sie przedstawi¢ na skonczenie wiele sposobow. Okazuje sig, ze zbioru Bernsteina z tezy poprzedniego
twierdzenia nie da sie zastapi¢ zbiorem catkowicie [-niemierzalnym o czym $wiadczy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 23 ([H5, Thm 3.5]). Niech T1,T5 bedqg dowolnymi zbiorami oraz I bedzie o-ideatem z
bazq borelowskq na przestrzeni polskie) X. Wtedy dla kazdej funkcyi f : Ty x Ty — X spelniajgce)
warunki

(1) f jest "na”,

(@) reX:w<|f )} eT,

(3) dla kazdego zbioru borelowskiego B € Bor(X)\ Z mamy

HaeTi: Ha} xTonfi(B)=c} =¢

istniejq zbiory A C Ty, B C Ty, dla ktérych obraz f[A x B] jest calkowicie T-niemierzalny.
Ponadto, jesli Ty = Ty, to istnieje A C T, dla ktérego f[A x A] jest zbiorem calkowicie I-
niemierzalnym w X.

Zastosowanie twierdzenia Mycielskiego oraz przed chwilag omawianego daje nastepujacy wynik.

Whniosek 7 ([H5, Cor 3.5)). Niech Iy, T, oraz Iy bedq o-ideaty z bazq borelowskq na przestrzeniach
polskich X1, Xs, X3 odpowiednio. Zatozmy Ze, funkcja f : X1 x Xo — X3 spetnia warunk:

o f jest "na”,

o [71(2) jest co najwyzej przeliczalny poza zbiorem z o-idealu Iy,

e dla kazdego zbioru borelowskiego B C X3 spoza I3, istnieje zbior W € Bor(X; x Xo)\(Z1®Z,),

taki ze W C f~1(B).

Witedy istniejg zbiory A C Xy, B C X, dla ktérych obraz f|A x B] jest catkowicie Zs-niemierzalny
w X3.

Praca Cichonia [C] stata sie inspiracja do podjecia badan tzw. uogélnionych zbioréw Luzina. Jak
wspomnieliSmy we wstepie tego referatu, M A + —-CH nie dopuszcza istnienia Luzina rozumianego w
klasycznym sensie, niemniej jednak w kazdym takim modelu istnieja zbiory ¢-fLuzina. Dla ustalonej
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nieprzeliczalnej liczby kardynalnej x zbiér A C X w ustalonej przestrzeni polskiej jest x-zbiorem F.u-
zina jesli K < | A| oraz przekrdj z kazdym zbiorem pierwszej kategorii Baire’a jest mocy mniejszej niz
k. Zbidr ten nie jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a a nawet wiecej, nie jest zbiorem mierzalnym
w sensie Baire’a. Jezeli kofinalnosé liczby k jest nieprzeliczalna, to rodzina [X]<* stanowi wlasciwy
o-ideat zawierajacy wszystkie singletony. Zbiér A C X jest zbiorem rk-fuzina wtedy i tylko wtedy
gdy A ¢ M oraz dla kazdego Y € M mamy ANY € [X]|<*. To spostrzezenie prowadzi do pojecia
zbioru (Z, J)-Luzina dla ustalonych o-ideatéw Z, J na przestrzeni polskiej X.

Definicja 3. Niech Z,J beda ustalonymi o-ideatami na przestrzeni polskiej X. Zbior A C X nazy-
wamy zbiorem (I, J)-Luzina jesli

e A¢ T oraz

e WeI)(ANY e J).
Ponadto, jesli k jest ustalong liczbg kardynalng, to méwimy ze A C X jest zbiorem (k,Z, J)-Luzina,
jesli moc A jest réwna k oraz A jest zbiorem (Z,J)-Luzina.

Powiemy ze dwa o-idealy Z,J sa ortogonalne (Z L [J) w przestrzeni polskiej X, jesli istnieje
taka partycja X = IUJ, ze [ € 7 oraz J € J. Klasyczny rozktad Marczewskiego gwarantuje
M L N. Jak tatwo zauwazy¢ [H7, Fact 1.1], jesli Z, J sa ortogonalne o-idealy w X, to istnieje zbior
(Z, J)-Luzina. Jesli A jest zbiorem (Z, J)-Luzina, to nie jest on jednoczesnie zbiorem (J,Z)-Luzina.

W pracy [H7] napisanej wspolnie z Zeberskim, rozwazamy rodziny zbioréw A C Z(X), ktére sa
nieréwnowazne wzgledem ustalonej rodziny funkcji F € X¥.

Definicja 4. Niech F C X~ bedzie rodzing funkcji. Powiemy Ze zbiory A, B C X sq nieréwnowazne
wzgledem F jezeli
(Vf € F) (A+ B — ~(f[A] = BV f[B] = 4)).

W pracy [H7], udowodniliSmy twierdzenie, ktére jest uogélnieniem znanego twierdzenia Erdésa-
Sierpinskiego o dualnosci.
Twierdzenie 24 (Erdos-Sierpinski). Przy zalozeniu CH, istnieje bijekcja f: R — R, taka Ze
(VAe Z(R)) (Ae M<+— fIA|eN)AN (A EN +— fIA] € M).
Twierdzenie 25 ([H7, Thm 2.1]). Niech Z,J bedq dowolnymi o-ideatami z baze borelowskq. Jezeli

k = covy(Z) = cof(Z) < non(J) oraz F € [X*]=F jest dowolng rodzing funkcji mocy nie wickszej
niz k, to istnieje rodzina A mocy k parami nieréwnowaznych zbioréw (k,Z, J)-Luzina wzgledem F.

Twierdzenie to prowadzi do nastepujacego wniosku, ktore spetnione jest np. przy CH.

Whniosek 8 ([H7, Cor 2.3]). Jezeli Z,J sq o-ideatami z bazq borelowskq takimi ze covy(Z) =
non(J) = ¢, to istnieje c-wiele zbioréw (I, J)-Luzina, ktore sq parami nieréwnowazne wzgledem
rodziny wszystkich funkcji Z-mierzalnych.

W przypadku ideatéw zbioréw miary zero N oraz pierwszej kategorii M otrzymujemy kolejny
wniosek.

Whniosek 9 ([H7, Cor 2.4)).

o Jezeli cov(N) = ¢, to istnieje ¢ wiele nieréwnowaznych zbioréw (¢, N'y M)-Luzina parami
nierownowaznych wzgledem rodziny wszystkich funkcji mierzalnych w sensie Lebesque’a.
e Jezeli cov(M) = ¢, to istnieje ¢ wiele nieréwnowazinych zbioréw (¢, M, N)-Luzina parami

nierownowaznych wzgledem rodziny wszystkich funkcji mierzalnych w sensie Baire’a.

W tejze samej pracy [HT], badaliSmy réwniez forsingi, ktore zachowuja wtasno$¢ bycia zbiorem
(Z, J)-Luzina dla definiowalnych ideatéw Z, J. Rozwazalidmy forsingi definiowalne P = Bor(X) \ Z,
ktére dla idealow N i M byly badane przez Roberta Solovay’a w pracy [Sol]. Gléwne rezultaty sa
zawarte w monografii [Zapl]. Mianowicie, forsing P = Bor(X) \ Z jest definiowalny w tym sensie, ze
kazdy generyczny filtr G C P jest definiowalny z liczby generycznej dla ktérej istnieje kanoniczna
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nazwa 7 € V¥ i mamy V|[G] = V[r]. Dalej, rozwazany definiowalny o-ideal z baza borelowska posiada
absolutne kodowanie borelowskich zbioréw z ideatu Z, pomiedzy dowolnymi tranzytywnymi modelami
teorii ZFC M C N w takim sensie ze: dla kazdej liczby x € w* N M

M E"#x € Bor(X)NZI" «— N ="#x € Bor(X)NI".

Powiemy, ze dla tranzytywnego modelu V' teorii ZFC, definiowalny forsing P € V zachowuje
wilasnosé bycia zbiorem (Z, J)-Luzina, jesli dla kazdego zbioru (Z, J)-Luzina A € V' w dowolnym
rozszerzeniu generycznym V[G], gdzie G C P jest filtrem generycznym nad modelem V| zachodzi

VI[G] E 7 A jest zbiorem(Z, J)-f.uzina”.

Kluczowg role odgrywaja idealy, ktore majg wtasnoéé Fubiniego. Powiemy, ze o ideal na przestrzeni
polskiej X posiada wtasno$é Fubiniego jezeli spelniony jest nastepujacy warunek:

(VAeBor(X x X)) {zeX: A, ¢Zel —{yeX: AV¢TI}el).

Udowodniliémy nastepujace twierdzenie dla forsingéw c.c.c., zwigzane z zachowywaniem wtlasnosci
uogolnionego zbioru Luzina.

Twierdzenie 26 ([H7, Thm 3.1]). Niech k bedzie nieprzeliczalng liczbg kardynalng. Niech T,J
c.c.c. bedqg o-ideatami posiadajgcymi wlasno$é Fubiniego na przestrzeni polskiej X. Zalozmy ze, Pr =
Bor(X)\Z, Ps = Bor(X)\J sq definiowalnymyi forsingami. Wtedy forsing Pz zachowuje wlasnosé
bycia zbiorem (k,Z,J)-Luzina.

W szczegdlnosci forsing Solovay’a dodajacy liczbe losowa do modelu podstawowego V', zachowuje
wszystkie zbiory Sierpinskiego lezace w V. Analogicznie forsing dodajacy liczbe Cohena zachowuje
wszystkie zbiory Luzina z modelu podstawowego.

Analogiczne twierdzenie udowodnilismy dla definiowalnych forsingéw, zachowujacych baze o-ideatu
7.

Twierdzenie 27 ([H7, Thm 3.2]). Niech (P, <) bedzie pojeciem forsingu definiowalnego, ktory za-
chowuge baze o-ideatu I na przestrzeni polskie; X, czyli zZe rodzina

{B € Bor(X)NZ: B jest kodowany w V'}

jest nadal bazg T w dowolnym generycznym rozszerzeniu V* . Jesli ponadto, I, J posiadajq absolutne
kody pomiedzy tranzytywnymi modelami Z¥C, dla borelowskich zbiorow z ideatow I,[J, to forsing
(P, <) zachowuje wlasno$é bycia zbiorem (Z,J)-Luzina.

Z twierdzenia tego wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 10 ([H7, Cor 3.3)). Kazdy forsing P, ktéry zachowuje stare liczby (czyli (w*)V = (w*)V")
oraz taki, Ze kody zbiorow borelowkich z o-ideatow L, J sq absolutne, zachowuje wtasnosé bycia zbio-
rem (Z,J)-Luzina.

Whiosek 11 ([H7, Cor 3.5]). Niech X\ bedzie liczbg porzadkowq oraz Py = ((Pa, Q4) : a < A) bedzie
iteracjq z przeliczalnym nosnikiem dlugosci X\ takq, Ze dla kazdej o < X zachodzi P, I 7" Q) — o-closed’

oraz kodowanie borelowskich zbioréw z ideatow L, J sq absolutne. Wtedy Py zachowuje wiasnosc
zbioru (Z, J)-Luzina.

Rezultaty dotyczace zachowania wlasnosci (Z, J)-Luzina byly oparte na metodzie wprowadzonej
przez Martina Goldsterna, opisanej w pracy [Gold]. Rozwazmy szczegdlny przypadek wspomnianej
metody. Niech ) bedzie rodzing wszystkich zbioréw domknieto-otwartych na przestrzeni Cantora 2%
(ktory jest przeliczalny) oraz rozwazmy przestrzen CTndm = {f € Q¥ : (Vn € w)A(f(n)) < 27"}
(tutaj A jest miara Haara) i Q2 wyposazona jest w dyskretna topologie. Definiujemy sume relacji
Crandom— | ] _ [Cramdom w sposéb nastepujacy. Dla dowolnych n € w, f € Crandem g € 2% zachodzi:

FEZ™ g« (Vk > n) g & (k).
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Dla f € Cr"m mozemy zdefiniowaé zbiér miary zero A, w nastepujacy sposob:

mew n>m
Mozna udowodni¢, ze dla kazdego zbioru A € N istnieje f € CT*"4™ takie ze A C Ay.

Dla dowolnego g € 2¥ i n € w zbiér {f € Qrondom . f Crandom g1 jest domkniety w C™*°™  Mamy
tez f Crondom g wiedy i tylko wtedy gdy g ¢ A;.

Niech N < H, bedzie przeliczalnym elementarnym podmodelem H,; dla wystarczajaco duzej liczby
kardynalnej , takim ze (P, <) € N. Niech P bedzie pojeciem forsingu, for-o fror € VP beda
nazwami na funkcje z CT*"°™ to znaczy I " (Vi € k) fi e Crandom” Niech bedzie dany cigg funkcji
1o, - fioy. Wtedy malejacy ciag ((pn))new € P* interpretuje {f; - i <k} jako {f i<k} jezeli

(Vi <k)Vnew) (p k7 f; In=fIn").
Niech g € H,,, méwimy, ze g nakrywa N jezeli
(vf e NN Crandom) (f Erandom g)

Definicja 5 (P zachowuje C"m). Niech (P,<), N < H, bedq jak wyzej. Ponadto zaléimy, ze
(P, <) jest pojeciem proper forsingu. Méwimy, ze P zachowuje Trm  jezeli dla dowolnych py €
PNN, g € 2% i dowolnego ciggu (pp)new € P¥ NN, ktéry interpetuje {f; € VE i < k} € N jako
{fi i <k}, jezeli g nakrywa N i dla zadanego ciggu (n;)i<k takiego, ze dla dowolnego i < k mamy
1 G, g, to istnieje ¢ < po taki, ze:

(1) q jest (N, P)-generic,

(2) ¢ IF7(Vf e NIG]) (FEg7),

(3) (Vi<k)(qlF"fi En g7).

Podstawowymi rezultatami, ktére bedziemy stosowac, sa dwa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 28 ([Gold], Fact 6.11). Jezeli P zachowuje C™*™°™ to P I A\(V N2¥) = 1.

Twierdzenie 29 ([Gold], Cor 5.14, Thm 6.). Jezeli iteracja P, = ((Pa, Qa) : & < 7) o przeliczalnym
nosniku proper forsingow spetnia warunek

(VO& < 7) (H_a ”Q ZCLChOwuje E”mdom 7,)’

to wéwczas takze Py zachowuje Crondom,
Za pomocy tych dwoch twierdzen, udowodnilismy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 30 ([H7, Thm 3.7]). Zalézmy ze pojecie forsingu P zachowuge T%™ . Wtedy P zacho-
wuje wlasnosé bycia zbiorem (N, M)-Luzina.

Ponadto, w pracy [H7] udowodnilismy, ze

Uwaga 1. Niech V = L i P bedzie iteracjq z przeliczalnym nosnikiem forsingéw ((Py, Qo) : o < ws)
takq, ze:

e Jesli v jest parzystq liczbg porzgdkowg, to IFq 7 Qu=7R",

e « jest nieparzysta, to Ik, "Q, = L.
Wtedy P zachowuje wlasno$é bycia zbiorem (N, M)-Luzina, cov(N) = wy = ¢, dodaje wy liczb
Lavera. Jesli A € V jest zbiorem (N, M)-Luzina o mierze pelnej (réwnej 1) w 2, to w rozszerzeniu
generic V[G] A staje sie zbiorem calkowicie N -niemierzalnym mocy wy < ¢. Tutaj R jest forsingiem
dodajgcym jedng liczbe Solovay’a oraz L jest forsingiem Lavera.

Metoda otrzymywania zbioréw niemierzalnych w przestrzeni euklidesowej odkryta przez Cichonia i
Szczepaniaka [CS], stala sie inspiracja do napisania pracy [H4]. Pomimo, ze dowody w [H4] sa bardzo
elementarne, uzyskane wyniki dotycza nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Banacha. Istotng role
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odgrywa tu tzw. wlasno$¢ Steinhausa o-idealu Z na abelowej grupie polskiej G. Z ma wtasnosé
Steinhausa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych zbioréw A, B, ktére sa Z-mierzalne i nie naleza
do ideatu Z, istnieje niepusty zbior otwarty ) # U C G, taki ze U C A+ B. Przyktadem jest o-ideal
M zbioréw pierwszej kategorii na dowolnej przestrzeni Banacha (X, || -||). Ustalmy, ze B = {z € X :
|z|| < 1} jest jednostkowa kula w przestrzeni Banacha X.

W mojej nocie [H4] rozwazatem o-ideaty niezmiennicze na przesuniecia. Gtéwnymi rezultatami sg
nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 31 ([H4, Thm 2.2]). Niech X,Y bedg dowolnymi przestrzeniami Banacha. Zalézmy,
ze

(1) Z jest o-ideatem na przestrzeni Y majgcym wtasnosé Steinhausa,

(2) (Vnew\{0})(VA€I)(nA={n-a: ac A} €T),

(3) f: X =Y jest dowolnym izomorfizmem przestrzeni X, Y, ktory jednoczesnie nie jest home-
omorfizmem.

Wtedy obraz kuli jednostkowej f|B] jest T-niemierzalny w przestrzeni Y .

Twierdzenie 32 ([H4, Thm 2.4]). Niech X,Y bedq dowolnymi przestrzeniami Banacha. Zalézmy Ze

(1) Z jest k-zupelnym ideatem na przestrzeni Y, majgcym wlasnosé Steinhausa,

(2) min{|D|: D € P(X) jest gesty w X} < K,

(3) f: X =Y jest dowolnym izomorfizmem przestrzeni X,Y , ktory jednoczesnie nie jest home-
omorfizmem.

Wtedy obraz kuli jednostkowej f[B] jest T-niemierzalny w przestrzeni Y.
Natychmiast otrzymujemy wniosek, w ktorym pierwsza przestrzen Banacha X jest osrodkowa.

Whniosek 12. Zaléimy ze XY sq przestrzeniami Banacha, X jest osrodkowa, T C P(Y) jest
o-ideatem na Y posiadajgcym wlasnosé Steinhausa. Wtedy dla dowolnego izomorfizmu f : X —
Y, ktory nie ustala homeomorfizmu pomiedzy X a'Y, obraz f[B] kuli jednostkowej jest zbiorem I-
niemierzalnym w'Y .

Do tej pory rozwazalismy gtéwnie o-ideaty posiadajace baze borelowska na ustalonej przestrze-
ni polskiej. W pracy [H8| zastanawiatem sie nad niemierzalnoscia wzgledem idealu Marczewskiego
Sg, ktéry nie posiada bazy borelowskiej. Przez Perf oznaczamy rodzine wszystkich zbioréw dosko-
nalych na ustalonej przestrzeni polskiej X i niech s C &(X) oznacza rodzine wszystkich zbioréw
s-mierzalnych w sensie Marczewskiego na X, zdefiniowang nastepujaco:

A€ s+— (VP e Perf)(3Q € Perf) (QCPA(QCAVANQR=0)).
Definiujemy rodzine sy zbioréw Marczewskiego null w sposob nastepujacy:
A€ 59— (VP € Perf)(3Q € Perf)(Q C PANANQ =10).
Wiadomo, ze kazdy zbiér doskonaly w przestrzeni X stanowi roztaczna sume ¢ wiele zbioréw

doskonatych. Wnioskujemy stad, ze kazdy zbiér Luzina czy Sierpinskiego jest zbiorem sg.
Jednym z pierwszych rezultatéw osiagnietych w pracy [H8|, jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 1 ([H8, Prop. 2.2]|). Jezeli ¢ jest reqularng liczbg kardynalng oraz
AC{A: A jest zbiorem Luzina}

jest dowolng c-punktowq rodzing takq, ze | J A ¢ so, to istnieje jej podrodzina A" C A, ktdrej suma
U A’ nie jest s-mierzalna.

Analogiczny wynik otrzymamy, gdy zbiory Luzina zastgpimy zbiorami Sierpinskiego. Zaktadajac
hipoteze continuum CH , nie mozemy opusci¢ zalozenia, ze A spelnia warunek (Vz)[{A € A:z €
A}| < ¢, [H8, Proposition 2.3].

W pracy [JMS] Haim Judah, Arnold Miller i Saharon Shelah udowodnili, ze add(sg) = w; oraz
cov(Sg) = ¢ = we jest niesprzeczne z teoriag ZFC.
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Podobnie jak w przypadku o-ideatéw z baza borelowska, wspotczynniki kardynalne maja wpltyw
na istnienie sp-niemierzalnych sum mnogosciowych podrodzin tych rodzin zbioréw z sg, ktérych suma
jest spoza sg.

Twierdzenie 33 ([H8, Thm 2.5]). Niech covy(sg) = ¢ i A C sq bedzie dowolng c-punktowq rodzing
zbioréw z ideatu Marczewskiego takq, Ze |JA ¢ so. Wtedy istnieje podrodzina A C A, ktdérej suma
mnogosciowa nie jest s-mierzalna.

W dowodzie powyzszego twierdzenia istotng role odgrywal fakt, ze cov,(sg) = ¢, Mozemy réwniez
pokazaé, ze niesprzeczne z teorig ZFC + —CH jest istnienie takiej partycji A mocy w; na prostej
rzeczywistej R, dla ktérej istnieje podrodzina B C A, ktérej suma | J B nie jest zbiorem s-mierzalnym
(Theorem 2.3 w pracy [HS]).

W sytuacji gdy covp(sg) < ¢ mozemy dalej otrzymywaé zbiory s-niemierzalne, na co odpowiada
nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 34 ([H8, Thm 2.6]). Jest relatywnie niesprzeczne z teorig ZFC, Ze covy(sg) < ¢ oraz
istnieje partycja A C sy 0 mocy wy prostej rzeczywistej R, dla ktorej istnieje podrodzina B C A taka
ze, suma |J B nie jest zbiorem s-mierzalnym.

Do zbudowania odpowiedniego modelu wystarczy rozwazy¢ iteracje diugosci N,, o skonczonym
nos$niku forsingéw dodajacych jedna liczbe Cohena.

Stosujac twierdzenie o indukcji pozaskonczonej, mozemy pokazaé, ze przy pewnym zalozeniu na
wspotezynniki kardynalne istnieja podrodziny rodzin punktowo duze, ktorych suma mnogosciowa
jest zbiorem Bernsteina.

Twierdzenie 35 ([H8, Thm 3.1]). Zaloimy Ze cov(sy) = ¢ = cof(c). Wtedy dla kazdej rodziny
A C sg, ktora spetnia warunki

o A jest punktowo duza tj. {xr € X : [{A€ A: x e A}| <<} € s,
o {(r,y)e X?: {Ae A:x,y€ A} =c} € s0 X s,

istnieje jej podrodzina A" C A, ktorej suma |J A" jest zbiorem Bernsteina.

Mierzalno$¢ w sensie Marczewskiego jest Scisle zwigzana ze zbiorami doskonalymi, ktére otrzy-
mujemy z drzew doskonaltych S poprzez operacje [S] = {x € 2¥ : (Vn € w)s | n € S}. Rodzina
wszystkich drzew doskonalych z relacja inkluzji stanowi forsing Saksa S. Podobnie, jak ideal Mar-
czewskiego s-mierzalno$¢, mozna zdefiniowa¢ ideatl Lavera, Millera i mierzalno$¢ zbioru w sensie
Lavera czy tez Millera. Innym przyktadem rodziny drzew sa tak zwane zupelne drzewa Lavera:
T € spjezeli T C |, w" jest drzewem oraz dla dowolnego t € T

{new: ttneT} e w]”.

W pracy [H8] badatem zwiazki jakie zachodza pomiedzy maksymalnymi rodzinami funkcji prawie
roztgcznych na przestrzeni Baire’a a niemierzalno$cia wzgledem ideatow zwigzanymi z forsingami
drzewiastymi. Mowimy, ze A C w® jest rodzing funkcji prawie roztacznych (a.d.), jesli dla dowolnych
réznych elementow a, b € A ich czesé wspolna jest skonczona. Natomiast A C w® jest maksymalng
rodzing funkcji prawie roztacznych (w skrécie m.a.d.), jesli jest rodzina prawie roztaczna funkcji w
w* i jest maksymalna wzgledem inkluzji.

Na temat tych poje¢, przy zatozeniu CH, otrzymalem nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 36 ([H8, Thm 4.1]). JeZeli zachodzi CH, to istniejg A, B C w* m.a.d. rodziny, takie
ze A nie jest l-mierzalna oraz B nie jest sp-mierzalna w przestrzeni Baire’a.

7 drugiej strony, otrzymalem nastepujacy rezultat przy zatozeniu negacji hipotezy continuum.

Twierdzenie 37 ([H8, Thm 4.2]). Jest relatywnie niesprzeczne ze, ZFC +—-CH oraz istnieje m.a.d.
A w przestrzeni Baire’a, ktéra nie jest sp-mierzalna.
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Powyzszy wynik otrzymalem stosujac iteracje ze skonczonym nosnikiem forsingéw (Qr, <) o dtu-
gosci k (wy < k), gdzie T' C w jest sp-drzewem, w ktorym wszystkie gatezie tworza rodzine funkeji
prawie roztacznych w przestrzeni Baire’a.

Forsing (Qr, <) definiujemy nastepujaco: p = (1, s, sg, Fp) € Qr jezeli

o x, €W,

® s, sg sg niepustymi skonczonymi poddrzewami 7',

o F, € [w¥].
Dla t € w<“ i niepustego skonczonego drzewa 7 C w<* niech ¢t [ 7 = |J{s € 7 : s C ¢t} bedzie
maksymalnym poczatkowym podciagiem ciagu ¢, ktory nalezy do 7.

Porzadek definiujemy nastepujaco: dla dowolnych p = (1, s, sg,fp) € Qriq=(v4s, sg,fq) €

Q7 mamy p < q jezeli

(1) zg CapAsd CsgAsh CshAF, CFp,

(2) (Vtes))x,Nt C(t]s)) Uy,

(3) (Vh e F))(z,Nh =z,Nh),

(4) (Vhe F)(Vtesb)tnh=(t|sh)Nh,

(5) (Vhe Fp)(vtesh)tnh=(t[s))Nh.
Na poczatku udowodnitem, ze rozwazane pojecie forsingu jest o-centrowane (wiec jest c.c.c.). Na-
stepnie dla generycznych obiektéw okreslonych nastepujaco:

xG:U{xp: p € G},
St=|Hsg:peGrisy=|J{s):peal,

udowodnitem nastepujace wlasnosci:
Claim 1. (VS € SPT(T)NV) (SL NS e SPT(T)A S, NS e SPT(T)).
Claim 2. Dla kazdego S € SPT(T)NV zbior
{ze[SNS]: |[zanNz|=|zg\ 2| = w}
jest rezydualny w [S% N S).
Claim 3. Jesli F C w* NV jest rodzing zbiorow prawie rozlgcznych w w*, to rodziny zbiorow
{zg} U[SL]UF i [S&] UF sq réwniez prawie rozlgczne w w®.

Nastepnie, w -kroku iteracji ((P, : a < k), (Qg B < k)) takim, ze IFp, ng = Qr dochodza
wyzej wspomniane obiekty generyczne xg = iy, (Tm,), S5 = iGBH(Slgqﬁ), Sh = iGBH(S}’{ﬁ) (tutaj
G C Py jest filtrem generycznym nad wyjéciowym modelem V' |= GCH, natomiast Hp jest ic,, | (Qr)
filtrem generycznym, nad V[Gp], takim ze Ggy1 = G * Hp). Nastepnie definiujemy Ay = 0, Az =
Ap U {zg} U [SF]. W granicznym przypadku bierzemy Ag = |J,_5.A¢. W koricu biorac dowolna
maksymalng a.d. rodzine zawierajaca A = UB A, otrzymujemy zadany zbiér speiajacy teze
naszego twierdzenia.

Ostatni rezultat tej pracy, to wykazanie, ze jest relatywnie niesprzeczne z ZFC, ze zachodzi ostra
nieréwnosé cov(sg) < a (tutaj a jest najmniejsza moca maksymalnej wzgledem inkluzji rodziny
funkcji prawie roztacznych w przestrzeni Baire’a).
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OMOWIENIE POZOSTALEGO DOROBKU NAUKOWEGO

Lista prac wchodzacych do pozostatego dorobku naukowego:

[P1] J. Kraszewski, R. Ratowski, P. Szczepaniak and Sz. Zeberski, Bernstein sets and kappa cove-
rings, Mathematical Logic Quarterly, 56 (2) 2010, 216-224,

[P2] M. Bienias, Sz. Glab, R. Ralowski, Sz. Zeberski, Two point sets with additional properties,
Czechoslovak Mathematical Journal, vol 63, no 4(2013), 1019-1037,

[P3] R. Ratowski, P. Szczepaniak and Sz. Zeberski, A generalization of Steinhaus theorem and
some nonmeasurable sets, Real Analysis Exchange, vol. 35, nr 1 (2009/2010), 1-9,

[P4] T. Banakh, M. Morayne, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Topolgically invariant o-ideals on the
Hilbert cube, Israel Journal of Mathematics, vol. 209, (2015), 715-743,

[P5] T. Banakh, M. Morayne, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Topolgically invariant o-ideals on the
Euclidean spaces, Fundamenta Mathematicae, vol. 231, (2015), 101-112,

[P6] T. Banakh, R. Ralowski, Sz. Zeberski, Classifying invariant o-ideals with analytic base on
good Cantor measure spaces, Proceedings of American Mathematical Society, vol. 144 (2016)
837-851,

[P7] M. Burnecki, R. Ratowski, Topologies on the group of invertible transformations, Banach
Center Publications, 95 (2011), 273-280,

[P8] R. Gielerak and R. Ratowski, Statistical mechanics of Class of Anyonic Systems. The Rigorous
Approach, J. of Nonlinear Math. Phys. Vol 11 (2004), 85-91,

[P9] R. Gielerak and R. Ratowski, Convergence of virial expansions for some anyonic-like systems,
Proceedings of the Seminar on Stability Problems for Stochastic Models, Part I (Nateczéw,
1999). J. Math. Sci. (New York) 105 (2001), no. 6, 2555-2556,

[P10] R. Ratowski, On the kernel of the Hermitian Form and Partition Function, Proceedings of
6th Int. School on Theoretical Physics, Symmetry and Structural Properties of Condensed
Matter. Word Scientific, 2001,

[P11] R. Gielerak and R. Ratowski, Wick Algebras Approach to Physics of 2D Systems, Proceedings
of 5th Int. School on Theoretical Physics, Symmetry and Structural Properties of Condensed
Matter. Word Scientific, 1999,

[P12] R. Ratowski, On Wick algebras with additional twisted commutation relations, J. Phys. A 30
(1997),n0. 9, 3235-3247,

[P13] W. Marcinek R. Ratowski, On Wick algebras with braid relations, J. Math. Phys. 36(1995),
no. 6, 28032812,

[P14] M. Koztowski and R. Ratowski, The dielectric response with respect to the weight distribution
of relaxation times, Journ. of Math. Chem. vol. 46, nr 4 (2009), 1087-1102,

[P15] R. Ratowski and M. Koztowski, The Havriliak-Negami Dielectric Response in Time Domain,
Polish J. Chem., Vol 79 (2005), 1353-1356,

[P16] M. Koztowski, R. Ratowski, H. Kotodziej, An Application of the Burr Function to the De-
scription of Dielectric Relaxation Data in Frequency Domain, IEEE Trans. DEI. Vol 10 (2003),
256-259.

Prace wchodzace do pozostatego mojego dorobku naukowego mozna podzieli¢ na trzy czesci. Pierw-
szg czesSC stanowig prace z matematyki, w sktad drugiej wchodza prace z dziedziny fizyki matema-
tycznej a do ostatniej naleza artykuly z dziedziny chemii fizyczne;j.

W pracy [P1] rozwazaliSmy takie zbiory na abelowych grupach polskich, ze kazdy zbioér o usta-
lonej mocy k nakrywaja po pewnej translacji. Zbiory te nazywamy k-nakrywajacymi. Analogicznie,
powiemy ze zbior A C G jest < k-nakrywajacy, jezeli kazdy podzbiér grupy G mocy mniejszej niz k,
da sie wsuna¢ w zbiér A przy uzyciu jednej translacji. Inspiracja tej pracy byly wyniki otrzymane
przez Muthuvela [Mu] i dotyczyty gtoéwnie zbioréw k-nakrywajacych w przypadku skonczonej liczby
kardynalnej k oraz Nowika [Nowl, Now2] gdzie rozwazane byly zbiory w lub < w-nakrywajace o
niskiej klasie deskryptywnej. We wspomnianych pracach Nowika podane zostaty przyktady partycji
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przestrzeni Cantora 2 na continuum wiele zbioréw borelowskich, ktore s jednoczesnie zbiorami w-
nakrywajacymi oraz partycji na dwa zbiory, pierwszy Gs miary zero N a drugi F, pierwszej kategorii
M takie, ze kazde dwa roztaczne przeliczalne zbiory moga by¢ wsuniete przy uzyciu jednej translacji
w zbiory M i N.

Pierwszym wynikiem naszej wspolnej pracy jest istnienie rozbicia prostej rzeczywistej R na dwa
zbiory Bernsteina takie, ze kazdy z nich nie jest zbiorem 2-nakryciowym. Z drugiej strony znalezliSmy
partycje prostej R na continuum wiele zbior6w Bernsteina, z ktorych kazdy jest < cof(¢)-nakryciem.
Ponadto, jezeli Z jest o-ideatem na prostej rzeczywistej R majacym wlasno$é Steinhausa, to przy
zatozeniu non(Z) < ¢, istnieje zbior catkowicie Z-niemierzalny, ktéry jest jednoczes$nie zbiorem < ¢-
nakrywajacym.

Pojecie zbioru k-nakrywajacego stato si¢ punktem wyjscia do pewnych jego odmian, mianowicie
S-nakrycia oraz [-nakrycia.

Powiemy, ze rodzina A jest x-S-nakryciem, jesli

e jest rodzing parami roztacznych podzbioréw prostej rzeczywistej R,
o 4 =r
e VFe R FHteR)(VAcA) (|t+ F)NAl=1At+FCUA).

Nasze wyniki dotyczg rodzin A, ktérych elementami sg zbiory catkowicie niemierzalne wzgledem

pewnych o-ideatow na R. Przyktadem tego moze by¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 38 ([P1, Thm 3.3]). Dla ustalonej liczby kardynalnej k takiej Ze 2 < k < c¢. Jezeli
2% < ¢, to istnieje partycja R na zbiory Bernsteina {B¢ : £ < Kk}, taka Ze

e dla dowolnego § < Kk B¢ nie jest zbiorem 2-nakryciowym ale

o {B:: & <k} jest k-S-nakryciem.

Wiadomo, ze przy MA zalozenia twierdzenia sa spetnione dla dowolnej liczby s spetniajacej
warunek w < k < ¢. To gwarantuje niesprzecznos¢ tezy twierdzenia z teorig ZFC.
Nieco ogolniejsza sytuacje przedstawia kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 39 ([P1, Thm 3.5]). Niech r bedzie takq liczbg kardynalna, Ze zachodzi réwnosé 2 = c.
Niech (G,+) bedzie nieprzeliczalng abelowq grupg polskq z zadang metryke d. Ponadto, niech T C
P (G) bedzie ustalonym o-ideatem na G takim, Ze

e (VB € Bor(G)\Z)(VD € [Z]~%) (|l B\ UD| = ¢),
e istnieje a € rng(d) \ {0} takie, ze (Vx € G) ({y € G: d(z,y) =a} € I).
Witedy istnieje rodzina zbiorow parami roztgcznych {Be : £ < k}, dla ktdrej zachodzi

(1) Be jst zbiorem catkowicie Z-niemierzalnym w G dla dowolnej § < K,
(2) Be nie jest zbiorem 2-nakrywajgcym dla dowolnego & < K,
(3) {B¢ : & < K} jest k-S-nakryciem.

Translacje w definicji zbioru, ktéry jest x-nakryciem, mozemy zastapi¢ dowolng izometrig np. na
plaszczyznie. Wtedy mamy do czynienia z pojeciem zbioru, ktory jest k-I-nakrywajacym. Mianowicie,
podzbiér plaszczyzny A C R? jest k-I-nakrywajacym, jezeli spelniony jest nastepujacy warunek

(VB € [R")(Yp € R?™) (¢ jest izometria i ¢[B] C A).
Nastepujace dwa twierdzenia pokazujg réznice pomiedzy 2 a 3 -I nakryciami.
Twierdzenie 40 ([P1, Thm 4.3]). Kazdy zbiér Bernsteina w R? jest 2-I-nakryciem.
Twierdzenie 41 ([P1, Thm 4.4]). Istnieje 2bidr Bernsteina w R?, ktéry nie jest 3-I-nakryciem.
Tezy twierdzenia 40 nie mozna rozszerzy¢ na dowolne zbiory catkowicie Z-niemierzalne.

Twierdzenie 42 ([P1, Thm 4.5]). Jesli Z € {N, M} to istnieje zbior calkowicie T-niemierzalny w
R?, taki ktéry nie jest 2-I-nakrywajgcy.
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W pracy [P2] napisanej wspélnie z Markiem Bieniasem, Szymonem Glabem oraz Szymonem Ze-
berskim badaliémy zbiory, ktére wprowadzit Stefan Mazurkiewicz. W literaturze zbiory te znane
sa jako zbiory Mazurkiewicza oraz jako dwu-punktowe zbiory. Powiemy, ze podzbior plaszczyzny
A C R? jest zbiorem Mazurkiewicza jezeli z kazda prosta na ptaszczyznie ma dokladnie dwa punkty
wspolne. Wiadomo, ze zbiory te sa do$é¢ ztozone. Mianowicie nie moga by¢ F,, co wykazal w swojej
pracy [Lar|] Larman. Ponadto, w uniwersum konstruowalnym L, zbiory te moga by¢ koanalityczne,
co udowodnit Miller [Mi].

Pierwszym wynikiem w tej pracy jest istnienie zbioru Mazurkiewicza, ktory stanowi baze Hamela
przestrzeni R? nad ciatem liczb wymiernych Q i jest jednoczeénie zbiorem catkowicie Z-niemierzalnym
wzgledem o-idealu zawierajacym wszystkie singletony, posiadajacym baze borelowska. Nastepnie
udowodnilidémy istnienie zbioru Mazurkiewicza, ktory jest w ideale Marczewskiego so. Ponadto, jesli
rozwazany o-ideatl Z ma taka wtasnosé, ze dla kazdego zbioru borelowskiego B spoza Z istnieje ¢ wiele
prostych rownolegtych, takich ze kazda z nich ma przeciecie ze zbiorem B mocy continuum. Wtedy
istnieje zbior Mazurkiewicza w ideale sy, ktory stanowi baze Hamela i jest jednocze$nie zbiorem
catkowicie Z-niemierzalnym. UdowodniliSmy réwniez, ze istnieje zbiér Mazurkiewicza, ktory jest baza
Hamela, jest catkowicie Z-niemierzalny i jest rownoczesnie niemierzalnym w sensie Marczewskiego.

Pojecie zbioru Mazurkiewicza mozna w naturalny sposéb uogolni¢ do x-punktowego zbioru dla
ustalonej liczby kardynalnej 2 < k < ¢, to jest takiego podzbioru ptaszczyzny, ktory z kazda prosta
ma przekréj mocy k. Udowodnilismy, ze jesli jest dana liczba naturalna n > 2, to kazdy n-punktowy
zbiér da sie rozbi¢ na n parami roztacznych bijekcji R na R.

Wykazaliémy zwigzek pomiedzy zbiorem Bernsteina na prostej R, a zbiorem Mazurkiewicza, ktory
daje si¢ wyrazi¢ w nastepujacy sposob: dla dowolnego zbioru Bernsteina B C R istnieje zbior Ma-
zurkiewicza A C R2, ktory jest jednoczesénie zbiorem miary zero oraz pierwszej kategorii w R? o tej
wlasnosci, ze dla dowolnej funkcji f C A, f71[(0,1)] = B.

Prawda jest, ze kazdy zbior Mazurkiewicza nie jest ani zbiorem Bernsteina, ani F.uzina, ani zbiorem
Sierpinskiego. Z tego powodu wprowadziliSmy pojecie czesciowego zbioru Mazurkiewicza, to znaczy
takiego zbioru, ktéry z kazda prostg ma co najwyzej dwupunktowy przekrdj. Pojecie to natychmiast
prowadzi do wyniku, ktére méwi ze przy zatozeniu CH istnieje zbior fuzina, ktory jest czesciowym
zbiorem Mazurkiewicza. Analogiczny wynik dotyczy zbioru Sierpinskiego.

Ponadto, w pracy [P2] wykazaliSmy istnienie Ry punktowego zbioru, ktéry nie jest 2-I-nakrywajacym
zbiorem. PokazliSmy réwniez, ze istnieje Ng-punktowy zbior, ktory jest Ng-nakrywajacym zbiorem.

Wykazalismy takze, ze po dodaniu do universum konstruowalnego L, wy niezaleznych liczb Cohena,
otrzymamy model ZFC, w ktorym w; < ¢ = w» i istnieje Ny-punktowy zbior, ktory jest jednoczesnie
N;-nakrywajacym.

Dla ustalonej liczby naturalnej n wiekszej od jedno$ci, znalezlismy przyktady zbioréw n-punktowych,
z ktoérych jeden nie jest 2-I-nakrywajacym a drugi jest n-nakrywajacym zbiorem.

W tej samej pracy badaliSmy wtasnos$ci kombinatoryczne zbioréw Mazurkiewicza z punktu wi-
dzenia rodzin zbioréw prawie roztgcznych. Niech h bedzie ustalona definiowalng bijekcja borelowska
pomiedzy prosta rzeczywista R a przestrzenia Ramsey’a [w]¥. Ponadto, niech 7, 1y beda rzutami
ortogonalnymi plaszczyzny R? na pierwszg, odpowiednio na drugg, o$. Wtedy, jest relatywnie nie-
sprzeczne z teorig ZFC, ze ~CH i istnieje czeéciowy zbiér Mazurkiewicza A C R?, dla ktérego
h|m1[A] U ma]A]] stanowi maksymalng rodzing mocy w; zbioréw prawie roztacznych w w.

Jako ostatni wynik pracy [P2], wykazaliSmy ze w modelu otrzymanym przez dodanie wy liczb
Cohena do uniwersum konstruowalnego L istnieje czesciowy zbiér Mazurkiewicza C' C R? mocy ws,
ktory jest zbiorem Luzina oraz spelnia nastepujaca wlasnosé:

(3A € N)(VD € [C]*") (A+ D = R?).

Analogiczny wynik dotyczy zbioru Sierpinskiego, mozemy otrzymac przez dodanie ws liczb Solovay’a
do uniwersum konstruowalnego L.
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Inspiracja kolejnej pracy [P3] napisanej wspoélnie z Przemystawem Szczepaniakiem i Szymonem
Zeberskim bylo znane twierdzenie Steinhausa, ktére méwi, ze suma kompleksowa A + B ma niepuste
wnetrze dla dowolnych zbiorow A, B C R o dodatniej mierze Lebesgue’a.

Pierwszym rezultatem w tej pracy jest uogélnienie wspomnianego wyzej twierdzenia.

Twierdzenie 43 ([P3, Thm 2.1]). Niech T bedzie N lub M. Zalézmy, ze funkcja f: R xR — R
jest klasy C' oraz

0 0
{(z,y) € R?*: a—i(x,y) =0V 8—§(x,y) =0} eT.

Niech A, B € Bor(R)\Z bedq borelowskimi zbiorami spoza o-ideatu . Wtedy zbior f[A x B] zawiera
niepusty przedzial otwarty na prostej rzeczywistej R.

Klasyczne twierdzenie Steinhausa postuzyto do dowodu twierdzenia Cichonia-Szczepaniaka [CS] o
kuli w przestrzeni euklidesowej.

Twierdzenie 44 (Cichon-Szczepaniak). Niech m,n bedg dwiema réznymi dodatnimi liczbami natu-
ralnymi oraz f: R™ — R™ wstala izomorfizm nad ciatem liczb wymiernych Q. Wtedy dla dowolnego
zbioru A C R" takiego, ze A, A° majq niepuste wnetrza wR™, obraz f[A] C R™ ma miare wewnetrzng
Lebesgue’a rowng zero 1 jest rownoczesnie o peinej mierze zewnetrznej w sensie Lebesque’a na R™.

Zastosowanie twierdzenia 44 pozwolito otrzymac¢ niemierzalne zbiory o pewnych algebraicznych
wtlasnosciach. Przyktadem tego zjawiska moga by¢ nastepujace twierdzenia uzyskane w omawianej

pracy.

Twierdzenie 45 ([P3, Thm 3.2]). Istnieje zbior calkowicie N -niemierzalny A C R taki, ze A+A = A
oraz A—A=R.

Twierdzenie 46 ([P3, Thm 3.3]). Istnieje partycja A = {A, : n € w} prostej rzeczywistej R na
zbiory catkowicie N -niemierzalne taka, ze dla kazdego n € w zachodzi A, + A, = A,.

Twierdzenie 47 ([P3, Thm 3.5]). Istnieje partycja A = {A, : n € w} prostej rzeczywistej R na
zbiory catkowicie N -niemierzalne taka, ze

(Vm,n € w) (m#n — An+ A, =R\ {0}).

Twierdzenie 48 ([P3, Thm 3.7]). Istnieje zbior A C R taki, Ze
A A+ A A+ A+ A, ... sq calkowicie N -niemierzalne oraz |J A+ ...+ A=R.
—_—

new
n

Twierdzenie 49 ([P3, Thm 3.9]). Istnieje zbior A C R taki, Ze
ACA+ACA+A+AC...

sq calkowicie N -niemierzalne oraz |J A+ ...+ A jest réwniez zbiorem calkowicie N -niemierzalnym
—_——

new
n

na prostej rzeczywistej R.

Twierdzenie 50 ([P3, Thm 3.11]). Istnieje zbidr A C R taki, ze
ADAH+ADA+A+AD ...

sq calkowicie N -niemierzalne na prostej rzeczywistej R.

Podalismy rowniez odpowiedniki multiplikatywne powyzszych twierdzen, ktére sa wnioskami z
otrzymanych wyzej rezultatow.

Twierdzenie 51 ([P3, Cor 3.2]). Istnieje zbior A C R catkowicie N -niemierzalny taki, ze A-A = A.
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Twierdzenie 52 ([P3, Cor 3.3]). Istnieje taki zbior A C R, Ze
ACA-ACA-A-AC...

sq catkowicie N -niemierzalne oraz \J A-...- A jest réwniez zbiorem calkowicie N -niemierzalnym
—_—

new
n

na prostej rzeczywiste] R.

Pytanie, czy minimalna moc rodziny zbioréw Cantora jaka jest konieczna aby pokry¢ kostke Hil-
berta [ jest taka sama jak minimalna moc rodziny zbioréw Cantora pokrywajacej odcinek I = [0, 1]
bylo otwarte przez jakis czas i zwrdcito uwage matematykow (dla przyktadu, to pytanie byto posta-
wione na stronie UCL Marianny Csoérney). We wspoélnej pracy [P4], napisanej z Tarasem Banakhem,
Michatem Morayne oraz z Szymonem Zeberskim podalismy odpowiedz twierdzaca. W artykule tym
rozwazalidémy topologicznie niezmiennicze ideaty na kostce Hilberta % wyposazona w topologie pro-
duktowa. Traktujac ideaty Z C [I¥]=¥ i Z(I*) jako trywialne na kostce Hilberta, pokazalismy ze
ideal zbiorow pierwszej kategorii M na [¥ jest idealem maksymalnym wsrod wszystkich o-ideatow
topologicznie niezmienniczych posiadajacych baze z wtasnoscia Baire’a oraz ze o-ideal M jest naj-
wickszym wsréd nietrywialnych topologicznie niezmienniczych o-ideatow na I¥ posiadajacych baze
zbioréw o-zwartych na [¥. Z drugiej strony rozwazaliSmy o-idealy generowane przez tak zwane mi-
nimalne zbiory Cantora na kostce [“ to znaczy takie zbiory C' homeomorficzne ze zbiorem Cantora,
ze dla dowolnego zbioru doskonatego P C I istnieje homeomorfizm h € Homeo(I*), dla ktére-
go zachodzi inkluzja h[C] C P. Ideal ten oznaczamy przez oCy. Kazdy nietrywialny topologicznie
niezmienniczy z baza analityczna o-ideat na [¥ zawiera 0Cy. W naszych rozwazaniach kluczowa cha-
rakteryzuja jest: zbior Cantora w [“ jest minimalny wtedy i tylko wtedy gdy jest Z,-zbiorem. Tutaj
domkniety zbiér A C I¥ jest Z,-zbiorem wtedy i tylko wtedy gdy, zbiér

{fecII*): flI¥]NnA=0}

jest zbiorem gestym w przestrzeni wszystkich funkcji ciagtych C(I¥,I¥) wyposazonej w topologie
zwarto-otwartg.

Powyzszy opis minimalnych zbioréw Cantora wraz z kombinatoryczna charakteryzacja dla cov(M),
non(M) podana przez Tomasza Bartoszyniskiego (np. [Bart],[BartJud|) prowadzi do réwnosci

cov(oCy) = cov(M) < cov(Z) < cov(oCy), non(M) = non(cCy) < non(Z) < non(M)
dla wspomnianej klasy o-ideatow Z.

W badaniu takich wspétczynnikéw kardynalnych jak add, czy cof gtéwna role odegrat fakt, ze
przestrzen wszystkich homeomorfizméw na kostce Hilberta I¥ jest przestrzenig polska z topologia
zwarto-otwarta, ktéra pochodzi od metryki

d(f,9) = supd(f(x),g(x)) + sup d(f~'(x), 97" ().

zelw zelw
Z drugiej strony twierdzenie Z-set unknotting theorem gwarantuje nam, ze kazde dwa minimalne
zbiory Cantora sa ”ambiently” homeomorficzne, co oznacza, ze dla dowolnych minimalnych zbioréw
Cantora A, B C I“ istnieje homeomorfizm h € Homeo(1¥) taki, ze f[A] = B. Wspomniane przed
chwilg wtasnos$ci pozwalaja udowodnié¢, ze dla ustalonego minimalnego zbioru Cantora i gestego
G € Gs zawartego w ¥, zbior
{h € Homeo(I*) : h[A] C G}

jest gesta Gs w przestrzeni Homeo(I¥).

Przypomnijmy, ze dla dowolnych ideatéw na przestrzeni polskiej, relatywne wspotczynniki wyra-
zaja sie wzorami

add(Z,J) = min{|A|: ACTZA| JA ¢ T},
cof(Z,J) =min{|B|: BC I AN(NAe€I)(3IBeB)AC B}.

Wspotezynniki kardynalne dla o-ideatéw M oraz oCy przedstawiaja si¢ nastepujaco:

e non(cCy) = non(M),
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e cov(aCpy) = cov(M),
e add(0cCy) = add(M) = add(cCy, M),
e cof(cCy) = cof(M) = cof(aC, M).

W pracy rozwazaliSmy réwniez topologicznie niezmiennicze wlasciwe o-idealy Z na kostce Hil-
berta, ktére nie sa zawarte w o-ideale zbiorow pierwszej kategorii Baire’a. Okazuje sig, ze o-ideat
0Gy generowany przez tak zwane tame-Gs zbiory, jest najmniejszym topologicznie niezmienniczym
o-ideatem na [* wsréd wszystkich topologicznie niezmienniczych o-ideatéw Z na kostce Hilberta, po-
siadajacych baze z wtasnoscig Baire’a, ktore nie zawierajg sie w o-ideale M. Wowczas wspotczynniki
przedstawiaja si¢ nastepujaco:

wy < add(0Gy) < cov(oGy) < add(M) < cof(M) < non(cGy) < cof(0Gy) < ¢.

Reasumujac, dla topologicznie niezmienniczych o-ideatéw Z, J na [¥ z baza analityczna takich, ze
ZCMiJ <M, mamy nastepujacy topologiczny wariant diagramu Cichonia:

non(cGy) — non(J) — cof(J) —=¢

non(M) —— cof (M) —— cof(Z) /

w; — add(J) — cov(J) — cov(cGp).

W pracy [P5] napisanej wspélnie z Banakhem, Morayne i Zeberskim badaliémy wspotczynni-
ki kardynalne dla topologicznie niezmienniczych nietrywialnych o-idealdow na przestrzeniach eukli-
desowych. Tutaj przez nietrywialny o-ideal rozumiemy o-ideat zwierajacy zbiory nieprzeliczalne i
jednoczesnie rézny od ideatu wszystkich podzbioréw P(R™). Tak jak w poprzednio omawianej pra-
cy, pierwsze wyniki dotyczyly wyznaczenia maksymalnego (najwiekszego) nietrywialnego o-ideatu,
ktory jest topologicznie niezmienniczy, posiada baze o wlasnosci Baire’a. Tym ideatem okazata sie
rodzina wszystkich zbior6w pierwszej kategorii M na R", o czym méwi twierdzenie 2.1 w pracy [P5].
Ponadto, wyznaczyliSmy najmniejszy o-ideat z bazg analityczna, ktory rowniez jest topologicznie nie-
zmienniczy. Ideat ten, oznaczany przez oCy jest generowany przez tak zwane zbiory tame-Cantora,
twierdzenie 2.2 w pracy [P5]. Zbiér tame-Cantora z definicji jest podzbiorem R™, dla ktérego istnieje
homeomorfizm h : R” — R" i jest obrazem h[C], gdzie C C R x {0}"! jest zbiorem Cantora na
jednowymiarowej kopii R. Wiadomo, ze wszystkie zbiory tame-Cantora sa ambiently homeomorficz-
ne ze soba. Jedna z réwnowaznych definicji zbioru tame-Cantora jest, ze kazdy domkniety podzbiér
R" jest tame-Cantorem, jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje skonczona rodzina F homeomorficz-
nych kopii [0, 1] takich, ze ich $rednice sa mniejsze od € i ze zadany zbiér jest zawarty we wnetrzu
U F. Gléwnym wynikiem w tej pracy dotyczacym wspotczynnikéw kardynalnych dla nietrywialnych
topologicznie niezmienniczych o-ideatéw z baza analityczng jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 53 ([P5], Thm 2.4). Dia 0C na R™ zachodzq nastepujgce réwnosci:
non(cC) = non(M),

cov(aC) = cov(M)),

add(oC) = add(cC, M) = add(M),

cof(oC) = cof(cC, M) = cof(M).

Tak wiec jako wniosek dla nietrywialnych topologicznie niezmienniczych o-ideatow oC C I C

M, posiadajacych baze analityczng na R™ mamy nastepujace relacje pomiedzy wspotezynnikami
kardynalnymi
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Whniosek 13 ([P5], Corollary 2.3). Dla nietrywialnego topologicznie niezmienniczego o-ideatu I na
przestrzent R™ 2z bazg analityczng mamy

non(Z) = non(M),
cov(ZT) = cov(M),
add(Z) < add(M),
cof(M) < cof(Z).

Tutaj nieréwnosci moga by¢ ostre o czym $wiadezy przyklad 2.6 w pracy [P5], nietrywialnego
topologicznie niezmienniczego o-idealu Z na R?, generowanego przez odcinek [0,1] x {0}. Wowczas
add(Z) = wy i jednoczesnie cof (Z) = c.

Powyzszy wniosek ilustruje diagram

non(Z) non(M) —s cof (M) —— cof(Z) —¢

! | ]

wy; — add(Z) — add(M) — cov(M) cov(Z)

Z wniosku 13 otrzymalidmy réwniez twierdzenie méwiace o wspoédlczynnikach kardynalnych dla
o-ideatéow oDy, generowanych przez domkniete podzbiory R™ o wymiarze topologicznym k < n.

Twierdzenie 54 ([P5], Thm 2.7). Dla dowolnych liczb naturalnych k < n mamy

e non(aDy,) = non(M),
e add(oDy) = add(M),
e cov(oDy) = cov(M),

o cof(0Dy) = cof(M).

Przedmiotem badan w pracy [P6] wspolnie napisanej z Banakhem i Zeberskim byta klasyfikacja
o-idealéw z baza borelowska, ktére sa niezmiennicze wzgledem (w pewnym sensie) dobrej miary
borelowskiej na przestrzeni Cantora.

Uporzadkowana pare (X, \) nazywamy miarowa przestrzenia Cantora, jezeli X jest homeomorficz-
na z przestrzenig Cantora 2* i A : Bor(X) — [0, 00) jest o-addytywna miara borelowska, znikajaca
na wszystkich singletonach przestrzeni X. Powiemy ze dwie przestrzenie miarowe (X, \), (Y, u) sa
izomorficzne, jezeli istnieje homeomorfizm h pomiedzy przestrzeniami X,Y taki, ze dla dowolnego
zbioru borelowskiego B C X, \(B) = u(h[B]).

Powiemy, ze odwzorowanie h : X — X jest niezmiennicze wzgledem A, jezeli dla kazdego zbioru
borelowskiego B C X, A(h[B]) = A(B). Wiecej, méwimy ze o-ideal Z okreslony na (X, \) jest
niezmienniczy wzgledem miary A jezeli dla dowolnego zbioru A € Z i homeomorfizmu h : X — X
zachowujacego miar¢ A mamy h[A] € Z.

Wiadomo, ze istnieje miara A\ na zbiorze Cantora X taka, ze grupa H,(X) wszystkich homeomor-
fizmoéw zachowujaca miare A zawiera tylko jeden element {idx}. Wtedy kazdy o-ideal na X z baza
borelowska jest niezmienniczy wzgledem miary A. Wiec takich ideatéw jest 2°.

Miarowa przestrzenia Cantora (X, \) nazywamy dobra, jezeli dla dowolnego niepustego zbioru
otwartego U C X A(U) > 01 A jest jednorodna w takim sensie: dla dowolnych zbioréw domknieto-
otwartych U,V C X takich ze \(U) < A(V), istnieje domknigto-otwarty podzbiér U" C V' taki ze
AU) = XU).

Akin w pracy [Akin] udowodnil, ze kazde dwie dobre miarowe przestrzenie Cantora (X, \), (Y, i)
sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy spektra miar A(Clopen(X)) i u(Clopen(Y')) sa réwne. Tuta]
przez spektrum A(Clpoen(X)) rozumiemy nastepujacy zbiér

{\MU): U C X jest domknigto-otwarty w X }.

Gléwnym wynikiem, jest udowodnione przez nas nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 55 (P6, Thm. 1.1). KaZdy nietrywialny, niezmienniczy o-ideal z analityczng bazg na
dobrej miarowej przestrzeni Cantora (X, ), jest jednym z nastepujocych o-ideatéw

E, MNN, M, N.

Tutaj & jest o-idealem generowanym przez domkniete zbiory miary zero wzgledem A\ rownej zero.

Mamy nastepujacy diagram

[X]S0 —= [X]5% —= & — = M AN
\ /

W dowodzie twierdzenia 1.1 z omawianej pracy, odgrywa istotnad role jednorodnoéé. Nastepujace
lematy, ktore moga by¢ rozwazane jako oddzielne wyniki, bylty uzyte w dowodzie tego twierdzenia.

Lemat 3 ([P6], Lemma 2.4). KaZdy zachowujgcy miare homeomorfizm h : A — B pomiedzy dwo-
ma domknietymi nigdziegestymi zbiorami A, B C X dobrej miarowej przestrzeni Cantora (X, \),
rozszerza sie do homeomorfizmu f : X — X przestrzeni X, ktory zachowuje miare.

Lemat 4 ([P6], Lemma 2.5). Jezeli (X, \),(Y,u) sq¢ dwiema miarowymi przestrzeniami Cantora
takimi ze N(X) < w(Y). Jezeli Gx C X, Gy CY sq zbiorami Gs o zerowej mierze wzgledem X, p
odpowiednio i Gy jest zbiorem gestym w Y, to istnieje zachowujgce miare zanurzenie f : X — Y

takie, ze f|G,] C Gy.

Lemat 5 ([P6], Lemma 2.7). Jezeli A C X jest domknietym podzbiorem dobrej miarowej przestrzeni
Cantora (X, \) o dodatniej mierze A(A) > 0, to dla kazdej dodatniej liczby € > 0 istnieje skonczony
zbior homeomorfizmow hy, ..., h, przestrzeni X zachowujgcych miare \ o tej wlasnosci Ze

A(U hil[A]) > A(X) —e.

Lemat 6 ([P6], Lemma 2.10). Dla dowolnych dwdich F, zbioréw pierwszej kategorii Baire’a A, B C X
w dobrej miarowej przestrzeni Cantora (X, \), takich Ze A(A) = N(B) = A(X), istnieje zachowujgcy
miare homeomorfizm h : X — X, taki ze h|A] = B.

Lemat 7 ([P6], Lemma 2.11). JeZeli analityczny podzbiér A C X w miarowej przestrzeni Cantora
(X, \) nie jest elementem o-ideatu £, to A zawiera G zbior G C A taki, e N(G) = 0i X | G
jest miarg $cisle dodatniq (tzn. przyjmuje dodatnie wartosci na niepustych zbiorach otwartych w
przestrzeni G).

Wspélnie z Maciejem Burneckim, rozwazalismy zagadnienia dotyczace tzw. ubogich-topologii
na grupie G transformacji odcinka I = [0, 1] zachowujacych o-ideat zbioréw miary Lebesgue’a réwnej
zero. Topologie te sa definiowane poprzez funkcje Orlicza ¢ : R — [0, o], ktéra spelnia tak zwany
warunek A’ ze stalg ¢ > 0.

Pierwszym wynikiem w pracy [P7] jest twierdzenie ktore mowi, ze jesli funkcja Orlicza spetnia
warunek A’ ze stala ¢ > 01 jezeli h : [0,00) — [0,00) jest funkcja borelowsko mierzalna, dla ktorej
istnieje stala A > 0 taka, ze dla kazdego = € [0,00) h(x) < ¢~ '(Az), to dla dowolnego wybranego
7€ Gife L%m), przeksztatcenie

TW = (for ™) (how,)
jest ograniczonym, liniowym operatorem na przestrzeni Orlicza L¥(m) oraz zachodzi nieréwnosé:

I79, < max{1,cA}.



28

Tutaj m oznacza miare Lebesgue’a na I, w, jest pochodng Radona-Nikodyma miary mo7 dlat € G
oraz L(m) oznacza zbiér wszystkich m-mierzalnych funkcji.
Warunek A" gwarantuje o$rodkowosé przestrzeni Orlicza L?(m) oraz wspomniany wynik zapewnia,
ze zbior
G, = {T;h) LT E G}
jest ograniczony w przestrzeni operatorowej £(L?(m)) wzgledem silnej topologii operatorowej gene-
rowang przez zbiory bazowe postaci:

V(P& x1,...,0,) ={Q € L(LY(m)) : (Vi e{1,...,n}) [|Q(x;) — P(x;)|| < €}.

Co wiecej, o$rodkowosé przestrzeni Orlicza L#(m) gwarantuje nam, ze topologia na ograniczonym
zbiorze W C L(L¥#(m)), ktéry jest Gs, jest metryzowalna nastepujaco

(VP.Q e W) (d<p, ?-¥ IP(s) - :ﬂ(fn)H)

gdzie {f, : n € w} jest ustalonym, przeliczalnym osrodkiem przestrzeni Orlicza L¥(m). G, jest
obrazem odwzorowania T" okreglonym przez

G371 TW(r)=The £(L?(m)).

Przez O, oznaczamy topologie na grupie G indukowang z topologii na G}, przez odwzorowanie T' (h),

Glownym wynikiem tej pracy jest twierdzenie, ktére mowi, ze wszystkie topologie ©,  sg rowne
o ile ¢ spelnia warunek A’, h jest dowolna borelowsko mierzalna funkcja na [0, 0o) taka, ze h(0) =0
oraz spetnione sa dwa nastepujace warunki:

e (3A>0)(Va,y € [0,00)) (lp(h(x)) = e(h(y))] < Az —y]),
o (In>0)(Va,y € [0,00)) (lo7(z) — ¢~ (y)| < nlh(z) — h(y)]).
Wspomniane topologie bylty wprowadzone i badane na przestrzeniach LP w pracy [CK] przez
Choksiego i Kakutaniego, a nastepnie przeniesione na przestrzenie Orlicza przez Burneckiego [Burn].
Pierwsze moje prace naukowe dotyczyly zagadnien fizyki teoretycznej. W mechanice kwantowej wy-
stepuja dwa rodzaje nierozréznialnych czastek elementarnych mianowicie te, ktére maja spin (kwan-
towy moment kretu) utamkowy i nazywamy je fermionami np. (protony, elektrony, kwarki), oraz
czastki o spinie catkowitym zwane bozonami jak na przyktad fotony, ktore przenosza oddziatywa-
nie elektromagnetyczne, gluony odpowiedzialne za przenoszenie oddziatywan silnych, dwa bozony W
i bozon 7Z posrednicza w oddzialywaniach stabych. Zakaz Pauliego zabrania pojawienia si¢ dwdch
fermionéw w jednym stanie kwantowym, natomiast bozony moga wystepowaé¢ w tym samym stanie
kwantowym w dowolnej ilosci. Wspomniane zjawisko oddziatywania wielu czastek, daje sie opisac¢
w tak zwanym formalizmie drugiej kwantyzacji, gdzie podstawowymi operatorami dziatajacymi na
osrodkowej przestrzeni Hilberta sg tak zwane operatory kreacji a™ i anihilacji a. Operatory kreacji i
anihilacji dla bozonéw spehiajg nastepujace relacje: dla dowolnych i, € n dlan € w
aia;’ — ajai =01 N aia; —aja; =0 A a;raj — aja;r =0 CCR - relacje,
natomiast dla fermionéw mamy
aa] +aja; =051 A aa; +aza; =0 A afal +afaf =0 ACR - relacje.

W ramach formalizmu drugiej kwantyzacji John Bardeen, Leon Cooper i Robert Shrieffer zbudowali
teorie, ktora wyjasnia zjawisko nadprzewodnictwa w metalach w temperaturze bliskiej zera abso-
lutnego. Podstawowym mechanizmem jest pojawienie si¢ przy niskiej temperaturze takiego stanu
kwantowego uktadu wielu czgstek w metalu, w ktorym dwa elektrony o przeciwnych spinach wig-
78 sie tworzac bozon zwany para Coopera. Pary Coopera moga wystepowaé¢ w tym samym stanie
kwantowym w dowolnej iloéci tworzac nadprzewodzacy gaz, ktory nie oddziatuje z siecig krystaliczng
metalu. Dodatkowym efektem tego stanu jest nie wnikanie do wnetrza metalu pola magnetyczne-
go. Takie zjawisko nazywamy efektem Meissnera. Teoria BCS przewiduje przejscie fazowe w stan
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nadprzewodzacy w temperaturach znacznie nizszych od temperatury przejscia azotu ze stanu ga-
zowego w stan ciekty. Jednak zjawisko przejscia w stan nadprzewodzacy niektérych substancji o
strukturze dalece roznej od symetrii krystalicznej zostato zaobserwowane eksperymentalnie. Szansa
na wyttumaczenie tego fenomenu stanowi teoria qausiczgstek zwanych ”anyones”, ktora zostata zo-
stata przedstawiona we wspdlnej pracy Leinassa i Myrhaima [LM] oraz w pracy Wilczka [Wil]. Wyzej
wspomniane quasi-czastki z powodzeniem stanowia podstawe wyjasniajaca kwantowy efekt Halla. W
odroznieniu od bozonéw czy fermiondéw faza wielu czastek moze zmieniaé sie w sposéb dowolny i
czastki te stanowia uktad posredni pomiedzy fermionami a bozonami. W zwiazku z tym, w pracy
[P12] i wspélnie napisanej z Wtadystawem Marcinkiem pracy [P13], badatem istnienie i wlasnosci
algebr operatorowych okreslonych na tensorowych przestrzeniach ilorazowych jednoczastkowej prze-
strzeni Hilberta. Algebry te stanowia uogélnienie algebr generowanych przez operatory bozonowe
kreacji i anihilacji, czy tez ich odpowiedniki fermionowe:
(1) aiaj — cgaﬁal =01, aa; — Z Bf;akal = 0.

k,l kl
W wyniku rozwazan otrzymatem warunek konieczny na istnienie takiej reprezentacji. Mianowicie,
macierze B = (0'); ; vieqr,..ny and C = ()i jrieq1,..ny dla pewnego n € N sy zwigzane w sposob
nastepujacy:

(2) (1-B)(1+C) =1 gdzie & = i}

gt

Niech E bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem liczb zespolonych C. Niech TE = @, . E®"

necw

bedzie algebra tensorowa. Ustalmy baze {e;}ier przestrzeni F dla I CN. Niech C: FQ F - E® E

oraz g(e; ® ej) = 0;;. Dla dowolnych liczb naturalnych i, m takich, ze 1 < i < m, operator ol

E®m Tl @ TE — E®™H @ TE okredlamy w sposéb nastepujacy:
COT®.. 1R ®...00,97)=11®...° C(7; ®Ti11) ® ... ® T, @ 7.

Operator h(™ : E®m+1 5 B&m=1 jost definiujemy nastepujaco:

m

hm = Z(lk—l X9 1(m—k))07(:_1) B Cr()g)a
k=1

Jesli rownanie (2) jest spelnione i dodatkowo zalozymy ze zachodzi

e BOCWo®@ — cMWc@BO oraz

o [(WWpFCE=D W 4 4 pkD0t=3)  cWp@)(1 - BW) =0 dla k € N\ {0,1,2},
to taka operatorowa reprezentacja caastek spelniajacych réwnanie (1) istnieje.

Jezeli zatozymy, ze operator C' ma norme operatorowa na przestrzeni Hilberta £ ® E nie wigksza
od 1, to operator potozenia okreslony nastepujaco

E> feo(f) = (alf) +a*(f)/V2

jest istotnie samosprzezony na przestrzeni Focka JF, ktora jest pewng ilorazowa algebrg tensorowq
z pewnym iloczynem skalarnym. Dla dowolnych z,y € E®"*! ten iloczyn skalarny jest okreslony
nastepujaco:

<2,y >0=< 2, Poy1y >0 APap1 = (1® PRyt AR =1+ CW + ...+ 00 ..o,

n

gdzie

n
<UL R U,V Qe @ Uy, >0= 5"va < u;,v; >, dlailoczynu < -,- >: E? - C,

i=1
dla dowolnych wuq,...u,,v1,...v,, € E. W przestrzeni Focka F, operatory kreacji sa sprzezone do
operatoréw anihilacji i vice versa.
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Przyktadami takich algebr sg oczywiscie algebry generowane przez bozony, czy tez fermiony. Po-
nadto, dla dowolnych liczb zespolonych ¢; € C takich, ze dla dowolnego i < dimFE |¢;| = 1 1 macierze
w przypadku tzw. kolorowych bozonéow wyrazaja sie nastepujaco:

by = BZI = ¢ @0k N ¢ = ¢iGi0uik,
kolorowych fermionowych statystyk:
b = b = —q;qi0ubn A = —qiG;0ud;.
Natomiast operatorowe algebry okreslone przez macierze
Tkl 26,
bij :1/\Ciqu 7
generowane sg przez operatory kreacji i anihilacji zwigzane ze soba w sposob nastepujacy:
265, _ 0=
. . . . . . . +
Stosujac odpowiednia transformacje na wyzej opisanych operatorach b;, b, zaproponowana przez

Chaichiana Grossa i Presnajdera [CGP] otrzymujemy zdeformowana algebre SU,(n) pochodzaca od
Pusza i Woronowicza [PW] generowana przez operatory A;, A;r o relacjach zdefiniowanych w sposob:

AAT = PATA; =1— (1— )Y Al Ay
k>i
W pracy [P10] wyznaczytem jadro skreconego iloczynu skalarnego okreslonego na produkcie ten-
sorowym TFE n-wymiarowej przestrzeni zespolonej E. Iloczyn ten jest definiowalny z operatora
T: F®FE— E® FE nastepujaco

(VZ,] S {1, C ,n})(qm c (C) T(Gl ® ej) = ;€5 X e; N |qi7j| =1A qij = @
Wtedy dla z,y € TE iloczyn dany jest formuta (z, y)r = (x, Py)o, gdziedlaxy, ..., zn,y1,. .., Yym € E

(T1®...QTn, 1 Q... @ Ym)o = 5n,mH<Ii,yz>-

=1

Operator rzutowania P = @, ., P, jest okreslony na T'E oraz dla n € w

new
Po=04+T")...0+T"  + ...+ T - T € End(E®")).
Wowczas, jezeli dimE > 2, to ker(-,-)r ={x € TE : (z,2)r} = D, ., Zn gdzie
Zn={z € E*": x=> (D a,iF(0))e; — (Vi = (i1,....in)) Y _ apz =0},
i o€G; oceG;
Gi=1Imf;,i= (ir,..., i), fi((j1,. .., Jn)) = 0 € S, oraz permutacje o spetnia warunek o (ji, . .., jn) =
i = (i1, 0p)-
Ponadto, w tej samej pracy wyznaczytem sume statystyczna dla wielkiego zespotu kanonicznego
mieszanego uktadu czastek bozonowych i fermionowych opisanego przez algebre Manina. Algebra ta

jest okreslona przez operator skrecenia kwantowego T' € End(E ® E), ktéry dziata na kwadracie ten-
sorowym D-wymiarowej przestrzeni E nad ciatem liczb zespolonych C z ustalona bazg ortonormalna

{e;ried{l,...)k}}U{f;: 7e{1,....D—k}}
Tle,®e)=e0e NT(f;®f;)=—1®f,
i#j—T(e; @e5) = qije; e NT(fi @ fj) = gt @ i,
T(ei® fj) = qijrrf; @ e
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Tutaj liczby zespolone ¢; ; € C spetniajg zaleznos¢

Gij Qi =1Ndij =T
Wowczas dla hermitowskiego operatora h okreslonego na wspomnianej bazie przestrzeni E, h(e;) =
eie; h(f;) = n;f; dla ustalonych liczb rzeczywistych €;,n;, € R odpowiadajacym energiom wlasnym

czastek bozonowych i fermionowych, suma statystyczna na n-czastkowej przestrzeni E®" przedstawia
sie nastepujaco

k D—k
tr( P,y = H 1—e)t H (14 "),
=1 j=1

dL,(h)=h®1®..21+10hel®.. 01+...+1®...010h,
We wspdlnych pracach [P8], [P9] oraz [P11] z Romanem Gielerakiem, rozwazali$my uktady quasi-
czastek Leinaasa-Myrheima z zadanymi relacjami komutacji operatorow kreacji i anihilacji

or(2)ar (4} — D, (y) () = bz — )]
ar(z)a,(y) — e Va, (y)a, () =0
ar(x)*a,(y)t — e @Vat (y)af(z) =0,

(r:R* = Rir(xr,y)+r(y,z) = 0 dla dowolnych z,y € R?). h jest tu zadanym jednoczastkowym
hamiltonianem h = hy = —A7 + p, gdzie ¢ € C3*(9V) stanowi warunek brzegowy klasy C® na
zadanej objetoéci V' C R?i A jest operatorem Laplace’a, natomiast j jest potencjatem chemicznym
i 0 > 0 jest tak zwana temperatura odwrotna. Pokazaliémy istnienie granicy termodynamicznej

gestosci energii swobodnej

v/Re |V
w skoniczonej objetosci wielkiego zespotu kanonicznego Gibbsa:

Z3(B, 1) = Trr, ()L (e770),

Tutaj I'v(hy) rozumiemy modul Focka jako algebra ilorazowa powstala z algebry tensorowej T'(H)
przez dwustronny ideal generowany przez wyzej okreslone relacje komutacji operatoréw kreacji a;
i anihilacji a, (H = Hy = L*(V) oznacza jednoczastkowa przestrzen Hilberta wszystkich funkcji
catkowalnych z kwadratem na V', na ktérej dziata hamiltonian hy). Od jednoczastkowego hamilto-
nianu zadamy dodatkowo, aby istniat élad trg (e #"v(") na przestrzeni jednoczastkowej H. Nadmie-
nie tutaj, ze powyzszy wynik stanowi punkt wyjécia do badania przemian fazowych quasi-czastek
Leinaasa-Myrheima.

Ostatnie trzy prace [P14], [P15] oraz [P16] dotycza pewnych zagadnien z chemii fizycznej. Wspél-
nie z Mirostawem Koztowskim oraz Hubertem Kotodziejem badaliémy zachowanie odpowiedzi dielek-
trycznej w dziedzinie czasowej i czestotliwosciowej dla zwigzkéw chemicznych posiadajacych pewna
strukture krystaliczng.
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