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Rozdzial 1

Wskazane osiagniecie naukowe 1
pozostale publikacje

Cykl publikacji wskazany jako osiggniecia naukowe sktada sie z 6 publikacji i zostat
zatytulowany:

Potoki homeomorfizméw Brouwera — postaé, rownowaznosé
i sprzezenie topologiczne

1.1 Lista prac skladajacych sie na osiaggniecie na-
ukowe
Wskazany cykl publikacja obejmuje nastepujace pozycje:

|[A1] Z. Lesniak, On boundaries of parallelizable regions of flows of free mappings,
Abstr. Appl. Anal., Vol. 2007 (2007), Article ID 31693, 8 pp.

|[A2] Z. Lesniak, On a decomposition of the plane for a flow free mappings, Publ.
Math. Debrecen 75 (2009), No. 1-2, 191-202.

|A3] Z. Lesniak, On fractional iterates of a Brouwer homeomorphism embeddable in
a flow, J. Math. Anal. Appl. 366 (2010), No. 1, 310-318.

[A4] Z. Lesniak, On the topological equivalence of flows of Brouwer homeomorphi-
sms, J. Difference Equ. Appl. 22 (2016), 853-864.

[A5] Z. Lesniak, On properties of the set of invariant lines of a Brouwer homeomor-
phism, J. Difference Equ. Appl. 24 (2018), 746-752.

[A6] Z. Lesniak, On the topological conjugacy of Brouwer flows, Bull. Malays. Math.
Sci. Soc., DOI: 10.1007/s40840-017-0567-8.



1.2

Lista pozostalych publikacji

Pozostate publikacje utozone w porzadku chronologicznym tworza nastepujaca liste:

[B1]

[B2]

B3]

[B4]

B3]

[B6]

[B7]

B8]

[BY]

[B10]

B11]

IB12]

[B13]

B14]

Z. Lesniak, On homeomorphic and diffeomorphic solutions of the Abel equation
on the plane, Ann. Polon. Math. 58 (1993), No. 1, 7-18.

Z. Lesniak, On simultaneous Abel inequalities, Opuscula Math. 14 (1994), 107
115.

M.C. Zdun, Z. Lesniak, On iteration groups of singularity-free homeomorphisms
of the plane, Ann. Math. Sil. 8 (1994), 203-210.

Z. Lesniak, On the system of the Abel equations on the plane, Ann. Math. Sil.
9 (1995), 105-122.

Z. Lesniak, Constructions of fractional iterates of Sperner homeomorphisms
of the plane, Forg-Rob, W. (ed.) et al., Iteration theory. Proceedings of the
European conference, ECIT 92, Batschuns, Austria, September 1319, 1992,
World Scientific, Singapore (1996), 182-192.

Z. Lesniak, On continuous iteration groups of some homeomorphisms of the
plane, Grazer Math. Ber. 334 (1997), 193-198.

Z. Lesniak, On fractional iterates of a homeomorphism of the plane, Ann. Polon.
Math. 79 (2002), No. 2, 129-137.

Z. Lesniak, On an equivalence relation for free mappings embeddeable in a flow,
Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 17 (2003), No. 7, 1911-1915.

Z. Lesniak, On parallelizability of flows of free mappings, Aequationes Math.
71 (2006), No. 3, 280-287.

Z. Lesniak, On parallelizable regions of flows of the plane, Grazer Math. Ber.
350 (2006), 175-183.

Z. Lesniak, On maximal parallelizable regions of flows of the plane, Int. J. Pure
Appl. Math. 30 (2006), No. 2, 151-156.

Z. Lesniak, On boundary orbits of a flow of free mappings of the plane, Int. J.
Pure Appl. Math. 42 (2008), No. 1, 5-11.

Z. Lesniak, On the first prolongational limit set of flows of free mappings, Tam-
kang J. Math. 39 (2008), No. 3, 263-269.

Z. Lesniak, On the existence of analytic solutions of the d’Alembert equation,
Int. J. Pure Appl. Math. 48 (2008), No. 3, 385-397.
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[B15]

[B16]

[B17]

B1§]

[B19]

[B20]

B21]

B22]

[B23]

B24]

[B25]

[B26]

B27]

Z. Ledniak, Yong-Guo Shi, One class of planar rational involutions, Nonlinear
Anal. 74 (2011), No. 17, 6097-6104.

Z. Lesniak, On the structure of Brouwer homeomorphisms embeddable in a flow,
Abstr. Appl. Anal., Vol. 2012 (2012), Article ID 248413, 8 pp.

Yong-Guo Shi, Lin Li, Z. Lesniak, On conjugacy of r-modal interval maps with
non-monotonicity height equal to 1, J. Difference Equ. Appl. 19 (2013), 573~
584.

K. Cieplinski, Z. Lesniak, On conjugacy equation in dimension one, Banach
Center Publ. 99 (2013), 31-44.

Z. Lesniak, On strongly irreqular points of a Brouwer homeomorphism embed-
dable in a flow, Abstr. Appl. Anal., Vol. 2014 (2014), Article ID 638784, 7

bp.

J. Brzdek, K. Cieplinski, Z. Le$niak, On Ulam’s type stability of the linear
equation and related issues, Discrete Dyn. Nat. Soc., Vol. 2014 (2014), Art. ID
536791, 14 pp.

A. Bahyrycz, J. Brzdek, Z. Lesniak, On approximate solutions of the generalized
Volterra integral equation, Nonlinear Anal. Real World Appl. 20 (2014), 59-66.

Z. Lesniak, Yong-Guo Shi, Topological conjugacy of piecewise monotonic func-
tions of nonmonotonicity height > 1, J. Math. Anal. Appl. 423 (2015), 1792
1803.

J. Brzdek, L. Cadariu, K. Ciepliniski, A. Fosner, Z. Le$niak, Survey on re-
cent Ulam stability results concerning derivations, J. Funct. Spaces, Vol. 2016
(2016), Article ID 1235103, 9 pp.

J. Brzdek, El-s. El-hady, W. Forg-Rob, Z. Lesniak, A note on solutions of a
functional equation arising in a queueing model for a LAN gateway, Aequatio-
nes Math. 90 (2016), 671-681.

J. Brzdek, Z. Leéniak, R. Malejki, On the generalized Fréchet functional equ-
ation with constant coefficients and its stability, Aequationes Math. 92 (2018),
355-373.

J. Brzdek, El-s. El-hady, Z. Lesniak, On fixed points of a linear operator of
polynomial form of order 3, J. Fixed Point Theory Appl. 20 (2018), No. 2,
Article:85, 10 pp.

J. Brzdek, El-s. El-hady, Z. Lesniak, On Fixed-point theorem in classes of func-
tion with values in a dg-metric space, J. Fixed Point Theory Appl. 20 (2018),
No. 4, Article:143, 16 pp.



Rozdzial 2

Omoéwienie wynikow wskazanego
osiggniecia naukowego

Rozdzial ten stanowi zasadniczg cze$¢ tego opracowania. Omoéwiono w nim wyniki
prac wchodzacych w sktad cyklu stanowigcego wskazane osiagniecie naukowego. Roz-
dzial podzielony zostal na siedem podrozdzialéw zgodnie z rozpatrywanymi kolejno
zagadnieniami.

W pierwszym z nich przedstawiono definicje i twierdzenia stanowigce punkt wyj-
$cia do badan dotyczacych homeomorfizméw Brouwera. Po wprowadzeniu odpowied-
nich deficji zamieszczone zostalo tutaj twierdzenie Brouwera o translacji i lemat Bro-
uwera. Nastepnie podano deficje punktéw regularnych i osobliwych oraz twierdzenie
o strukturze dowolnego homeomorfizmu Brouwera pochodzace z pracy T. Hommy
i H. Terasaki, ktore wraz z twierdzeniem Brouwera o translacji wytyczyto program
badan. W podrozdziale tym oméwiono rowniez podstawowe wiasnosci potokéw ho-
meomorfizméw Brouwera.

W podrozdziale drugim przedstawiono wlasnosci relacji wspotzbieznosci do nie-
skonczonosci. Wiekszos¢ z prezentowanych tu wynikéw zachodzi dla dowolnego ho-
meomorfizmu Brouwera bez zatozenia, ze homeomorfizm ten jest zanurzalny w potok.
Pokazano tutaj rowniez zastosowanie twierdzenia o réwnosci zbioru punktéw silnie
osobliwych homeomorfizmu Brouwera i pierwszego przedtuzenia granicznego potoku,
w ktory ten homeomorfizm jest zanurzony do wykazania kolejnych wtasnosci relacji
wspotzbieznosci do nieskoriczono$ci przy dodanym juz zatozeniu, ze homeomorfizm
Brouwera jest zanurzalny w potok.

W podrozdziale trzecim przedstawiono twierdzenia dotyczace obszaréw prosto-
walnych potoku homeomorfizméw Brouwera. Wazna role w naszych badaniach od-
grywaja trajektorie zawarte w brzegu tych obszaréw. Dlatego tez wiekszo$¢ z prezen-
towanych tu wynikéw opisuje wlasnosci pierwszego przedtuzenia granicznego brzegu
obszaréw prostowalnych.

Najwazniejszym wynikiem podrozdziatu czwartego jest twierdzenie o postaci po-
toku homeomorfizméw Brouwera. Znalezé tutaj mozna réwniez wynik opisujacy za-



leznosci miedzy homeomorfizmami prostujacymi maksymalnych obszaréw prostowal-
nych tworzacych rodzine pokrywajaca ptaszczyzne, ktora wystepuje w tym twierdze-
niu.

W podrozdziale piatym pokazano zastosowanie twierdzenia o postaci potoku ho-
meomorfizméw Brouwera do wyznaczenia pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu
Brouwera zanurzalnego w potok. Wykazujac ciagtoéé¢ konstruowanych pierwiastkow
korzystamy z wlasnosci trajektorii zawartych w brzegu maksymalnych obszaréw pro-
stowalnych nalezacych do rodziny wystepujacej w gléwnym twierdzeniu poprzedniego
podrozdziatu.

Podrozdziat szosty poswiecony jest topologicznej rownowaznosci potokéw home-
omorfizméw Brouwera. Zamieszczono tu m.in. wynik, ktéory mowi, ze homeomor-
fizm realizujacy rownowazno$é topologiczng takich potokéw przeksztalca pierwsze
przedtuzenie graniczne jednego z tych potokéw na pierwsze przedluzenie graniczne
drugiego z nich.

Najwazniejsze wyniki znajduja sie w podrozdziale siodmym. Dotycza one sprze-
zenia topologicznego potokéw homeomorfizméw Brouwera. W dowodzie twierdzenia
o sprzezeniu wykorzystano twierdzenie o postaci potoku homeomorfizméw Brouwera
oraz twierdzenia dotyczace topologicznej rownowaznosci takich potokdw.

W spisie literatury zostaly umieszczone pozycje, ktore miaty istotny wpltyw na
omowione tutaj wyniki (bezposredni lub posredni).

2.1 Homeomorfizmy Brouwera

W podrozdziale tym oméwimy podstawowe wlasnosci odwzorowan nazywanych ho-
meomorfizmami Brouwera, tj. homeomorfizmoéw plaszczyzny na siebie, ktore nie po-
siadaja punktow statych i zachowuja orientacje. Przedstawimy tu m.in. twierdzenie
Brouwera o translacji oraz twierdzenie o strukturze dowolnego homeomorfizmu Bro-
uwera pochodzace od T. Hommy i H. Terasaki.

Zanim przystapimy do przedstawienia wlasno$ci homeomorfizméw Brouwera
ustalimy niezbedna terminologie (terminologia ta bedzie uzywana w catym tym opra-
cowaniu). Przez krzywq rozumiemy odwzorowanie ciagle v : [0, 1] — R?, za$ krzywa
bedaca odwzorowaniem réznowartosciowym nazywamy fukiem. Krzywg zamknietq
nazywamy taka krzywa v, ze v(0) = v(1). Przez krzywq Jordana rozumiemy krzywa
zamknigta taka, ze 7|[0,1) jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Krzywe oznaczac
bedziemy maltymi literami alfabetu greckiego. Zbior wartosci krzywej bedziemy tez
niekiedy nazywaé krzywa i analogicznie zbiér wartosci tuku bedziemy nazywaé tu-
kiem, ale dla unikniecia nieporozumien obraz oznacza¢ bedziemy duza litera alfabetu
tacinskiego.

Indeks Ind,(p) punktu p wzgledem krzywej zamknietej v takiej, ze p € R?\
7(]0, 1]) definiujemy dwuetapowo. W pierwszym kroku okreslamy indeks punktu p =



(70,%0) € R? wzgledem krzywych rodziny {7, : k € Z}, gdzie
Y (t) = (xg + cos 2kmt, yo + sin 2knt),

ktadac Ind,, (p) = k (zaleznos¢ krzywej 7 od punktu p nie jest zaznaczona w ozna-
czeniu tej krzywej, gdyz nie bedzie potrzeby zmiany ustalonego punktu). Obrazem
krzywej v dla k # 0 jest okrag o $rodku p i promieniu 1 i zbiér jednoelementowy
{(xo+1,y0)} dla k = 0.

Nastepnie korzystajac z twierdzenia moéwiacego, ze dla kazdej krzywej zamknictej
v takiej, ze p € R? \ ([0, 1]), istnieje dokladnie jedno k € Z takie, ze krzywe ~y i v
sa homotopijne w R? \ {p} (zob. Newman [93], Theorem 8.6, str. 192), definiujemy
Ind, (p) jako indeks punktu p wzgledem krzywej v, homotopijnej z v w R\ {p}.

Do zdefiniowania pojecia zachowywania orientacji przez homeomorfizm ptaszczy-
zny na siebie wykorzystujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. (Newman [93|, Theorem 11.1, str. 197) Dla kazdego homeomor-
fizmu f plaszczyzny na siebie istnieje doktadnie jedna liczba dy € {—1,1} taka, ze

Ind,(p) = dy - Ind o, (f(p))
dla kazdego p € R? i kazdej krzywej zamknietej v : [0, 1] — R? takiej, ze p € v([0,1]).

Jedli dy = 1, to moéwimy, ze homeomorfizm f zachowuje orientacje, natomiast w
przypadku, gdy dy = —1 moéwimy, ze f zmienia orientacje. Poniewaz dy nie zalezy od
wyboru punktu p i krzywej zamknietej v dla rozstrzygniecia czy dany homeomorfizm
f ptaszczyzny na siebie zachowuje czy zmienia orientacje wystarczy ustali¢ punkt p
i sprawdzi¢ indeksy punktow p i f(p) wzgledem odpowiednio v i f o~ dla jednej
wybranej krzywej Jordana v takiej, ze p € ([0, 1]) oraz Ind,(p) # 0. Dla homeomor-
fizmow plaszezyzny, ktore sg klasy C! warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
zachowywanie orientacji jest to, aby jakobian tego homeomorfizmu byt dodatni w co
najmniej jednym punkcie (zob. Newman [93], Theorem 11.2, str. 198).

Badania homeomorfizméw ptlaszczyzny bez punktéow stalych zachowujacych
orientacje zostaly zapoczatkowane przez Luitzena E.J. Brouwera. W 1912 r. zo-
stalo opublikowane twierdzenie nazywane twierdzeniem Brouwera o translacji, ktore
mozna sformutowaé¢ w nastepujgcy sposob.

Twierdzenie 2.2. (Brouwer [19], Translationssatz) Niech f bedzie homeomorfizmem
Brouwera. Wowczas dla dowolnego p € R? istniejg obszar jednospdjny U, taki, ze
p € Uy, f(U,) = U,, oraz homeomorfizm ¢ : U, — R? spelniajacy réwnanie Abela

p(f(2,9) = ¢lz,y) +(1,0)  dla (z,y) €U, (2.1)

taki, ze dla kazdego t € R przeciwobraz = ({t} x R) jest domknicty na plaszczyznie.



Warunek (2.1) oznacza, ze zaciesnienie f|y, homeomorfizmu Brouwera f do ob-
szaru jednospdjnego U, jest sprzezone topologicznie z translacja 7' dang wzorem
T(z1,72) = (21 + 1, 22) poprzez homeomorfizm ¢ : U, — R?, tj.

Spof‘Up:TO('p'

Twierdzeniem Brouwera o translacji nazywane jest tez twierdzenie, ktore sformu-
lowal i wykazal Stephen A. Andrea ([5], Proposition 1.1). Twierdzenie to ma stabsza
wypowiedz od oryginalnego sformutowania twierdzenia Brouwera. Pojawia sie ono w
ksiazce S. Alperna i V. S. Prasada [4] w nastepujacej postaci.

Twierdzenie 2.3. (Alpern, Prasad [4], Theorem 5.1, str. 32) Niech f bedzie home-
omorfizmem Brouwera. Wowczas jesli kontinuum (tj. niepusty, spdjny i zwarty zbidr)
D spetnia warunek f(D)ND =0, to f*(D)ND =0 dla kazdego n € Z \ {0}.

W tym opracowaniu, jesli pojawi sie nazwa twierdzenie Brouwera o translacji
bedziemy mieé¢ na mysli Twierdzenie 2.2.

Istotng role w dowodach twierdzen opisujacych wtasnosci homeomorfizméw Bro-
uwera odgrywa lemat Brouwera.

Twierdzenie 2.4. (Brouwer [19], Satz 1 & 2) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera oraz p € R%. Niech K bedzie tukiem o poczqtku p i koricu f(p) takim, Ze

FIE)NK = {f(p)}-

Wowczas zbior |J,,cq 7 (K) jest homeomorficznym obrazem zbioru liczb rzeczywi-
stych.

Luk K wystepujacy w lemacie Brouwera nazywany jest tukiem translacyjnym
(ang. translation arc). Terminu tuk uzywamy tu majac na mysli obraz odwzorowania
ciaglego réznowartosciowego v : [0,1] — R? gdyz w tym przypadku wazne jest,
ze v(0) = pi~(1) = f(p), a parametryzacja zbioru K nie odgrywa roli. Zbior
Unez [7(K) nazywaé bedziemy krzywq translacyjng.

Zauwazmy, ze dla homeomorfizmu ¢ wystepujacego w twierdzeniu Brouwera o
translacji zbior Cs := ¢ (R x {s}) jest krzywa translacyjna dla kazdego s € R.
Przeciwobraz ten nie musi by¢ jednak zbiorem domknietym na ptaszczyznie. Przed-
miotem naszego zainteresowania bedag krzywe translacyjne, ktére sg zbiorami do-
mknietymi. W celu skrécenia wypowiedzi homeomorficzny obraz prostej bedacy zbio-
rem domknietym na plaszczyznie bedziemy nazywaé linig. Przy badaniu wlasnosci
homeomorfizméw Brouwera wazna role odgrywaja tez relacje opisujace wzajemne
potozenie trojek parami roztacznych linii niezmienniczych.

Oznaczmy przez F dowolna rodzine ztozona z linii parami rozlacznych. Kazdy
element rodziny F na mocy twierdzenia Jordana dla sfery rozcina ptaszczyzne na dwa
obszary jednospojne. Zatem dwa rézne zbiory C;, Cs rodziny F dziela ptaszczyzne



na trzy obszary jednospdjne w taki sposob, ze tylko jeden z nich zawiera zaréwno
C1, jak i Cy w swym brzegu. Obszar ten nazywamy pasem pomiedzy C; i Cs.

Dla dowolnych réznych miedzy sobg elementéw C, Cy, C3 rodziny F doktadnie
jedna z nastepujacych mozliwo$ci moze mie¢ miejsce: albo doktadnie jeden ze zbio-
row Cp, C9, C5 jest zawarty w pasie pomiedzy pozostalymi dwoma, albo kazdy ze
zbiorow C, Cy, C jest zawarty w pasie pomiedzy pozostatymi dwoma. W pierwszym
przypadku piszemy C;|C;|C), (dla réznych miedzy soba i, j, k € {1,2,3}), gdy C;
lezy w pasie pomiedzy C; i Cx. W drugim przypadku piszemy |C, Cy, C3|. Innymi
stowy, albo doktadnie jeden ze zbiorow C;, C;, Cy, powiedzmy C, rozcina plaszczy-
zne w taki sposob, ze pozostate dwa zbiory zawieraja sie w réznych sktadowych jego
dopelnienia R? \ C}, albo kazdy ze zbiorow C;, C;, C} rozcina plaszczyzne w taki
sposob, ze pozostate dwa zbiory zawieraja sie w tej samej sktadowej jego dopetnienia.

Wzajemne potozenie trojek elementéw pokrywajacej plaszczyzne rodziny pa-
rami roztacznych i domknietych homeomorficznych obrazéw prostej rozwazal Wil-
fred Kaplan [58|, przy czym wyrézniat on trzy mozliwe konfiguracje. Konfiguracje
|Cy, Cy, Cs|t 1|C, Cy, Cs]~ wystepujace w pracy W. Kaplana zostaly zastapione tu-
taj przez konfiguracje |C, Co, Cs|, gdyz w naszych rozwazaniach nie jest istotne czy
krzywa Jordana majaca doktadnie jeden punkt wspoélny z kazdym ze zbiorow C, Cy,
(5 i orientacje wyznaczong przez kolejnos$é tych punktéw jest zgodnie czy przeciwnie
zorientowana w stosunku do okregu jednostkowego.

Omoéwimy teraz definicje i podstawowe wlasnosci relacji wspotzbieznosci do nie-
skoniczonosci pochodzacej z pracy Stephena Andrei [5]. W definicji tej relacji wyko-
rzystywane sa ciagi iteracji tukéow. Jesli f jest homeomorfizmem Brouwera, to dla
kazdego punktu p € R? zachodzi warunek f"(p) — oo przy n — 400 (zob. Brouwer
[19], Satz 8). Natomiast, wtasnos¢ ta na ogol nie zachodzi, jesli punkt zastapimy
tukiem.

Definicje relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci okreslonej na ptaszczyznie dla
dowolnego homeomorfizmu Brouwera f mozemy sformutowaé¢ w nastepujacy sposob:

p~q, jesli p = q lub p, ¢ sa koncami pewnego tuku K, dla
ktorego f"(K) — oo przy n — +oo.

Zauwazmy, ze zdefiniowana powyzej relacja jest relacja rownowaznosci. Zagwaran-
towanie zwrotnosci relacji w samym sformutowaniu definicji pozwala uniknaé¢ tukéw
zdegenerowanych.

S. Andrea wykazat, ze homeomorfizm Brouwera nie moze mieé¢ doktadnie dwdch
klas abstrakcji (zob. [5], Proposition 3.2). Ponadto zauwazyt, ze dla kazdej liczby
naturalnej n réznej od 2 mozna skonstruowaé¢ homeomorfizm Brouwera posiadajacy
doktadnie n klas abstrakeji. W przegladowej pracy Mortona Browna [21] mozna zna-
lez¢ przyktady homeomorfizmoéw Brouwera z przeliczalnym zbiorem klas abstrake;ji,
jak i majacych nieprzeliczalnie wiele klas abstrakcji.

Przejdziemy teraz do zagadnienia niezmienniczosci klas abstrakcji relacji wspot-
zbieznosci do nieskonczonosci. M. Brown, E.E. Slaminka, W. Transue [23| oraz E.W.
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Daw [29] podali przyktady takich homeomorfizméw Brouwera, ktore nie posiadaja
zadnej niezmienniczej klasy abstrakcji.

M. Brown (|21], str. 56) zauwaza, ze homeomorfizm Brouwera nie posiada nie-
zmienniczej klasy abstrakcji wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje domknieta krzywa
translacyjna, tj. zadna krzywa translacyjna nie jest zbiorem domknietym. Jezeli
pewna klasa abstrakcji jest niezmiennicza, to w klasie tej zawarta jest pewna do-
mknieta krzywa translacyjna. Konstrukcja takiej krzywej translacyjnej zostata opi-
sana w dowodzie twierdzenia mowigcego, ze homeomorfizm Brouwera nie moze mieé¢
doktadnie dwu klas abstrakcji (Andrea [5], Proposition 3.2).

Przejdziemy teraz do twierdzenia z pracy T. Hommy i H. Terasaki [51] opisujacego
strukture dowolnego homeomorfizmu Brouwera. Dla dowolnego ciagu podzbioréw
(A;)nen plaszezyzny definiujemy granice gorng limsup,, .. A, jako zbiér punktow
p € R? takich, Ze kazde otoczenie punktu p ma punkty wspolne z nieskonczenie
wieloma wyrazami ciagu (A, ),en. Mozemy zapisa¢ to w nastepujacy sposob

liinj;ip A, = ,Q cl (gﬂ Ap).

Zatem limsup,, ., A, jest zbiorem domknietym.

Dla homeomorfizmu Brouwera f i podzbioru B plaszczyzny definiujemy dodatni
zbior graniczny wy(B) jako granice gorna ciagu jego iteracji (f"(B))nen oraz ujemny
zbior graniczny af(B) jako granice gorna ciagu (f~"(B))nen. Zbiory te mozemy przy
zalozeniu, ze B jest zwarty przedstawi¢ w nastepujacej postaci (zob. Nakayama [91]):

ws(B) ={q € R?* : istnieja ciagi (p;)jen, (n;)jen takie, ze p; € B,
n; € N, n; = oo, f"(p;) = q przy j — oo},

as(B) ={q € R?* : istnieja ciagi (p;)jen, (nj);en takie, ze p; € B,
nj € N, n; = oo, f"(p;) — ¢ przy j — oo}.

T. Homma i H. Terasaka [51] wprowadzili pojecia punktu dodatnio osobliwego i
ujemnie osobliwego dla dowolnego homeomorfizmu Brouwera. Wykorzystali w tym
celu pojecie zbioru Jordana rozumianego jako suma krzywej Jordana i obszaru ogra-
niczonego wycietego z plaszczyzny przez te krzywa. Punkt p nazywamy dodatnio
osobliwym, jesli dla kazdego zbioru Jordana B zawierajacego p w swym wnetrzu
mamy wy(B) # (), natomiast ujemnie osobliwym, jesli dla kazdego zbioru Jordana B
zawierajacego p w swym wnetrzu zachodzi ap(B) # 0. Punkt, ktory jest dodatnio
lub ujemnie osobliwy nazywamy punktem osobliwym, a punkt, ktory nie jest osobliwy
nazywamy punktem regularnym.

Dla dowolnego punktu osobliwego p homeomorfizmu Brouwera f definiujemy
zbior P*(p) jako iloczyn wszystkich dodatnich zbioréw granicznych ws(B), gdzie
B jest zbiorem Jordana zawierajacym punkt p w swym wnetrzu. Podobnie defi-
niujemy zbiér P~ (p) jako iloczyn wszystkich ujemnych zbioréw granicznych of(B).
Ponadto, ktadziemy P(p) := P*(p) U P~(p). Punkt dodatnio osobliwy p nazywamy
silnie dodatnio osobliwym, jesli P (p) # 0. Analogicznie, punkt ujemnie osobliwy p
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nazywamy silnie ujemnie osobliwym, jesli P~ (p) # (). Mowimy, ze punkt p jest silnie
osobliwy, jesli jest silnie dodatnio osobliwy lub silnie ujemnie osobliwy. W przeciw-
nym przypadku, punkt osobliwy p nazywamy stabo osobliwym.

Wspomniane wyzej twierdzenie o strukturze homeomorfizmu Brouwera mozna
sformutowaé¢ w nastepujacej postaci.

Twierdzenie 2.5. (Homma, Terasaka [51], First structure theorem) Niech f bedzie
homeomorfizmem Brouwera. Wowczas ptaszczyzne mozna przedstawié jako sume pa-
rami roztgcznych zbiorow trzech typow: {O; =i € I}, gdzie I =N lub I ={1,...,n}
dla pewnego n € N, {0 : i € N} oraz F. Zbiory {O; : i € I} i {O; : i € N}
sq sktadowymi zbioru wszystkich punktow reqularnych takimi, zZe kazdy ze zbiorow
O; jest niezmienniczym obszarem jednospojnym, ktory jest sumq parami roztgcznych
domknietych krzywych translacyjnych, a kazdy ze zbiorow O; jest obszarem jedno-
spajnym spetniajgcym warunek O; N f*(0;) = 0 dla kaidego n € Z.\ {0}. Natomiast,
zbior punktow osobliwych F' jest domknieciem zbioru punktow silnie osobliwych.

Wyniki prezentowane w tym opracowaniu dotyczy¢ beda gtéwnie homeomorfi-
zméw Brouwera zanurzalnych w potok. Dlatego tez przedstawimy teraz pojecia uzy-
wane przy badaniu wlasnosci takich potokdw.

Potokiem (cigglq grupg iteracji, grupg jednoparametrowq) nazywamy rodzine ho-
meomorfizmow plaszczyzny na siebie { f* : ¢ € R} z dziataniem sktadania speliajaca
warunki:

(1) funkcja ¢ : R? x R — R? ¢(x,t) = f'(x) jest ciagla,
(2) fi(f5(x)) = fi™(z) dlax € R% t,s € R,

Moéwimy, ze homeomorfizm Brouwera f jest zanurzalny w potok, jesli istnieje potok
{ft:t € R} taki, ze f = f'.

Mozna wykazaé, ze kazdy element potoku {f*: ¢ € R}, gdzie f* jest homeomor-
fizmem ptaszczyzny na siebie, musi zachowywacé orientacje. Co wiecej, w przypadku
gdy jeden z elementéw potoku jest homeomorfizmem Brouwera, dowolny homeomor-
fizm tego potoku roézny od identycznosci nie posiada punktéw stalych. Fakt ten
wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.6. (Andrea [5|, Proposition 2.1) Niech f bedzie homeomorfizmem
Brouwera zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Wdowczas dla kazdego p € R?* zachodzi
warunek f'(p) — oo przy t — +oo.

Zatem jesli jeden z elementow potoku jest homeomorfizmem Brouwera, to kazdy
homeomorfizm tego potoku rézny od identycznosci jest homeomorfizmem Brouwera.
Wowezas mowimy, ze {f' : ¢t € R} jest potokiem homeomorfizméw Brouwera.

Z Twierdzenia 2.6 otrzymujemy, ze trajektoria dowolnego punktu p € R?, tj. zbior
C, = {f"(p) : t € R} jest krzywa translacyjna bedaca zbiorem domknietym. Dlatego
tez rodzina wszystkich trajektorii potoku homeomorfizméw Brouwera {f* : t € R}
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jest waznym przyktadem okreslonej powyzej rodziny F i mozemy rozwaza¢ w niej
zdefiniowane powyzej dwie konfiguracje trojek linii parami roztacznych.

Przy zalozeniu, ze homeomorfizm Brouwera f jest zanurzalny w potok {f* :
t € R}, klasy abstrakeji relacji wspolzbieznosci do nieskoniczonosci sa niezmiennicze.
Dokladniej, dla kazdej klasy abstrakcji G' zachodzi warunek f/(G) = G dlat € R
(zob. Andrea [5], Proposition 3.1). W szczegolnosei, dla kazdego punktu p € R?
trajektoria C), jest zawarta w tej klasie abstrakcji G, do ktoérej nalezy punkt p.

Przypomnimy teraz definicje obszaru prostowalnego potoku homeomorfizméw
Brouwera. Obszar U C R? nazywamy obszarem prostowalnym potoku {f! : t € R},
jedli istnieje homeomorfizm ¢ : U — R? spelniajacy warunek

o(f'(z,y) = ¢(z,y) + (,0),  (z,y) €U, teR. (2.2)

Obszar prostowalny U nazywamy maksymalnym obszarem prostowalnym potoku
{ft : t € R}, jesli nie jest on zawarty w zadnym innym obszarze prostowalnym
tego potoku.

Warunek (2.2) oznacza, ze potok {f'|y : t € R} jest topologicznie sprzezony z
potokiem translacji {T" : t € R}, gdzie T* dane jest wzorem T*(z,y) = (z +t,y) dla
(zr,y) € R?, t € R, tj.

gpoft|U:Tto(p, teR

Dla kazdego t € R przeciwobraz ¢~ ({t} x R) ma dokladnie jeden punkt wspolny
z kazda z trajektorii potoku {f* : t € R} zawartych w obszarze U. Dowolny zbior
S C U o tej whasnosci, ze dla kazdego p € U istnieje dokladnie jedna liczba 7(p)
taka, ze f7)(p) € S nazywamy cieciem obszaru U. Istnienie ciaglego ciecia obszaru
U, tj. ciecia o tej wtasnosci, ze funkcja 7 : U — R jest ciagla, jest rownowazne
prostowalnosci tego obszaru (zob. Bhatia, Szeg6 [14], Theorem 2.4, str. 49).

W badaniach dotyczacych maksymalnych obszaréw prostowalnych potokéw ho-
meomorfizméw Brouwera wazna role odgrywa pojecie pierwszego przedtuzenia gra-
nicznego. Podane ponizej definicje zostaly zaczerpniete z ksiazki A. Pelczara [96]
(por. Bhatia, Szegd [14]). Dla potoku {f*: ¢t € R} definiujemy

JT(q) ={p € R*: istnieja ciagi (¢,)nen oraz (t,)nen takie, ze
qn — ¢, tn = +00, f"(q,) — p przy n —
+oo},

J7(q) ={p € R?: istnieja ciagi (¢)nen Oraz (t,)nen takie, ze
Gn — ¢, tn, = —00, f"(g,) — p przy n —
+oo }.

Zbior J(q) = Jt(q) U J(q) nazywamy pierwszym przedtuzeniem granicznym
punktu ¢. Dla zbioru H C R? definiujemy odpowiednio

JHH) =T e, JTH) =T (), JH)= ]I

qeH qeEH qeH
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Zbiory J*(q) i J (q) sa domkniete i niezmiennicze dla kazdego ¢ € R? (zob.
Bhatia, Szegd [14], Theorem 4.3, str. 26). Jezeli H jest zbiorem zwartym, to zbiory
JY(H) i J (H) sa domkniete (zob. Pelczar [96], Twierdzenie 57.1, str. 135). Po-
nadto J*(q) = J(f*(q)) oraz J~(q) = J (f'(q)) dla wszystkich ¢ € R* it € R
(zob. Pelczar [96], Twierdzenie 57.2, str. 136). Natomiast, zbiér J(R?) moze nie by¢
domkniety (zob. McCann [86], Example 3.10).

Dla dowolnych p,q € R? bezposrednio z definicji otrzymujemy, ze p € J(q)"
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € J(p)~. Jezeli {f* : t € R} jest potokiem homeomorfi-
zmoéw Brouwera, to dla kazdego p € R? mamy p & J(p) oraz J™(p)NJ~(p) = (zob.
McCann [86], Proposition 1.5 oraz Proposition 2.11).

2.2 Relacja wspoélzbieznosci do nieskornczono$ci

W rozdziale tym omoéwimy wyniki opisujace wlasnosci relacji wspotzbieznosci do
nieskonczonosci. Definicja i podstawowe wlasnosci tej relacji zostaly przedstawione
w poprzednim podrozdziale. Wyniki zamieszczone w tym podrozdziale, za wyjat-
kiem ostatniego z prezentowanych tu twierdzen, zostaly uzyskane bez zalozenia, ze
homeomorfizm Brouwera jest zanurzalny w potok.

Twierdzenie zamykajace ten rozdzial dotyczy trajektorii zawartych w réznych kla-
sach abstrakcji relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci. W jego dowodzie wykorzy-
stano twierdzenie, ktore charakteryzuje zbiér punktoéw silnie osobliwych homeomor-
fizmu Brouwera zanurzalnego w potok za pomoca pojecia pierwszego przedluzenia
granicznego pochodzacego z teorii ciagtych uktadéw dynamicznych. Pozostate wyniki
opisujace wtasnosci relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci dla homeomorfizméow
Brouwera zanurzalnych w potok znajduja sie w drugim rozdziale tego opracowania
zawierajagcym wyniki uzupetniajace.

Przypomnijmy, ze jesli f jest homeomorfizmem Brouwera, to kazda jego iteracja
f™ dla n # 0, jest rowniez homeomorfizmem Brouwera. Dlatego tez relacje wspot-
zbieznosci do nieskoriczonosci mozemy zdefiniowaé¢ zaréwno dla f, jak i dla f".

Twierdzenie 2.7. (|A3], Proposition 3.3) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera, n liczbg catkowitq rozng od 0. Wowczas homeomorfizmemy Brouwera f oraz
f™ majg te same klasy abstrakcyi relacji wspotzbiezno$ci do nieskornczonosci.

W glownej czesci dowodu tego twierdzenia pokazujemy, ze jesli dla pewnych punk-
tow p, ¢ € R? istnieje tuk K o konicach p oraz ¢ taki, ze f"™(K) — oo przy m — o0,
to dla tego tuku zachodzi réwniez warunek f*(K) — oo przy k — +oo.

Przejdziemy teraz do problemu niezmienniczosci klas abstrakeji relacji wspot-
zbieznosci do nieskonczonosci. Rozpoczniemy od twierdzenia, ktére moéwi, ze home-
omorfizmu Brouwera przeksztalca klasy abstrakcji na klasy abstrakcji.

Twierdzenie 2.8. ([A3], Proposition 3.4) Niech [ bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera, za$ {G;}icr rodzing wszystkich klas abstrakcji relacji wspdtzbieznosci do nie-
skoriczonosci. Wowczas dla kazdego i € I istnieje j € I takie, ze f(G;) = Gj.
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Dlatego tez dla wykazania niezmienniczosci klasy GG; wystarczy sprawdzi¢, ze dla
pewnego p € G; zachodzi warunek f(p) € G;.

Nastepny z prezentowanych tu wynikow mowi, ze jesli pewna klasa abstrakeji re-
lacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci jest niezmiennicza wzgledem pewnej iteracji
homeomorfizmu Brouwera f, to jest ona réwniez niezmiennicza ze wzgledu na f.

Twierdzenie 2.9. (|A3], Proposition 3.6) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera, n liczbg catkowitq rozng od 0. Wowczas dla kazdej klasy abstrakcji Gy re-
lacji wspdtzbieznosci do nieskoriczonosci rownosé f*(Go) = Go implikuje warunek

f(Go) = Go.

W dowodzie tego twierdzenia dla danej klasy abstrakcji Gy rozwazamy rodzine
{Gy, : m € Z}, gdzie G, := f™(Gy) dla m € Z. Z zatozenia f"(Gy) = Gy wynika, ze
rodzina ta zawiera co najwyzej n réznych klas abstrakcji. Stosujac wynik z pracy S.
Andrei dotyczacy skoriczonej rodziny zbioréw roztacznych i tukowo spojnych (zob.
[5], Proposition 1.3), otrzymujemy ze kazdy z elementow tej rodziny jest rowny Go.

Zatem w przypadku, gdy rodzina wszystkich klas abstrakcji relacji wspotzbiez-
nosci do nieskonczonosci zdefiniowanej dla danego homeomorfizmu Brouwera f jest
skoniczona, kazda z klas abstrakcji jest niezmiennicza ze wzgledu na f. Wynika to z
Twierdzen 2.8 oraz 2.9, gdyz w tym przypadku f permutuje elementy tej rodziny.

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace linii niezmienniczych, czyli homeomorficz-
nych obrazéw prostej, ktore sa zbiorami domknietymi niezmienniczymi wzgledem
ustalonego homeomorfizmu Brouwera. Nastepne twierdzenie mowi, ze takie linie sg
krzywymi translacyjnymi.

Twierdzenie 2.10. ([A5|, Proposition 2.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera, a C linig. Zatézmy, ze f(C) = C. Wowczas dla kazdego py € C

U fn(Kpof(po)) =C, (2'3)

neL

gdzie Ky 1) 0znacza tuk o koricach po, f(po) zawarty w C. Ponadto, f"(Kpe) — 00
przy n — £oo dla dowolnych p,q € C, gdzie Ky, oznacza tuk o koricach p, q zawarty
w C.

Bezposrednio z Twierdzenia 2.10 otrzymujemy, ze kazda linia niezmiennicza ho-
meomorfizmu Brouwera jest domknieta krzywa translacyjna zawarta w pewnej klasie
abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci. Stad, na mocy Twierdzenia 2.8,
klasa ta jest niezmiennicza.

Whniosek 2.11. ([A5], Corollary 2.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera, a C
linig. Zatozmy, ze f(C) = C. Wtedy istnieje klasa abstrakeji G relacji wspotzbieznosci
do nieskoriczonosci taka, ze C C G. Ponadto, f(G) = G.
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Podczas badania wlasnosci klas abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskonczo-
noéci z wykorzystaniem zbioréw Jordana moze okazaé sie, ze istotna jest informacja
czy 7 zalozenia, ze krzywa Jordana stanowiaca brzeg zbioru Jordana zawiera si¢ w
pewnej klasie abstrakcji, wynika ze zbiér Jordana wyznaczony przez te krzywa za-
wiera sie w tej klasie. Stosujac Wniosek 2.11 mozemy wykazaé¢ nastepujacy wynik
dotyczacy tego zagadnienia.

Twierdzenie 2.12. (|A5|, Proposition 2.3) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera. Zatézmy, ze dla kazdego p € R? istnieje linia niezmiennicza C, taka, ze
p € C,. Wowczas kazda klasa abstrakcji G' relacji wspotzbieznosci do nieskoriczono-
Sci jest jednospojna.

Warto zaznaczyé¢, ze w powyzszym wyniku nie zaktadamy, ze linie niezmiennicze
rodziny {C, : p € R?} sa albo rozlaczne, albo réowne. W pracy S. Andrei |5 mozna
znalez¢ przyktad homeomorfizmu Brouwera posiadajacego klase abstrakcji o tej wta-
snosci, ze wszystkie linie niezmiennicze zawarte w tej klasie maja przeliczalnie wiele
punktéw wspolnych.

Korzystajac z Twierdzenia 2.10 mozna udowodni¢ nastepujacy wynik dotyczacy
tuku taczacego dwie niezmiennicze linie zawarte w tej samej klasie abstrakeji relacji
wspotzbieznosci do nieskoriczono$ci.

Twierdzenie 2.13. ([A5|, Theorem 3.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera,
a Cy, Cy lindiami takimi, ze C1NCy = 0. Zatozmy, ze f(C1) = C1, f(Cq) = Cy oraz C,
Cs sq zawarte w tej samej klasie abstrakcyi relacji wspotzbieznosci do nieskonczonosci.
Niech K, bedzie tukiem o koricach p, q takim, zZe p € Cy, g € Cy oraz (Kp \{p,q})N
(CLUCy) = 0. Wowezas f"(Kpy) — 00 przy n — Foo.

W dowodzie tego twierdzenia wychodzimy od tuku K, o koncach nalezacych do
linii Cy, Cy, dla ktorego zachodzi warunek f"(Ky) — oo przy n — too. Istnienie
takiego tuku, przy zalozeniu, ze linie C, C; sa zawarte w tej samej klasie abstrakcji,
otrzymujemy bezposrednio z definicji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci. W
celu wykazania, ze ciag iteracji tuku K, wystepujacego w zalozeniach dowodzonego
twierdzenia réwniez zmierza do nieskonczonosci wykorzystujemy fakt, ze linie Cf,
C5 sa domknietymi krzywymi translacyjnymi. Dzieki temu przy pomocy tuku K|
mozemy skonstruowaé zbior Jordana B zawierajacy tuk K, taki, ze f"(By) —
00 przy m — Fo00, gdzie przez zbiér Jordana rozumiemy sume krzywej Jordana i
ograniczonej sktadowej jej dopetnienia.

Skonstruowana krzywa Jordana J; bedaca brzegiem zbioru Jordana By jest suma
czterech tukow, z ktorych jeden jest zawarty w linii C, jeden w linii Cy, a pozostate
dwa maja te wlasnosé, ze kazdy z tych tukéw ma z liniami Cy, Cs po jednym punkcie
wspolnym bedacym jednym z jego konicow. Stad otrzymujemy, ze zbior Jordana By
jest zawarty w tej samej klasie abstrakcji co linie C, Cy, gdyz kazdy punkt zbioru
B; mozna potlaczy¢ z liniami C, Cy tukiem zawartym w tym zbiorze.
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Zamieszczony ponizej wynik mowi, ze dla dowolnych dwoch roztacznych linii nie-
zmienniczych zawartych w tej samej klasie abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nie-
skoriczonodci, pas pomiedzy tymi liniami zawiera si¢ w zbiorze punktow regularnych.

Whiosek 2.14. ([A5], Corollary 3.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera,
a Cy, Cy liniami takimi, ze Cy N Cy = 0. Zalézmy, ze f(Cy) = Cy, f(Cy) = Cy
oraz Cy, Cy sq zawarte w tej samej klasie abstrakcji G relacji wspotzbieznosci do
nieskonczonosci. Wowczas kazdy punkt pasa pomiedzy Cy, Cy jest reqularny i nalezy

do klasy G.

Wynik ten jest wnioskiem z dowodu Twierdzenia 2.13. Jedyna réznica w stosunku
do tamtego rozumowania polega na tym, ze konstruowany zbiér Jordana By ma za-
wiera¢ pewne otoczenie dowolnie ustalonego punktu p pasa pomiedzy liniami Cf,
C5. Poniewaz ciag iteracji zbioru By zmierza do nieskonczonosci, wigc punkt p jest
regularny. Ponadto, p nalezy do klasy abstrakcji G zawierajacej linie C', Cy, ponie-
waz punkt p mozemy potaczy¢ z dowolnym punktem zbioru (Cy U Cy) N By tukiem
zawartym w By.

Przejdziemy teraz do omoéwienia wynikow dotyczacych zaleznosci pomiedzy kon-
figuracjami trojek parami roztacznych linii niezmienniczych a relacja wspotzbieznosci
do nieskonczonosci. Korzystajac z Twierdzen 2.10 i 2.13 mozemy wykazaé nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 2.15. (|A5|, Theorem 4.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera,
zas Cy, Cy, Cy parami roztgcznymi liniami. Zatozmy, ze f(C;) = C; dlai € {1,2,3}.
Jesli |Cy, Cy, Cs|, to kazda z linii Cy, Cy, Cs jest zawarta w innej klasie abstrakcji
relacyi wspotzbieznosci do nieskonczonosci.

Zasadnicza czes¢ dowodu stanowi pokazanie, ze zaden tuk K o koricach nalezgcych
do dwu sposrod linii Ch, Cy, C5 roztaczny z trzecia z nich nie spelnia warunku
J™(K) — oo przy n — +oo. Zatem na mocy Twierdzenia 2.13 zadne dwie sposrod
tych linii nie moga by¢ zawarte w tej samej klasie abstrakcji.

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy wynik dotyczacy konfiguracji trojki li-
nii niezmienniczych w przypadku, gdy dwie z nich zawieraja sie w tej samej klasie
abstrakcji.

Whniosek 2.16. (|[A5], Corollary 4.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera,
zas Cy, Cy, Cy parami roztgeznymi liniami. Zatozmy, ze f(C;) = C; dlai € {1,2,3}
oraz Cy, Cy sq¢ zawarte w tej samej klasie abstrakcji G relacji wspotzbieznosci do
nieskonczonosci. Jesli Cs zawiera sie w pasie pomiedzy Cy, Co, to C1|C3|Cy oraz

C; C@.

Pozostate wyniki prezentowane w tym rozdziale dotycza homeomorfizméw Bro-
uwera f zanurzalnych w potok {f* : t € R}. Wowczas trajektorie potoku {f* : t € R}
sa parami roztacznymi liniami niezmienniczymi homeomorfizmu Brouwera f, a zbioér
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punktéw regularnych homeomorfizmu Brouwera mozemy opisaé¢ przy uzyciu rela-
¢ji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci. Doktadniej, zbior punktow regularnych jest
rowny sumie wnetrz wszystkich klas abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskon-
czonosci (por. [B16], Proposition 2.1). Wynik ten omoéwiony zostal dokladniej w
nastepnym rozdziale zawierajacym wyniki uzupelniajace (zob. Twierdzenie 3.21).
Przedstawimy tam réowniez Twierdzenie 3.24, ktére mowi, ze zbior punktow silnie
osobliwych homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok {f*:t € R} jest rowny
pierwszemu przedtuzeniu granicznemu tego potoku (por. [B19|, Corollary 3).

Twierdzenie 3.9 zamieszczone w nastepnym rozdziale mowi, ze kazda klasa abs-
trakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci zawarta jest w pewnym obszarze
prostowalnym. Dlatego tez dla dowolnych punktéw p, ¢ nalezacych do tej samej klasy
abstrakcji tej relacji istnieje ciecie ciagle przechodzace przez punkty p, q. Z Twier-
dzenia 2.13 otrzymujemy, ze tuk K, o koiicach p, ¢ zawarty w tym cigciu spelnia
warunek f"(K,,) — oo przy n — =£oo. Postepujac analogicznie jak w dowodzie
Twierdzenia 2.13 otrzymujemy, ze (f*)"(K,,) — oo przy n — =+oo dla kazdego
t € R\ {0}. Zatem klasy abstrakeji relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci zdefi-
niowanej dla homeomorfizmu Brouwera f* bedacego elementem potoku {f*:t € R}
nie zaleza od t € R\ {0}.

Zatem, korzystajac ze wspomnianego wyzej Twierdzenia 3.21 otrzymujemy wiec,
ze zbiory punktow regularnych elementow f* potoku {f* : t € R}, gdzie t € R\{0}, sa
rowne. Co wiecej, Wniosek 3.26 zamieszczony w nastepnym rozdziale moéwi, ze zbiory
punktow silnie osobliwych sa rowne dla kazdego réznego od identycznosci elementu
1t potoku homeomorfizméw Brouwera {f* : ¢ € R}, tj. dlat € R\ {0}. Stad rowniez
zbiory punktéw stabo osobliwych sa réwne dla kazdego elementu f! tego potoku dla
t € R\ {0}. Dlatego tez mozemy mowié¢ o zbiorach punktéw silnie osobliwych, stabo
osobliwych i regularnych potoku homeomorfizméw Brouwera.

Przejdziemy teraz do omoéwienia wyniku dotyczacego trajektorii potoku home-
omorfizméw Brouwera zawartych w réznych klasach abstrakeji relacji wspotzbiezno-
Sci do nieskoniczonosci. Zasadnicza role w jego dowodzie odgrywa wspomniane wyzej
Twierdzenie 3.24. W dowodzie tym skorzystamy réwniez z nastepujacego wyniku,
ktory otrzymujemy z definicji pierwszego przedtuzenia granicznego i tréjargumento-
wych relacji zdefiniowanych w zbiorze trajektorii potoku homeomorfizméw Brouwera.

Twierdzenie 2.17. ([Al], Proposition 3.1) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem
homeomorfizmdéw Brouwera. Jeslip € J(q), to |C,, Cy, C,| dla kazdego r € D,,, gdzie
D,, oznacza pas pomiedzy trajektoriami C,, C, punktow p, q.

Zapowiedziany wyzej wynik opisujacy wzajemne potozenie trajektorii potoku ho-
meomorfizméw Brouwera mozemy sformutowaé w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 2.18. ([A4], Theorem 3.6) Niech {f':t € R} bedzie potokiem home-
omorfizmow Brouwera. Niech ¢ € Gy, qo € Go oraz Gy, G bedq roznymi klasami
abstrakcyi relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci. Wowczas istnieje punkt r taksi,
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ze |Cy,, Cr, Cyl, gdzie Cy,, C,

7, Cr 0znaczajg odpowiednio trajektorie punktow qi, gz,
T.

Zasadnicza czes¢ dowodu tego twierdzenia dotyczy sytuacji, w ktorej ¢; € bd G
oraz sktadowa zbioru R? \ C,, zawierajaca C,, oznaczana przez H jest rozlaczna
z G1. Wowcezas, jesli ¢; nalezy do brzegu pewnej klasy zawartej w H, to w celu
wykazania istnienia punktu r takiego, ze |Cy,,C,, Cy,|, wykorzystujemy wtasnosci
relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci przedstawione w rozdziale zawierajacym
wyniki uzupelniajace (por. Twierdzenia 3.13 i 3.14).

Trudniejszy natomiast okazuje sie¢ przypadek, gdy ¢; nie nalezy do brzegu zad-
nej klasy abstrakcji zawartej w H. Wowczas na podstawie twierdzenia Whitneya-
Bebutova (por. Bhatia, Szegd [14], str. 52) otrzymujemy istnienie lokalnego cie-
cia K zawierajacego ¢, roztacznego z trajektoriag C,,. Nastepnie ustalamy dowolne
g € KN H. Jesdli |Cy,, Cypy, Cpol, to biorac r = qo otrzymujemy teze naszego twier-
dzenia.

Pozostaje przypadek C,, |Cy,|Cy,. Wowczas kluczowe znaczenie ma pokazanie, ze
pas Dy 4 pomiedzy trajektoriami Cy,, C,, zawiera punkt silnie osobliwy g3 o tej
wlasnosci, ze C,|Cy,|Cy,. Nastepnie korzystajac z Twierdzenia 3.24 otrzymujemy,
ze P(qs) = J(g3). Zatem istnieje ps taki, ze ps € J(g3). Wowcezas p3 € Dgyq, lub
D3 € Dyygs. Jesli p3 € Dy, ys, to z Twierdzenia 2.17, otrzymujemy |Cy,, Cp,, Cyy . Jesli
natomiast ps € Dy,q,, to z Twierdzenia 2.17 dostajemy |Cy,, Cp,, Cyy|. Zatem w obu
przypadkach |Cy,, Cp,, Cy,|. Kladac r = ps otrzymujemy teze naszego twierdzenia.

Na Twierdzenie 2.18 mozemy patrze¢ jak na rozszerzenie wspomnianego wyzej
Twierdzenia 3.14 na przypadek, gdy brzegi klas G, G2 sa roztaczne. Nie jest jednak
na ogol prawda, ze kazdy punkt r € D, 4, \ (G1 UG2) spelnia warunek |Cy,, C,, C,|.
Twierdzenie 2.18 zostalo wykorzystane w dowodzie zamieszczonej w dalszej czesci
tego rozdzialu jednej z wtasnosci homeomorfizmu realizujacego rownowaznosé topo-
logiczna potokéw homeomorfizmu Brouwera.

2.3 Obszary prostowalne potoku homeomorfizmow
Brouwera

W rozdziale tym oméwimy wiasnosci obszarow prostowalnych dla potoku home-
omorfizméw Brouwera, tj. obszarow na ktorych potok homeomorfizméw Brouwera
jest topologicznie sprzezony z potokiem translacji.

Przedstawianie wtasnosci brzegu obszaréow prostowalnych (niekoniecznie maksy-
malnych w sensie zawierania) rozpoczniemy od wyniku mowiacego o jego niezmien-
niczosci.

Twierdzenie 2.19. ([A1l], Proposition 2.1) Brzeg obszaru prostowalnego U potoku
homeomorfizmdow Brouwera {f* : t € R} jest niezmienniczy.
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W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy niezmienniczo$é¢ obszaru prosto-
walnego U oraz fakt, ze domkniecie obszaru prostowalnego nie ma punktéw wspol-
nych z jedna ze sktadowych, na ktére rozcina plaszczyzne trajektoria dowolnego
punktu nalezacego do brzegu tego obszaru (por. Twierdzenie 3.15).

Z Twierdzenia 2.19 wnioskujemy, ze brzeg obszaru prostowalnego jest suma tra-
jektorii. Przedstawimy teraz twierdzenie opisujace wzajemne polozenie trajektorii
brzegowych obszaru prostowalnego.

Twierdzenie 2.20. (|Al], Proposition 2.2) Niech U bedzie obszarem prostowalnym
potoku homeomorfizmdéw Brouwera {f' : t € R}. Wowczas |Cp,, Cp,, Cpy| dla dowol-
nych roznych trajektorii Cy,,, Cp,, Cp, zawartych w bdU.

W dowodzie tego twierdzenia stosujemy wykorzystywany juz w tym podrozdziale
fakt, ze kazda z trzech rozpatrywanych trajektorii brzegowych musi rozcinaé¢ ptasz-
czyzne w ten sposob, ze pozostate dwie trajektorie zawarte sa w tej samej sktadowej
jej dopelnienia (por. Twierdzenie 3.15).

Zastepujac w powyzszym rozumowaniu jedna z trajektorii brzegowych obszaru U
odpowiednio potozona trajektoria zawarta w U otrzymujemy kolejny wynik.

Twierdzenie 2.21. (|A1l], Proposition 2.3) Niech U bedzie obszarem prostowalnym
potoku homeomorfizméw Brouwera {f* : t € R}. Niechr € U oraz H bedzie sktadowg
zbioru R* \ C,.. Wowczas dla dowolnych réznych trajektorii Cy,, Cp, zawartych w

bdU N H zachodzi warunek |Cy,, Cp,, Cy.

Obszar U jest prostowalny wtedy i tylko wtedy, gdy J(U)NU = () (zob. Bhatia,
Szegd [14], Theorem 1.8, str. 46 oraz Theorem 2.4, str. 49). Stad dla kazdego ob-
szaru prostowalnego U zachodzi warunek J(U) C bd U, gdyz z definicji pierwszego
przedtuzenia granicznego otrzymujemy J(U) C clU.

Szczegdlne znaczenie w opisie potokéw homeomorfizméw Brouwera maja maksy-
malne obszary prostowalne, tj. obszary prostowalne nie bedace wlasciwymi podzbio-
rami zadnego obszaru prostowalnego. Jesli U jest maksymalnym obszarem prosto-
walnym, to J(U) = bdU (zob. McCann [86], Proposition 2.6).

Do opisu maksymalnych obszaréw prostowalnych mozemy réwniez wykorzystacé
relacje wspotzbieznosci do nieskoriczonosci. Maksymalny obszar prostowalny U po-
toku homeomorfizméw Brouwera {f* : ¢ € R} jest bowiem suma klas abstrakcji
relacji wspotzbieznosei do nieskoriczonosci (por. Twierdzenie 3.16). Trajektorie brze-
gowe tych klas abstrakcji moga zawiera¢ si¢ albo w tym obszarze, albo w jego brzegu.

Trajektorie zawarte w obszarze prostowalnym U bedace trajektoriami brzego-
wymi klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci sa podzbiorami
zbioru punktéw osobliwych. Wynika to ze wspomnianego wczesniej Twierdzenia 3.21,
ktore mowi, ze zbiér punktéw regularnych jest rowny sumie wnetrz klas abstrakeji
relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci (por. [B16|, Proposition 2.1). Wtlasno-
Sci trajektorii brzegowych klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci
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zostaly omoéwione doktadniej w nastepnym rozdziale tego opracowania w czesci po-
$wieconej wynikom uzupehiajacym.

Dla kazdego obszaru prostowalnego U trajektorie bedace podzbiorami zbioru
J(bdU)NU zawarte sa w zbiorze punktow silnie osobliwych (zob. Twierdzenie 3.24).
Nie oznacza to jednak, ze wszystkie pozostale trajektorie zawarte w obszarze prosto-
walnym U sg podzbiorami zbioru punktéw regularnych. Obszar prostowalny moze bo-
wiem zawieraé trajektorie sktadajace sie z punktoéw stabo osobliwych (por. McCann
[86], Example 3.10).

Kolejne wyniki prezentowane tutaj dotyczy¢ beda zbioru J(p) N U dla p € bd U,
gdzie U jest obszarem prostowalnym. Oméwimy m.in. rezultat moéwigcy o jednoznacz-
nosci trajektorii zawartej w pierwszym przedtuzeniu granicznym trajektorii brzego-
wej maksymalnego obszaru prostowalnego, ktora lezy w tym obszarze. Rozpoczniemy
od wyniku, ktory odgrywa zasadnicza role w dowodzie tego faktu.

Twierdzenie 2.22. ([Al]|, Proposition 2.4) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem
homeomorfizmow Brouwera. Niech g1,q2 € J(p), Cqy # C,,. Wowczas |Cyy, Cy,, Cy
dla kazdego r € Dy, 4, \ Cp, gdzie Dy, 4, jest pasem pomiedzy Cy,, Cy,.

W dowodzie tego twierdzenia wykazujemy najpierw, ze p € D, 4,, a nast¢pnie
wykluczamy przypadek C,, | C, | Cy,. Gdyby bowiem ten przypadek mial miejsce, to
punkty q1, ¢ musialyby naleze¢ do réznych sktadowych zbioru R?\ C,. Stad punkt p
nalezatby do jednej ze sktadowych zbioru R?\ C,., gdyz p & C,.. Zatem p nie mogtby
naleze¢ do pierwszego przedtuzenia granicznego tego z punktéw ¢y, qo, ktory lezy w
sktadowej R? \ C, nie zawierajacej p, co jest sprzeczne z zalozeniem.

W powyzszym rozumowaniu korzystamy z zalozenia, ze p ¢ C,. W przypadku,
gdy p € C, konfiguracja C,, | C; | C,, moze mie¢ miejsce.

Z Twierdzenia 2.22 otrzymujemy wniosek opisujacy wlasnosci trajektorii zawar-
tych w pierwszym przedtuzeniu granicznym punktu nalezacego do brzegu obszaru
prostowalnego.

Whniosek 2.23. (|A1], Corollary 2.5) Niech U bedzie obszarem prostowalnym potoku
homeomorfizmdéw Brouwera {f* :t € R}. Niech p € bdU oraz q1,q € U. Zalézmy,
ze q1,q2 € J(p). Wowezas Cy, = C,.

Whiosek ten zostal udowodniony metoda nie wprost. Przypu$émy, ze C, # Cy,.
Wtedy w pasie Dy, 4, musi istnie¢ punkt r € U. Z prostowalnosci obszaru U otrzymu-
jemy Cy, | C, | Cy,. Z drugiej strony na mocy Twierdzenia 2.22 mamy |C,,, Cy,, C;|,
a wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Jesli U jest maksymalnym obszarem prostowalnym potoku homeomorfizméw Bro-
uwera oraz p € bd U, to zbiér J(p) N U jest niepusty. Zatem z Wniosku 2.23 otrzy-
mujemy wspomniany wyzej wynik.

Wnhniosek 2.24. ([A6], Corollary 1.4) Niech U bedzie maksymalnym obszarem prosto-
walnym potoku homeomorfizméw Brouwera {f* :t € R}. Niech p € bdU. Wowczas
zbior J(p) N U sktada sie z doktadnie jednej trajektorii.
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Z powyzszego wniosku nie wynika wzajemna odpowiednio$¢ miedzy trajektoriami
brzegowymi maksymalnego obszaru prostowalnego U a trajektoriami zawartymi w
zbiorze J(bd U) N U. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze dwoém roéznym trajektoriom C,,,
C,, zawartym w brzegu obszaru U odpowiada ta sama trajektoria zawarta w zbiorze
JbdU)NU, tj. J(p1)NU = J(p2) NU.

Nastepne wyniki pokazuja zastosowanie relacji wspotzbieznosci do nieskonczono-
$ci przy badaniu obszaréw prostowalnych potoku homeomorfizméw Brouwera. Wsrod
nich szczegoblne znaczenie majg maksymalne obszary prostowalne, gdyz takie obszary
tworza pokrycie plaszczyzny w przedstwionym w nastepnym podrozdziale twierdze-
niu o postaci potoku homeomorfizméw Brouwera.

Podamy teraz warunek wystarczajacy na to, aby czes¢ wspolna obszaru pro-
stowalnego z jedna ze sktadowych dopetnienia trajektorii zawartej w tym obszarze
prostowalnym, zawierata punkty nalezace tylko do jednej z klas abstrakcji relacji
wspotzbieznosci do nieskonczonodci.

Twierdzenie 2.25. (|Al], Proposition 4.1) Niech U bedzie obszarem prostowalnym
potoku homeomorfizméw Brouwera {f* : t € R} orazr € U. Niech H bedzie sktadowq
zbioru R?\ C, takq, ze HNJ(bdU)NU = (. Wowczas HNU jest zawarte w pewnej
klasie abstrakcyi relacyi wspotzbieznosci do nieskonczonosci.

Przedstawimy teraz szkic dowodu tego twierdzenia. Korzystajac z zalozenia, ze
HNJMbdU)NU = 0 wykazujemy najpierw, ze dla dowolnych p,q € H NU pas D,,
zawiera sie w U. Nastepnie wykorzystujac te wlasnos¢ dowodzimy, ze dla dowolnych
p1, 1 € Dy, istnieje tuk K o koiicach pq, ¢ taki, ze f"(K) — oo przy n — =oo.
Zatem pas D,, zawiera si¢ w pewne]j klasie abstrakcji. Zatem, w celu wykazanie,
ze dowolnie ustalone punkty p;,q1 € H N U naleza do tej samej klasy abstrakcji
wystarczy dobrac¢ p,q € H NU takie, ze pi,q1 € D,,.

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Wnhniosek 2.26. (|A1], Corollary 4.2) Niech U bedzie obszarem prostowalnym potoku
homeomorfizmdéw Brouwera {f*:t € R} orazr € U. Niech H bedzie sktadowq zbioru
R2\ C, takq, ze HNbdU = 0. Wowczas H C U oraz H jest zawarte w pewnej klasie
abstrakcyi relacyi wspotzbieznosci do nieskoriczonosci.

Przy zalozeniach Twierdzenia 2.25 moze istnie¢ punkt p € HNU taki, ze w pasie
D,, znajduja si¢ punkty nie nalezgce do U. Zalozenia Wniosku 2.26 wykluczaja
natomiast taka mozliwos¢.

Wybrane wyniki dotyczace maksymalnych obszaréw prostowalnych potoku home-
omorfizméw Brouwera, ktore nie znalazty sie w tym podrozdziale, zostaly omowione
w nastepnym rozdziale tego opracowania w czesci poswieconej wynikom uzupelnia-

jacym.
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2.4 Postaé potoku homeomorfizméw Brouwera

Rozdzial ten poswiecony jest gléwnie twierdzeniu o postaci potoku homeomorfi-
zmow Brouwera, ktore moéwi o istnieniu co najwyzej przeliczalnej rodziny maksy-
malnych obszaréw prostowalnych pokrywajacej ptaszczyzne. W kazdym z tych obsza-
row rozwazamy uktad wspotrzednych wyznaczony przez homeomorfizm prostujacy.
Przedstawimy réwniez wlasnosci funkeji opisujacych przejscie miedzy tymi uktadami
wspotrzednych na czeSciach wspolnych obszaréw rozwazanej rodziny pokrywajacej
plaszczyzne.

W konstrukeji rodziny maksymalnych obszaréow prostowalnych korzystamy z idei
Wilfreda Kaplana [58], [59]. Dla dowolnego potoku homeomorfizméw Brouwera jako
zbioru indekséw konstruowanej rodziny uzyjemy zdefiniowanej przez W. Kaplana
klasy ciagow skladajacej sie z ciagéw skonczonych liczb catkowitych o wlasnosciach
opisanych ponizej.

Dla dowolnego niepustego zbioru X przez X <“ oznacza¢ bedziemy zbior wszyst-
kich ciagow skoniczonych, ktorych wyrazy naleza do zbioru X. Drzewem nad X na-
zywamy dowolny podzbior T' zbioru X <“ zamkniety ze wzgledu na segmenty poczat-
kowe (prefiksy), tj. dla dowolnych liczb naturalnych m, n takich, ze n > m, jesli
(X1, Ty ooy p) €T, 10 (21,0, 2) €T

Niech a = (21,...,2,) € X=¥. Wowczas dla dowolnego x € X przez o x
bedziemy oznacza¢ konkatenacje ciagu « i ciagu jednoelementowego z, tj. ciag
(T1,. .., Ty, T).

Klase AT ciggow skoriczonych liczb calkowitych dodatnich bedziemy nazywaé
dopuszczalng, jesli AY C Z % jest drzewem nad Z, oraz spelnione sa warunki:

(i) AT zawiera ciag jednoelementowy 1 i nie zawiera zadnego innego ciggu jedno-
elementowego;

(ii) jesli @'k € At dla pewnego k > 1, to rowniez o/ (k — 1) € AT.

Klase A~ ciggoéw skoriczonych liczb catkowitych ujemnych bedziemy nazywaé
dopuszczalng, jesli A~ C Z =¥ jest drzewem nad Z_ oraz spelnione sa warunki:

(iii) A~ zawiera ciag jednoelementowy —1 i nie zawiera zadnego innego ciagu jed-
noelementowego;

(iv) jesli ok € A~ dla pewnego k < —1, to rowniez o (k+ 1) € A™.

Zbior A = AT U A, gdzie AT i A~ sa pewnymi dopuszczalnymi klasami cig-
géw skonczonych liczb catkowitych dodatnich i ujemnych, odpowiednio, bedziemy
nazywac¢ dopuszczalng klasq ciggow skornczonych.

W celu otrzymania dla dowolnie ustalonego potoku homeomorfizméw Brouwera
pokrycia plaszczyzny wystepujacego w gtéwnym wyniku tego podrozdziatu wykorzy-
stujemy nastepujacy lemat.
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Lemat 2.27. ([A2], Lemma 2.1) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem homeomor-
fizmow Brouwera. Niech p € R2. Wowczas istnieje co najwyzej przeliczalna rodzina
maksymalnych obszarow prostowalnych {U; : j € J}, gdzie J jest zbiorem liczb catko-
witych dodatnich lub J = {1,..., N} dla pewnej liczby catkowitej dodatniej N taka,
ze p € Uy i dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zbior cl B(p,n), gdzie B(p,n) jest
kotem otwartym o Srodku w p i promieniu n, jest pokryta przez skoriczong podrodzine
{Uy,...,U;, } rodziny {U; : j € J}. Ponadto j, < jni1 dla kazdego n.

Przedstawimy teraz gléwny wynik opisujacy postaé¢ potokéw homeomorfizméow
Brouwera. Wynik ten mowi, ze dla kazdego takiego potoku mozemy dobra¢ pokry-
cie plaszczyzny zlozone z maksymalnych obszaréow prostowalnych indeksowane w
uzyteczny sposob przez odpowiednio dobrana co najwyzej przeliczalna dopuszczalng
klase ciagéw skonczonych.

Twierdzenie 2.28. ([A2|, Theorem 2.2) Niech {f':t € R} bedzie potokiem home-
omorfizmow Brouwera. Wowczas istnieje co najwyzej przeliczalna dopuszczalna klasa
ciggow skonczonych A = AT U A~ oraz rodzina trajektorii {Cy, : o € A} i rodzina
maksymalnych obszaréw prostowalnych {U, : a € A} takie, ze Uy = U_1, C; = C_,4
oraz

Co CU,, a€A, (2.4)
U v =R, (2.5)
a€cA
UsNUp #0, a’i €A, (2.6)
Cyry CbdU,, aoie€A, (2.7)
|Co, Coriys Coriy|, iy, g € A, iq # i, (2.8)
ColCui|Corryj, aije€ A (2.9)

Konstrukeja rodzin wystepujacych w Twierdzeniu 2.28 rozpoczyna sie od trajek-
torii C'; dowolnie wybranego punktu p € R? i maksymalnego obszaru prostowalnego
U, wystepujacego w Lemacie 2.27. Bierzemy nastepnie C_; := Cy oraz U_; :=U;. W
przypadku, gdy potok {f*: ¢ € R} nie jest sprzezony z potokiem translacji, punkt p
mozna wybraé tak, aby p € J(R?).

Majac skonstruowany ciag o € A oraz odpowiadajace mu C,, U,, w przypadku,
gdy bd U, N H, # 0 indeksujemy bijektywnie zbior wszystkich trajektorii zawartych
w

bdU, N H,

ciagami postaci o k zaczynajac od k = 1 i biorgc kolejne liczby catkowite dodatnie k,
jesli @ € A, oraz zaczynajac od k = —1 i biorgc kolejne liczby catkowite ujemne k,
gdy a € A™, gdzie H,, H_; sa sktadowymi zbioru R?\ C}, natomiast dlaa = 37 € A
zbior H, jest skladowa R?\ C.,, ktora nie ma punktow wspolnych z Ug. W przypadku,
gdy bdU, N H, = 0 ciagg o € A bedzie lisciem drzewa AT lub A~.

24



Nastepnie rozszerzamy A o wszystkie tak dobrane ciagi o k i dla kazdego z tych
ciagow o k oznaczamy przez Cyy, trajektorie indeksowana przez o k i bierzemy jako
Uqy element podrodziny {U; : j = 1,..., j, -, } rodziny wystepujacej w Lemacie 2.27
zawierajacy Cqyy, gdzie mqy, jest najmniejszg liczbg catkowita, ktora jest wieksza lub
rowna odlegtodci trajektorii Cyy od punktu p. Lemat 2.27 gwarantuje, ze skonstru-
owana rodzina maksymalnych obszaréw prostowalnych spelnia warunek (2.5).

Dla rodziny {U, : @ € A} maksymalnych obszaréow prostowalnych wystepujacej
w Twierdzeniu 2.28 rozwazamy homeomorfizmy prostujace ¢, : U, — R? takie, ze
0o (Cy) = R x {0} oraz

9a(Ny) =R x (0,+00) dlaae€ AT,

Ya(Ny) =R x (—00,0) dlaa e A,

gdzie N, := U,NH,. Kazdy z tych homeomorfizméw przeksztatca trajektorie zawarte
w U, na proste poziome. Homeomorfizmy prostujace bedziemy nazywac tez mapams.

Zwigzki pomiedzy homeomorfizmami prostujacymi okreslonymi na czesciach
wspolnych maksymalnych obszaréw prostowalnych skonstruowanych metoda przed-
stawiona powyzej opisane sa w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.29. (|A2], Proposition 3.1) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem
homeomorfizmoéw Brouwera, a {U, : a € A} rodzing maksymalnych obszaréw prosto-
walnych wystepujgcq w Twierdzeniu 2.28. Wowczas istnieje taka rodzina homeomor-
fizmow prostujacych {ps : a € AT}, gdzie oo : Uy — R?, Ze dla kazdego a7i € AT

Soofi(Ua N Ua'\i) =R x (Ca'\ia 0)7
Ca(Ua NUym) =R X (5, d%),

gdzie ¢~ € RU{—o00}, d% € RU{+400}, coy € [—00,0) sq statymi takimi, Ze % <
e oraz co majmniej jedna ze statych co-, d3~ jest skoriczona. Ponadto, zstme]e
funkcja ciggta poy : (S, d%) — R i homeomorfizm vy @ (2, d%) — (cai,0)

at
Qi) Al 0427 a’i

takie, ze homeomorfizm

ha'\i R x ( al,da ) — R x (Ca’\i,O)
okreslony wzorem
hai == @eari © (QDOc\UamUﬁ)_l (2.10)
ma postac
hari(t,s) = (pai(s) + 1, vari(s)),  t € R, s € (g day)- (2.11)

Podobnie, istnieje taka rodzina homeomorfizmow prostujacych {pq : a« € A™}, gdzie
Vo 1 Uy — R2, oraz p_1 = 1, ze dla kazdego ai € A~

SoaAi(Ua N Ucfi) =R x (07 Cc[\i)u
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Pa(Ua NUxm) = R X (¢, do%),

OLZ’ ol

gdzie ¢~ € RU{—o00}, d% € RU{+0o0}, coy € (0,+00) sq statymi takimi, zZe & <
“. oraz co nmajmniej jedna ze statych c-, d% jest skoriczona. Ponadto, zstmeje
funkcja ciggta pom @ (S, d%) — R 4 homeomorﬁzm Vi (¢%,d%) — (0, com)

at
Qi) Al ocz’ i

takie, ze homeomorfizm

heri - R x (%, d%) — R x (0, cay)

okreslony wzorem (2.10) ma postaé (2.11).

Posta¢ homeomorfizmu h.~ wystepujacego w Twierdzeniu 2.29 otrzymujemy roz-
wigzujac rownanie funkcyjne

hfofi(tl + t27 S) = ha"i<t1, 8) + (tz, 0), tl,tg, S € R

Przyblizymy teraz wtasnosci homeomorfizmu v~ wystepujacego w Twierdzeniu
2.29. Zgodnie z okresleniem homeomorfizmu prostujacego ¢, dla kazdego i €
A trajektoria C,~ odpowiada wartosci 0 parametru s w uktadzie wspoélrzednych
wyznaczonym przez ten homeomorfizm, poniewaz w mapie ¢, druga wspotrzedna
kazdego punktu nalezacego do Cyy jest rowna 0, tj. @u(Coi) = R x {0}.

Pokazemy ponizej, ze homeomorfizm v, mozna rozszerzy¢ poprzez przypisanie
wartosci 0 jednemu z konicow przedziatu (¢, d%~) bedacego dziedzing tego home-
omorfizmu. W celu uproszczenia zapisu ograniczymy sie do dopuszczalnej klasy cia-
gow skoriczonych AT (dla klasy A~ sytuacja jest analogiczna). Wybor odpowiedniego
konca tego przedziatu zalezy od tego czy homeomorfizm v~ jest rosnacy, czy male-
jacy. Wowczas przy zalozeniu, ze takie rozszerzenie istnieje mamy vq~(c%~) = 0, jesli
homeomorfizm v, jest malejacy, oraz vy (d%~) = 0, jesli vy~ jest rosnacy.

W celu zdefiniowania poszukiwanego rozszerzenia musimy najpierw znalezé¢ tra-
jektorie zawarta w obszarze U,, ktora bedzie odpowiada¢ poprzez mape ¢, wartosci
v~(0), tj. trajektorig ¢ (R x {v2(0)}). Na mocy Wniosku 2.24 zbiér U, N J(Cori)
sktada si¢ z jednej trajektorii, ktéra oznaczamy przez C,. Jeden z koricow przedziatu
(¢, d%;) jest wartoscia parametru s w ukladzie Wspolrzqdnych WYyZNaczonym przez
homeomorfizm ¢, odpowiadajacag trajektorii C'%,. Dokladniej, trajektoria C¢, od-
powiada wartosci ¢~ w przypadku, gdy homeomorfizm v, jest malejacy, a wartosci
d~, w przypadku, gdy Vo jest rosnacy.

Wymk zamieszczony ponizej pokazuje, ze wybor konca przedziatu (¢, d%;), na
ktory rozszerzymy homeomorfizm v~ zalezy od tego jak trajektoria C% jest po-
lozona wzgledem trajektorii C, i Cyy, gdyz wzajemne polozenie tych trajektorii
wyznacza czy homeomorfizm v~ jest rosnacy, czy malejacy.

Lemat 2.30. ([A2], Remark 3.2) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem homeomor-
fizméw Brouwera, a {U, : a € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowal-
nych wystepujacq w Twierdzeniu 2.28. Zatéimy, ze ai € AT. Jesli Co|C%|Cury
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b Cp = C%,;, to homeomorfizm vy @ (¢S, dS%) — (Cai, 0) wystepujacy w Twier-

Q

dzeniu 2.29 jest malejgcy oraz odpowiednio cor, > 0 lub ¢~ = 0. Natomiast, jesl

|Ca, C%;, Cori|, to homeomorfizm vy jest rosngey oraz do > 0.

W powyzszym wyniku jedna z liczb ¢, d% jest wartodcig parametru s odpowia-
dajaca trajektorii C%, w ukladzie wspolrzednych wyznaczonym przez homeomorfizm
o Zgodnie z konstrukcja rodziny trajektorii {C, : « € AT} opisana w dowodzie
Twierdzenia 2.28, wartos¢ ta nie moze by¢ ona ujemna.

Ponizej zamieszczamy wypowiedZ wspomnianego wyzej twierdzenia o rozszerze-

niu homeomorfizmu v.

Twierdzenie 2.31. ([A6], Proposition 1.6) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem
homeomorfizmow Brouwera, a {U, : a € A} rodzing maksymalnych obszaréw prosto-
walnych wystepujacq w Twierdzeniu 2.28. Zaldzmy, ze a'i € AT, Jesli Cy|C%|Cur
lub C, = C%;, to 9o (C%) = R x {c%} i homeomorfizm vy @ (¢, d%) — (i, 0)
wystepujgcy w Twierdzeniu 2.29 mozna rozszerzyé do homeomorfizmu okreslonego
na (%, d%) ktadac vei(cS~) = 0. Natomiast, jesli |Co,C;, Coril, to pa(Cl) =

R x {dgAi} 1 homeomorfizm vy~ mozna rozszerzyé do homeomorfizmu okreslonego na
(c%, d] Kladac v (dS) = 0.

W celu przedstawienia idei dowodu Twierdzenia 2.31 rozwazmy przypadek, gdy
homeomorfizm v, jest malejacy. Wowcezas o (R x {¢%,}) = C%,. Wynika to stad,
ze o A(Rx{vpi(s)}) = i t(Rx {s}) dlas € (¢, d%), tj. vary(s) oraz s odpowiadaja
tej samej trajektorii zawartej w U, NUy~. Stad dla kazdego ciagu (s, )nen takiego, ze
Sp € (%, d%;) dla n € N, zachodzi warunek lim,,_, s, = ¢~ wtedy i tylko wtedy,
gdy lim,,_,o0 Vei(sn) = 0, poniewaz C'%, C J(Cry).

Funkcje ciagte oy wystepujace w Twierdzeniu 2.29 reprezentuja natomiast czas
potrzebny na to, aby z punktu o wspolrzednych (0, v,~(s)) w mapie @~ dotrzeé¢ do
punktu o wspoélrzednych (0, s) w mapie ¢,. Innymi stowy, funkcja p,~ reprezentuje
czas potrzebny na to, aby z punktu nalezgcego do cigglego cigcia K, ., obszaru
prostowalnego U,~ dotrze¢ do punktu nalezacego do ciaglego ciecia K, obszaru
prostowalnego U,, gdzie K, -, == ¢~ ({0} x R) oraz K, = ¢ ({0} x R).

Ponizszy wynik dotyczy granicy ciagu (pqi(sn))nen dla ciagu (s,)nen rozwaza-
nego w dowodzie Twierdzenia 2.31.

Twierdzenie 2.32. (|B19], Proposition 8) Niech {f*: t € R} bedzie potokiem home-
omorfizméw Brouwera, a {U, : a € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowal-
nych wystepujgeq w Twierdzeniu 2.28. Funkcje oy wystepujgce w Twierdzeniu 2.29
spetniajq warunek

—00 d Co[\i C J+t . ,
lims—wgﬁ pori(s) = { sy {f }< i)

+00 gdy Cofi C J;ft}( ofi)
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w przypadku, gdy Co|C%|Coni or C = C%, or the condition

{ —oo  gdy Cuwu C Iy (CH),

sz porils) =9 4o gdy Coi C I (Car)

w przypadku, gdy |Co, Cey, Coril.

i
Twierdzenie 2.32 implikuje, ze trajektorie Cyy oraz C'%, nie moga by¢ zawarte
w tym samym obszarze prostowalnym, natomiast Twierdzenie 2.31 zwiazane jest
o

z wlasnoscig potoku moéwigca, ze trajektorie Cyy oraz CS, nie majg roztagcznych
otoczen strumieniowych.

2.5 Pierwiastki iteracyjne homeomorfizmu Bro-
uwera zanurzalnego w potok

W rozdziale tym rozwazamy problem wyznaczenia postaci wszystkich zachowuja-
cych orientacje pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w
potok, tj. zachowujacych orientacje rozwigzan homeomorficznych g réwnania funk-
cyjnego

gt =1, (2.12)
gdzie n jest liczba naturalng, zas f jest danym homeomorfizmem Brouwera zanu-
rzalnym w potok {f': ¢t € R}.

Wyznaczanie pierwiastkow iteracyjnych danej funkeji jest jednym z wazniejszych
zagadnien w teorii iteracji. Gtéwna idea ogélnej metody wyznaczania pierwiastkow
iteracyjnych pochodzi z prac S. Lojasiewicza [81] i M. Kuczmy [68]. Konstrukcja
wszystkich pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu Brouwera sprzezonego z trans-
lacja zostata podana w [B7].

Jezeli f jest homeomorfizmem plaszczyzny na siebie, g jest odwzorowaniem cia-
glym spelniajacym réownanie (2.12) dla pewnej liczby naturalnej n > 0, to g jest
rowniez homeomorfizmem plaszczyzny na siebie (zob. |B7]|, Remark 1). Ponadto,
jesli f nie ma punktow statych, to g nie ma punktow statych.

Niech f bedzie homeomorfizmem ptaszczyzny na siebie zachowujacym orientacje,
a g odwzorowaniem cigglym spelniajacym réownanie (2.12) dla pewnej nieparzystej
liczby naturalnej n. Wowczas g jest rowniez homeomorfizmem ptlaszczyzny na siebie
zachowujacym orientacje (zob. |B7|, Remark 2). Dla parzystych n réownanie (2.12)
moze mie¢ réwniez homeomorficzne rozwiazania zmieniajace orientacje. Przedmiotem
naszych rozwazan sg jednak tylko homeomorfizmy pltaszczyzny na siebie zachowujace
orientacje nie posiadajace punktow statych, czyli rozpatrujemy tylko rozwiazania g
réwnania (2.12) bedace homeomorfizmami Brouwera.

Przy wyznaczaniu pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu Brouwera zanurzal-
nego w potok korzystamy z postaci tego potoku opisanej w Twierdzeniach 2.28 i 2.29.
Ponizszy lemat umozliwia wykazanie gtéwnego wyniku tego rozdziatu.
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Lemat 2.33. ([A3], Lemma 4.6) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera zanu-
rzalnym w potok {f* : t € R}. Niech {C, : a € A} oraz {U, : o € A} bedg ro-
dzinamzi trajektorii © maksymalnych obszarow prostowalnych wystepujgcymsi w Twier-
dzeniu 2.28, a {¢s : @ € A} rodzing homeomorfizmow wystepujgcq w Twierdzeniu
2.29. Wowczas dla kazdego o € A i kazdego p € C,, istnieje € > 0 takie, zZe koto
B(p,e) o srodku p i promieniu € ma punkty wspdlne z doktadnie dwoma elemen-
tami rodziny {G, : a € A}, gdzie G, = ¢} (R x [0,+00)) jesli a« € AT oraz
Go =0 (R x (—00,0]) jesli a« € A™.

W dowodzie tego lematu dla kazdego o € A definiujemy rodzine trajektorii S, :=
{Co} U{Cs : i € A}. Rodzina ta moze by¢ dla pewnych o € A réwna {C,}
(sytuacja taka ma miejsce w przypadku, gdy dla obszaru prostowalnego U, spelione
sa zalozenia Wniosku 2.26). Kazda z trajektorii zbioru {C, : @ € A} jest elementem
doktadnie dwu rodzin S, a mianowicie S; 1 S_; dla o € {1, —1} oraz z Sp 1 Spy dla
a = (.

Korzystajac z Twierdzen 2.20 i 2.21 otrzymujemy, ze dla kazdego o € A zachodzi
|Cypy, Cp,, Cpy| dla dowolnych réznych miedzy soba trajektorii Cy, , C,,, Cp, nalezacych
do S,. Ustalmy o € A. Jesli rodzina S, jest skonczona, to dla kazdego i € A i
kazdego p € Cy~ istnieje koto o §rodku p roztaczne z kazdym elementem rodziny
S, roznym od C, gdyz trajektorie potoku homeomorfizméw Brouwera sa zbiorami
domknietymi.

W przypadku, gdy zbiér S, nie jest skoriczony, to aby otrzymaé teze lematu
mozemy jeszcze skorzystac¢ z odpowiedniego twierdzenia z ksiazki A. Becka (zob. [9],
Lemma 11.6). Twierdzenie to mowi, ze jesli S jest nieskoriczong podrodzing rodziny
F wszystkich trajektorii potoku ptaszczyzny nie posiadajacego punktow statych taka,
ze dla roznych C,Cy,C3 € S zachodzi warunek |Cy, Cy, Cs|, to S jest przeliczalna
oraz kazdy podzbior zwarty plaszczyzny ma punkty wspoélne jedynie ze skonczenie
wieloma elementami rodziny S.

Analogiczne twierdzenie mozna znalezé w pracy W. Kaplana (zob. [58|, Theorem
32). W. Kaplan otrzymuje taka sama teze jak A. Beck przy zalozeniu, ze F jest
rodzing homeomorficznych obrazéow prostej domknietych na ptaszczyznie taka, ze
dla kazdego p € R? istnieje dokladnie jedno C' € F takie, ze p € C oraz istnieje
zbiér otwarty U, zawierajacy p, ktéry moze by¢ przeksztalcony homeomorficznie na
wnetrze kwadratu {(z,y) € R? : |z| < 1,]y| < 1} w taki sposob, ze obraz czesci
wspolnej kazdego elementu rodziny F' ze zbiorem U, jest réwny zbiorowi postaci
{(z,y) € R? : |z| < 1,y = ¢} dla pewnego ¢ € R takiego, ze |c| < 1.

Konstrukcja pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu Brouwera jest przedsta-
wiona w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.34. (|A3], Theorem 4.7) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok, n liczbg naturalng dodatniq. Niech {C, : o € A} oraz{U, : o €
A} bedq rodzinami trajektorii i maksymalnych obszardw prostowalnych wystepujgcymi
w Twierdzeniu 2.28. Dla kazdego o € A niech {f! : t € R} bedzie potokiem na U,
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takim, ze fl(z) = f(z) dla x € U,, o € A. Zaldzmy, ze fﬁ(w) = f_%l(x) dla kazdego
reC,=C_ oraz

1

Tim £ (ni) = 17,(2) (2.13)

dla kazdego x € Cyuy 1 kazdego ciggu (zx)ren elementow obszaru U, takiego, zZe
limy,_, o 1 = x. Wowczas funkcja g okreslona warunkiem

g(x) = fa%(:c), r € G, €A, (2.14)

gdzie {G, : a € A} jest rodzing wystepujacqg w Lemacie 2.33, jest homeomorfizmem
Brouwera spetniajgcym réwnanie (2.12). Ponadto, kazdy homeomorfizm Brouwera g
spetniajgcy rownanie (2.12) moze byé skonstruowany w ten sposdb.

Zanurzalno$¢ homeomorfizmu Brouwera f w potok gwarantuje istnienie rodzin
{Cq : a € A} oraz {U, : a € A} wystepujacych w Twierdzeniu 2.28. Nastepnie
oddzielnie na kazdym z obszarow U, rozwazamy dowolny potok zawierajacy home-
omorfizm f|y,. Od potokéow tych wymagamy jedynie, aby spelnialy warunek (2.13).

Najistotniejszym fragmentem dowodu Twierdzenia 2.34 jest wykazanie, ze funkcja
g okreslona wzorem (2.14) jest ciagta. Przy wykazywaniu ciaglosci funkcji g korzy-

1 1

stamy z zalozenia, ze limy_,oo fa' (z3) = f25(x) dla zg € Coy 1 kazdego ciagu (z)ken
elementow obszaru U, takiego, ze limy_,o ) = T.

Nastepnie wykorzystujemy wspomniany wyzej fakt, ze dla dowolnego homeomor-
fizmu f plaszczyzny na siebie kazde ciagle rozwiazanie g rownania (2.12) jest home-
omorfizmem ptaszczyzny na siebie. Zachowywanie orientacji przez homeomorfizm g
otrzymujemy z faktu, ze g zaciesnione do maksymalnego obszaru prostowalnego U,

jest elementem potoku {ff : ¢t € R} okreslonego na tym obszarze.

2.6 Roéwnowazno$é topologiczna potokéw home-
omorfizméw Brouwera

W rozdziale tym przedstawimy wyniki dotyczace topologicznie rownowaznych po-
tokoéw homeomorfizméw Brouwera. Opisywaé one beda zaleznosci miedzy zbiorami
punktéw regularnych i silnie osobliwych, a takze miedzy maksymalnymi obszarami
prostowalnymi takich potokow.

Rozpocznijmy od wyniku dotyczacego zbioréw punktéw regularnych topologicz-
nie réwnowaznych potokéw homeomorfizméw Brouwera.

Twierdzenie 2.35. (|A4], Theorem 4.1) Niech {f* : t € R} i {¢" : t € R} bedg
rownowaznymi topologicznie potokami Brouwera, a ® : R? — R? homeomorfizmem
realizujgcym te rownowaznosé. Wowczas ® odzorowuje zbior punktow reqularnych
potoku {f' : t € R} na zbidr punktéw regularnych potoku {g" : t € R}.
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W dowodzie tego twierdzenia wykazujemy, ze dla kazdej klasy abstrakcji Fj re-
lacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci potoku {f* : ¢ € R} istnieje klasa abs-
trakcji Go relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci potoku {¢* : ¢ € R} taka, ze
®(int Fy) = int G. Przypomnijmy, ze mowiac o klasie abstrakeji relacji wspotzbiezno-
$ci do nieskoriczonosci potoku mamy na mysli klase abstrakeji tej relacji zdefiniowanej
dla dowolnego elementu tego potoku nie bedacym identycznoscia. Woéwczas na mocy
wspomnianego wczesniej Twierdzenia 3.21 moéwigcego, ze zbior punktow regularnych
jest rowny sumie wnetrz klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskonczonosci
oraz faktu, ze ® jest homeomorfizmem plaszczyzny na siebie otrzymujemy teze po-
wyzszego twierdzenia.

W celu pokazania réwnosci ®(int Fy) = int G, ustalamy dowolny punkt p €
int . Woweczas istnieja punkty qi, g2 € int Fjy nalezace do réznych sktadowych do-
pelnienia trajektorii C, potoku {f* : ¢t € R}. Korzystajac z niezmienniczosci klas
abstrakcji relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonosci oraz z Twierdzen 2.18 i 2.15
otrzymujemy, ze trajektorie C<I,>(q1) i Cq;(qg) potoku {¢' : t € R} zawieraja sie w
tej samej klasie abstrakcji, ktora oznaczamy przez Gy. Wowczas z Wniosku 2.14
otrzymujemy, ze ®(p) € int Go. W ten sposob wykazujemy, ze ®(int Fy) C int Gy.
Stosujac to samo rozumowanie dla @', dostajemy ®~!(int Gy) C int Fp, a zatem
mamy ¢ (int Fy) = int Gj.

Na mocy Twierdzenia 2.35 otrzymujemy, ze homeomorfizm realizujacy topolo-
giczng rownowaznos$é potokéw homeomorfizméw Brouwera przeksztalca zbior punk-
tow osobliwych na zbiér punktéow osobliwych. Wtasnosé te mozemy wzmocnié zaste-
pujac zbiér punktéw osobliwych zbiorem punktéw silnie osobliwych. Wynik ten zostat
sformutowany dla pierwszych przedtuzen granicznych, ale na mocy Twierdzenia 3.24
zbiér punktow silnie osobliwych homeomorfizmu Brouwera jest réwny pierwszemu
przedtuzeniu granicznemu potoku zawierajacego ten homeomorfizm.

Twierdzenie 2.36. (|A4], Theorem 5.3) Niech {f*:t € R} i {¢' : t € R} bedg réw-
nowaznymi topologicznie potokamsi Brouwera, a ® : R? — R? homeomorfizmem reali-
zujgeym te réwnowaznosé. Wowczas ®(J;(R?)) = J,(R?), gdzie J;(R?) oraz J,(R?)
oznaczajq odpowiednio pierwsze przediuzenie graniczne potokéow {f' : t € R} and
{¢" : t € R}.

W dowodzie tego twierdzenia ustalamy dowolny punkt p € J;(R?) i oznaczamy
przez Hy te skladowa zbioru R? \ C), ktora nie jest roztaczna z J;(p) (moze sie
zdarzy¢, ze kazda ze skladowych zbioru R? \ C, spelnia ten warunek). Nastepnie
ustalamy ¢ € Jy(p) N Hy. W celu wykazania, ze ®(q) € Jy(®(p)) rozwazamy dwa
przypadki: przypadek, gdy istnieje klasa abstrakcji Go relacji wspolzbieznosci do
nieskoriczonosci taka, ze p € bd Gy oraz Gy C Hy oraz przypadek, gdy punkt p
nie nalezy do brzegu zadnej z klas abstrakcji zawartych w Hy. W pierwszym z tych
przypadkow mozemy zastosowaé bezposrednio wyniki zamieszczone w [B13] (zob.
Twierdzenia 3.19 i 3.20).

W drugim z nich korzystamy dodatkowo z ciagu trajektorii (C,,),en zawartych w
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zbiorze punktéw osobliwych o tej wtasnosci, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
warunek C,|C,11|C,, oraz dla kazdego py € C, istnieje ciag (x,)nen taki, ze py =
lim,, , x, oraz x, € C,. Nastepnie dla tego ciggu trajektorii stosujemy rozumowanie
przedstawione w [B13]. W rozumowaniu tym gtéwna role odgrywa fakt, iz jesli ¢ €
Jf(p), to trajektorie C, i C, nie posiadaja roztacznych otoczeni strumieniowych, tj.
otoczen bedacych sumami trajektorii.

Rozumowanie, ktoérego szkic przedstawiliémy powyzej prowadzi bezposrednio do
nastepujacego wyniku, ktéry mozna traktowaé jako uszczegdtowienie Twierdzenia
2.36.

Twierdzenie 2.37. ([A6], Proposition 2.3) Niech {f* :t € R} i {¢" : t € R} bedg
rownowaznymi topologicznie potokami Brouwera, a ® : R? — R? homeomorfizmem
realizujacym te rownowazinosé. Wowczas, jesli ¢ € Js(p), to ®(q) € J4(P(p)) dla
dowolnych p,q € R?, gdzie J;(R?) and J,(R?) oznaczajg odpowiednio pierwsze prze-
dtuzenie graniczne potokow {f':t € R} and {¢' : t € R}.

Przejdziemy teraz do omoéwienia wtasnosci dotyczacych maksymalnych obszarow
prostowalnych topologicznie rownowaznych potokéw homeomorfizméw Brouwera.

Twierdzenie 2.38. (|A6], Proposition 2.1) Niech {f' :t € R} i {¢" : t € R} bedg
rownowaznymi topologicznie potokami Brouwera, a ® : R? — R? homeomorfizmem
realizujgcym te rownowaznosé. Wowczas, jesl U jest maksymalnym obszarem pro-
stowalnym potoku {f* : t € R}, to ®(U) jest maksymalnym obszarem prostowalnym
potoku {g" : t € R}.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy fakt, ze homeomorfizm realizujacy
topologiczna rownowazno$é potokéw homeomorfizméw Brouwera przeksztatca cia-
gle ciecia obszaru prostowalnego U potoku {f* : ¢ € R} na ciggle ciecia obszaru
®(U). Stad wnioskujemy, ze ®(U) jest obszarem prostowalnym potoku {¢" : t € R}.
Przypuszczenie, ze ®(U) nie jest maksymalnym obszarem prostowalnym potoku
{g" : t € R} prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, ze U jest maksymalnym ob-
szarem prostowalnym potoku {f*: ¢ € R}.

Kolejny wynik prezentowany w tym rozdziale méwi, ze dla rownowaznych topo-
logicznie potokéw homeomorfizméw Brouwera mozna wybraé te sama dopuszczalng
klase ciagoéw skonczonych dla rodzin maksymalnych obszaréw prostowalnych opisa-
nych w Twierdzeniu 2.28.

Twierdzenie 2.39. (|A6], Theorem 2.4) Niech {f* : t € R} i {¢" : t € R} bedg
rownowaznymi topologicznie potokami homeomorfizméw Brouwera, a ® : R? — R?
homeomorfizmem realizujgcym te rownowaznosé. Niech {Cy o @ o € A} bedzie rodzing
trajektorii, a {Ufq @ a € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowalnych potoku
{f*:t € R}, dla ktorych zachodzq warunki (2.4) - (2.9) oraz Usy = Up_y, Crq =
Ct -1, gdzie A = ATUA™ jest dopuszczalng klasq ciggow skoriczonych. Niech Cy,, :=
O(Ctyo) oraz Uy = ®(Uys,) dla o € A. Wowcezas {Cyo : o € A} jest rodzing
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trajektorii oraz {Uy, o : o € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowalnych potoku
{¢" : t € R} dla ktorych zachodzq warunki (2.4) - (2.9). Ponadto,

q)(c?,a/\i) =Cy

9,01

a’i € A, (2.15)

gdzie CF  oraz CF ~ sq jednoznacznie wyznaczonymi trajektoriami zawartymi od-

el

powiednio w Jp(Cyomi) NUp o 0raz Jy(Cy o) N Uy .

W celu pokazania, ze kazdy ze zbiorow {U,, : o € A} jest maksymalnym obsza-
rem prostowalnym potoku {g* : t € R} korzystamy z Twierdzenia 2.38. Natomiast
fakt, ze kazdy ze zbiorow {Cy, : @ € A} jest trajektoria potoku {¢" : t € R} zawarta
w J,(R?) otrzymujemy z Twierdzenia 2.36. Nastepnie wykazujemy warunek (2.15)
korzystajac z Twierdzenia 2.37 i Wniosku 2.24.

2.7 Sprzezenie topologiczne potokéw homeomorfi-
zmow Brouwera

W rozdziale tym przedstawimy wyniki opisujace warunki na to, aby potoki home-
omorfizméw Brouwera byly sprzezone topologicznie. Ogoélna postaé takiego potoku
zostala zaprezentowana w Twierdzeniu 2.28.

S. Andrea ([5], Theorem 4.1) udowodnil twierdzenie mowiace, ze homeomorfizm
Brouwera jest sprzezony topologicznie z translacja wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
doktadnie jedna klase abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci. Wowcezas
wszystkie potoki zawierajace taki homeomorfizmm sa ze soba sprzezone topologicznie
(por. Twierdzenie 3.11). W szczegolnosci sa one sprzezone z potokiem translacji.
Prezentowane tutaj twierdzenia dotyczg potokdéw homeomorfizméw Brouwera, ktore
nie sa sprzezone topologicznie z potokiem translacji.

Niech {f* : t € R} bedzie potokiem homeomorfizméw Brouwera. Na mocy Twier-
dzenia 2.28, istnieje dopuszczalna rodzina ciggdéw skoriczonych A, rodzina trajektorii
{C} : @ € A} oraz rodzina maksymalnych obszaréw prostowalnych {Us, : v € A},
dla ktorych zachodza warunki (2.4) - (2.9). Korzystajac z Twierdzenia 2.29 otrzymu-
jemy ze dla kazdego z obszaréw Uy, istnieje homeomorfizm prostujacy przeksztal-
cajacy trajektorie potoku {f*: t € R} na proste poziome w uktadzie wspotrzednych,
w ktorym wspotrzedne punktu oznaczamy przez t oraz s.

Korzystajac z tych rodzin podamy warunek, ktory gwarantuje istnienie home-
omorfizmu realizujacego sprzezenie topologiczne potokéw homeomorfizméw Bro-
uwera {f* : t € R}, {¢' : t € R} oraz przedstawimy konstrukeje tego homeomorfizmu.
Glownym krokiem tej konstrukeji bedzie przedtuzenie konstruowanego homeomorfi-
zmu U z obszaru prostowalnego Uy, na trajektorie Cy .~ dla a7 € A. Korzystamy
tutaj z Lematu 2.33 méwiacego, ze dowolny punkt p € Cf .~ posiada otoczenie za-
warte w Uy o U Uy oy
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Dla kazdego oi € A oznaczmy przez C% i jednoznacznie wyznaczong trajektorie
zawartag w Uy o, NJ(Cy o) (por. Twierdzenie 2.24). Zgodnie z okresleniem homeomor-
fizmu prostujacego ¢y 4, trajektoria C 4y odpowiada wartosci parametru s = 0 w
uktadzie wspotrzednych wyznaczonym przez ten homeomorfizm.

Twierdzenie 2.31 moéwi, ze trajektoria CF ~ odpowiada jednej z wartosci ¢} ~,
d} .~ w ukladzie wspolrzednych wyznaczonym przez homeomorfizm prostujacy ¢ya
w zaleznosci od potozenia tej trajektorii wzgledem trajektorii C' o 1 Cf oy, gdzie ¢f .
d} .~ sa stalymi wystepujacymi w Twierdzeniu 2.29.

Niech {f*: ¢t € R} oraz {¢' : t € R} beda rownowaznymi topologicznie potokami
homeomorfizméw Brouwera, a ® : R> — R? homeomorfizmem realizujacym te row-
nowaznos¢. Niech A bedzie dopuszczalng rodzing ciagoéw skoniczonych, {Cr, : o € A}
rodzing trajektorii, a {Uy, : @ € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowalnych
potoku {f*: t € R}, ktore istnieja na mocy Twierdzenia 2.28. Niech {¢;, : @ € A},
gdzie vy 1 Uso — R? rodzing homeomorfizmow prostujacych wystepujaca w Twier-
dzeniu 2.29.

Przy pomocy homeomorfizmu & realizujacego topologiczna rownowaznos$é poto-
koéw mozemy wyznaczy¢ odpowiednie rodziny {Cy, : o € A} i {U; : @ € A} dla
potoku {¢' : t € R}. W tym celu polézmy C,, := ®(C}y) oraz Uy, = ®(Uyy)
dla o € A. Wowczas na mocy Twierdzenia 2.39, {Cy, : o € A} jest rodzing tra-
jektorii, a {U; o : @ € A} rodzing maksymalnych obszaréw prostowalnych potoku
{¢" : t € R}, dla ktorych zachodza warunki (2.4) - (2.9). Niech {p,, : @ € A}, gdzie
Vg Ugo — R? jest rodzina homeomorfizmow prostujacych opisana w Twierdzeniu
2.29.

Dla i € AT niech

G o d ol CF i oﬂ'lb a — aA';
?aﬂ' = { C];,oz i 8dY Cﬁ |C ,(;1|ny u Cf, fa’i (216)
’ f,a’is gdy |Cf,oc7 Cﬂa’\ia Cf,a/\i|-
Wowezas
wfva(oﬁa'\i) =R x {ba,a'\i}'
Podobnie niech
e 8dy Cyo|C8 ~1Cy o ub Cp o = C
b = A gt ’ gt 2.17
{ & edy [Chan Co oty Coari] (2.17)
Wtedy
Pg.al ;,om) =R x {b;ofi}'
Stad

(Pgao®o S%Z}J(R X {ba,oﬁ}) =R X {b;oﬁh

gdyz z Twierdzenia 2.39 otrzymujemy, ze ®(C% ~) = Cf

g,a't”
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Dla klasy A~ sytuacja jest analogiczna. Jedyna réznica tkwi w definicji statych
b} o oraz by ~. W tym przypadku kladziemy

g,a7%"

< = { dio{\i, gdy Cf’a’C(X’aAi‘Cf’aAi lub Cf7a = C,?,o[\i’ (218)
i C?,oﬂ" gdy |Cf7a, C}C”Y,a“iv Cf,ofi|-

oraz
e { d;al’ gdy Cga| gal|C'gai lub Og,oz = Cga“ (219)
9.0 Cg,aw gdy ‘CQOM gazacgaz’

Zatem dla topologicznie réwnowaznych potokow Brouwera {f* : ¢ € R} oraz
{¢" : t € R} mamy
b?,ofi = C?,oﬂ' S by = Coani (2'20)

9,0 g Qi
poniewaz kazdy homeomorfizm zachowuje zdefiniowane wyzej relacje trojargumen-
towe miedzy liniami. Ponadto,

Gt < VG & b o < b (2.21)
dla ai,0’j € A, 1 # j, gdyz dla kazdego o € A homeomorfizm ¢y, 0 ® o gp}(ll jest
silnie rosnacy ze wzgledu na druga zmienna.

Przedstawimy teraz gtowny wynik dotyczacy zagadnienia sprzezenia topologicz-
nego potokéw homeomorfizméw Brouwera.

Twierdzenie 2.40. ([A6], Theorem 3.2) Niech {f* : t € R} oraz {¢g' : t € R} bedq
rownowaznymi topologicznie potokami homeomorfizmow Brouwera. Zatozmy, ze dla
kazdego oi € A istnieje funkcja ciggta Vo - I ~ — R @ homeomorfizm rosngcy
Bari + 1§ i = 1y o takie, Ze

9,0 %
pir,a0i(8) = (g © Bari)(8) +veri(s), s € If oy, (2.22)
oraz hmsﬁba - Ba i(s) = b5 s hmsﬁba Yo i(s) = a% ~ dla pewnych ag .~ € R, gdzie

Wt ois Mot sq funkcyamz czqgfymz zas cfa i) d?a is Coonis A oy Statymi okreslonymi w

Twierdzeniu 2.29, natomiast I o = (€5 js €F i TG ai)s Lrari = (Ch i Cor i €G3

9,071 “g,a%
w przypadku, gdy by ~ = c§ ~ b If ~ = (d;‘é’(ﬂ — 5?‘7@;, fm) 12 e = (dg‘m —

gaz,d;‘m) w przypadku, gdy by ~ = dy ~ dla pewnych €5 ~ > 0 oraz €j ~ > 0,

9,0 9,0 % f,ai
gdzie b$ ~ oraz b5 ~ sa zdefiniowane warunkami (2.16) oraz (2 17) lub (2 ]8) oraz
(2.19), odpowzedmo Ponadto zatézmy, ze dla dowolnych o i, € A, i # j, jesli
tori = Chomy oraz Cr iy, Crary sa zawarte w tej samej sktadowej zbioru R \ C% s

to zachodzi warunek Boy = Lo. Wowcezas potoki {f* .t € R} oraz {¢' : t € R} sq
sprzezone topologicznie.

Konstrukcje homeomorfizmu realizujacego sprzezenie topologiczne potokow { f* :
t € R}, {¢" : t € R} przeprowadzamy indukcyjnie. Na mocy Twierdzenia 2.39 dla
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obu potokéw mozemy wziaé te sama dopuszczalng rodzine ciaggéw skoniczonych, gdyz
potoki te sa réwnowazne topologicznie. Dla kazdej liczby naturalnej n definiujemy
Af ={a € A" : |a| =n} oraz A, :={a € A™ : |a|] = n}, gdzie |a| oznacza dtugosé
ciagu «. 7Z definicji dopuszczalnej rodziny ciagoéw skoriczonych otrzymujemy;, Ze jesli
Al = () dla pewnego n, to A = () dla wszystkich m > n. Podobnie, jesli A, = ()
dla pewnego n, to A, = ) dla wszystkich m > n.

Z okre$lenia homeomorfizméw prostujacych wynika, ze Cf, = gpﬁy(R x {0})
oraz Cyq = @, L (R x {0}). Dla kazdego a € A potézmy Gy, = gp}yi(R x [0, 4+00))
jesli € AT oraz Gy, = apfa(]R X (—00,0]) jesli &« € A™. Oznaczmy przez Hy,
skladowq zbioru R? \ O}, zawierajaca G, \ Cfao. Stad Cpoy C Hy, dla kazdego
a’i € A. Podobnie, niech Gyq := @, 3(R x [0,+00)) jesli a € AT oraz Gy, =
goga(]R X (—00,0]) jesli & € A~. Oznaczmy przez H,, sktadowa zbioru R? \ Cy,
zawierajaca Gy \ Cya. Wtedy C, o C Hy, dla kazdego a7 € A.

Dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze A} # 0 definiujemy U;fn ktadac U;n =
Gy1 w przypadku, gdy n = 1 oraz U;fn = U;fn_l U UaeA:{ Gt W przypadku, gdy
n > 1. Podobnie, definiujemy U, kladac UJ, := Gy1 dla n = 1 oraz U}, :=
UJr LU Ua€A+ Ggo dlan > 1. Analoglczme deﬁnlujemy Us, 1U,,, w przypadku,
gdy AL £ 0.

Przechodzimy teraz juz do przedstawienia zapowiedzianego wcze$niej opisu kon-
strukeji homemorfizmu realizujacego sprzezenie topologiczne potokow {f* : ¢ € R}
oraz {¢' : t € R}. Konstrukcje te rozpoczynamy od zdefiniowania tego home-
omorfizmu na obszarze prostowalnym Uy,. Poniewaz Uy, = U;, U Cpy U Uy, i
U1 =0 ng 1 UCy1 U, ;, wige homeomorfizm zdefiniowany w pierwszym kroku kon-
strukcji bedzie wykorzystany w konstrukeji homemorfizmu realizujacego sprzezenie
topologiczne dla obu sktadowych Hyy 1 Hy 4 zbioru R?\ Cf .

Nastepnie pokazemy jak rozszerzyé¢ ten homeomorfizm do homeomorfizmu reali-
zujacego sprzezenie topologiczne rozwazanych potokéw okreslonego na Uy U Hy .
Wykorzystujemy tutaj fakt, ze zbior CyUH , jest suma wstepujacego ciagu, ktérego
wyrazami sa zbiory U;n. Zbior wartosci tego rozszerzenia bedzie rowny Uy U Hy
Dla sktadowej H_; homeomorfizm realizujacy sprzezenie topologiczne rozwazanych
potokéw definiujemy analogicznie.

Poniewaz Uy, 1 Uy sa obszarami prostowalnymi, wigc istnieje homeomorfizm
Wy @ Upy — Uy, realizujacy sprzezenie topologiczne potokow { f'|y,, : ¢ € R} oraz
{g lu,, : t € R}. Homeomorfizm moZemy dobra¢ tak, aby W,(C},) = C,; oraz

Uy (Cf ) = C) 1y dla 17 € AT oraz \Ifl(C’f m) = C’;im dla —17 € A™.

Ustalmy dowoln@ liczbe naturalna n o tej wlasnosci, ze A, # 0. Zalozmy, ze
mamy zdefiniowany homeomorfizm U, : Uy . - U, + realizujacy sprzezenie topolo-

giczne potokow {ft\U; :t € R} oraz {¢" \U+ te R} o tej whasnosci, ze dla kazdego
ai € AT takiego, ze |a| < n mamy VU, (Cf,) = Cy, oraz ¥ (C i) = C’;M

Ponadto dla kazdego @ € A% takiego, ze |a| < n zaciesnienie ¥, : Gjo — Gya
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homeomorfizmu ¥,, do zbioru Gy, jest postaci ¥, := gp;}x 01y © (gpf’al(;fﬂ), gdzie
Ya(t,s) = (e +t,04(5)), (t,s) € R x [0, +00),

przy czym 6, : [0, +00) — [0, +00) jest homeomorfizmem rosnacym o tej wlasnosci,
ze 0o (0% ) = b o dla a7i € A oraz 0, zaciesnione do przedziatu I§  jest réwne
Beri- Istnienie takiego homeomorfizmu 6, wynika z warunku (2.21). Z okreslenia
homeomorfizmu ¥; mamy 7; = 0, za$ pozostale wartosci 7, dla a € A" takich, ze
la| < n, zostaly wyznaczone w kolejnych krokach konstrukeji.

Ustalmy dowolne ai € A", |. Oznaczmy przez (t, s) wspohrzedne punktow nalezag-
cych do Uy, wzgledem mapy ¢y, oraz przez (t', s') wspolrzedne punktéow nalezacych
do Uy, wzgledem mapy ¢y .. Wtedy na mocy (2.11) dostajemy, ze t' = s q(s)+1
oraz 8’ = vpai(s) dlat € R oraz s € (¢§,df ). Podobnie, oznaczmy przez
(u,v) wspohrzedne punktéw nalezacych do U, wzgledem mapy ¢, oraz przez
(u',v") wspolrzedne punktéow nalezacych do Uy, o wzgledem mapy ¢g .. Wowcezas
U = fig.00i(v) +u oraz v = vy (v) dlau € R, v € (¢ 1y, d )

Zaleznos¢ miedzy wspolrzednymi punktéow nalezacych do Uy, oraz U, , mozemy
wyrazi¢ przy pomocy homeomorfizmu t,. Warunek (u,v) = 1,(t,s) oznacza, ze
u="1q+1toraz v=_0,(s) dlat e R oraz s € [0,400). Na zbiorach U, N Uy 4y oraz

Uga N Ug o zmieniamy uklady wspotrzednych. Wowezas otrzymujemy

u' = Mg,aAi(BaAi(V;iﬁ(S/))) + o +1 — Mf,aAi(V;:olfi(Sl))

oraz
v' = ngaAi(/BaAi(V;iAi(S/)))'
Korzystajac z zalozenia naszego twierdzenia dostajemy u' = —’)/a’\i<l/f_;ﬁ<8/ ) +1na+t.
Niech
Nei(s) 1= _PYaAi(V;,clﬁ(S/)) + Mo
oraz

§eri(s') 1= vy i(Beri (Vs ()
dla s' € (dpa4,0), gdzie dpas = Viai(Cfom + €5) Wb dran = veai(df oy —
€% oi). Wowezas korzystajac z zalozenia twierdzenia otrzymujemy limy o 74 (s") =
—ag e oraz limy 0 {i(s') = 0, gdyz po zmianie ukladu wspolrzednych warunek
s — b} o oznacza, ze s’ — 0. Zatem funkeje ¢ @ R X (df.a,0) = R X (dg.a,0)
okreslona wzorem

it 8) = (aa(s) + 1, €ni(7))
mozemy przedtuzy¢ do homeomorfizmu okreslonego na R x (d 4, 0] ktadac n4(0) :=
—ag .+ Mo O1az &ri(0) :=0.

Po zmianie ukladéw wspotrzednych zaciesnienie homeomorfizm ¥, do obszaru

Gf.a N Uy ma postac

‘Ija’Gf,aﬂUf,a«i = gogi,iz © (bg/\l © (Sofvalcf,ame,ofi>'
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Zatem przedtuzajgc homeomorfizm ¢%-, otrzymujemy przedtuzenie homeomorfizmu
U, na Gy, UCfqy, ktore przeksztalca Cy o na Cy o, gdyz €4~(0) = 0.
Definiujemy W : Gy o — Gy o wzorem Wy 1= gp;iﬁowﬁo@p raile fﬁ), gdzie

Yori(t, s) = i + t, 004(5)), (t,s) € R x [0, +00),

przy czym nqs = 1a(0), natomiast O, : [0, +oo) [O +oo) jest homeomorfizmem
rosngcym o tej wlasnosci, ze 6. Z(b?; ; j) b‘; éfr' dla @ 7j € A oraz 0, zacie$nione
do przedziatu I} [~ jest rowne Sor.

Rozszerzeme homeomorﬁzmu U, na zbior U}‘fn 1 definiujemy w nastepujacy spo-

s6b ) N
] Ya(p), peUs,,
Vralp) = { Vei(p), DpEGa, i€ A:Lr+1

Woéwcezas ¥, ;1 jest homeomorfizmem realizujacym sprzezenie topologiczne potokow
{ff1y+ :teR} oraz {¢* |U+ :t € R},

fnt1
Omoéwienie wynikow dotyczqcych topologicznego sprzezenia potokéw homeomor-

fizmow Brouwera koriczymy twierdzeniem, ktore mowi, ze zatozenia wykorzystywane
przy konstruowaniu homeomorfizmu realizujacego sprzezenie topologiczne sa warun-
kami koniecznymi istnienia takiego homeomorfizmu.

Twierdzenie 2.41. (|[A6|, Proposition 3.3) Niech {f' : t € R} oraz {¢* : t € R}
bedq sprzezonymi topologicznie potokami Brouwera. Wowczas dla kaz’dego ar e A
istnieje funkcja ciggla Yoy 17~ — R @ homeomorfizm rosnacy Bori 2 17~ — 1]
takie, ze zachodzi warunek (2.22), tj.

fr.a0i(8) = (tg,ri © Bari) (8) + Yari(8), s € I} iy,

gdzie pyei, Hoais CFomis QF s Cgois dg oy $@ Okreslone w Twierdzeniu 2.29, oraz

Q

If,az = (Cfoﬁﬂcf,ozz_:gf,a z) Igaza:: (Cg(éﬂ 9,0 % +a€fo¢ z) wprzygadku gdy bgocz -
gaAz lub ]faz = (dfaz aANdfaz) ]gaz : (dgaz - gaz’dgaz) wprzypadku

gdy bgal = d;“(ﬂ dla pewnych €G> 0 oraz ey ~ > 0, gdzie b i bgom sq zdefi-
niowane warunkami (2.16) oraz (2. ]’7) lub (2. 18) oraz (2.19), odpowzedmo Ponadto
hmsﬁb?aﬁ. Bai(s) = by i hms%b?(ﬂ Yori(s) = ag .~ dla pewnego ag ~ € R.

W zaprezentowanym ponizej szkicu dowodu powyzszego twierdzenia pokazemy
jak przy zatozeniu, ze rozwazane potoki sg sprzezone topologicznie zdefiniowaé¢ funk-
cje Yori oraz Poy. Niech {Cro 1 a € A}, {Uso + a € A}, {¢fa : a € A} oraz
{Cha e A}, {Ujo : a € A}, {pga : @ € A} beda wyzej opisanymi rodzinami.
Oznaczmy przez (t,s) wspolrzedne punktéow nalezacych do Uy, wzgledem home-
omorfizmu ¢y, oraz przez (u,v) wspotrzedne punktéw nalezacych do Uy , wzgledem
homeomorfizmu ¢, ,. Niech ® : R* — R? bedzie homeomorfizmem realizujacym
sprzezenie topologiczne potokow. Ustalmy dowolny cigg skonczony o’ i € A. Rozwa-
zaé bedziemy przypadek, gdy b* (drugi z przypadkéw jest podobny).

9,071 gaz
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Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.40 znajdujemy €%, o - > ( takie, ze prze-
dziat (cf oo Crani Efm) nie zawiera zadneJ z liczb b5 ~; dla o j € A. Oznaczmy
przez ¢ zaciesnienie funkcji pg o0 Pop; ! do zbioru R x (c% % wir Chori T€F o) Wow-
czas ¢% 1 R X (cfm,cfal—i—efw) — R x (¢ s gm—ks ~) oraz (u,v) = ¢%(t,s).
Definiujemy funkeje Boi : (€5 o €5y +€5n) = (C5 +e wzorem

Beari(s) = v.

gaz

o’y gal gaz)

Wowczas [, jest homeomorfizmem rosnacym, gdyz ® jest homeomorfizmem prze-
ksztalcajacym trajektorie potoku {f* : t € R} na trajektorie potoku {g" : t € R}
oraz ®(C¢ ) = CF .

Niech Ky, := gpﬁa({O} x R) oraz Ky := go;iﬁ.({O} x R). Wtedy dla kazdego
8 € (CF pois CFai T €F.ar) Wartos¢ py.mi(s) wyraza czas potrzebny na to, aby wzdtuz
trajektorii go;é(]R x {s}) potoku {f*: ¢t € R} dotrze¢ od ciecia Ky~ do ciecia Ky,
Potozmy L, = ®(Ky,) oraz Ly = ®(Kf o). Wowezas Ly, jest cieciem w Uy,
oraz Lg . jest cigciem w Uy 44, gdyz ® jest homeomorfizmem przeksztatcajacym
trajektorie potoku {f* : ¢ € R} na trajektorie potoku {g* : ¢t € R}. Korzystajac z
zalozenia, ze ® : R? — R? realizuje sprzezenie topologiczne potokéw otrzymujemy,
ze dla kazdego s € (€§ y, CF oy + €5 o) Wartosé g .mi(s) wyraza czas potrzebny na
to, aby wzdtuz trajektorii o, L (R x {Ba(s)}) potoku {g° : t € R} dotrzec od ciecia
L, . do ciecia Ly o, gdyz v = Byi(s).

Niech Kga = goga({()} x R) oraz K, = gp;}ﬁ({O} x R). Dla kazdego
8 € (€ gris CF oo + €5 o) OZnACZIY Drzez Tyo(s) czas potrzebny na to, aby wzdiuz
trajektorii goga(]R X {ﬁa i(s)}) potoku {g" : t € R} dotrze¢ od cigcia K, do ciecia
L, ., oraz przez 7, +(s) czas potrzebny na to, aby wzdluz tej samej trajektorii dotrzec
od cigcia K, o~ do cigcia Ly 4. Wowczas dla kazdego s € (C?’Oﬁ, i T 5?‘7@.) mamy

tg,ri(Bari(8)) = pip,ai(8) + Tg.ari(8) — Tgals).
Definiujemy funkeje vori 1 (¢F 4y, €5 0y + €5 o) — R wzorem
Vari(8) = Tgals) = Tgari(s), 8 € (CF s i T €Fari)-

Wtedy
Mf,a/\i(s) = (ﬂg,oﬁ © 60[\2')(8) + 70[\1'(3)
dla kazdego s € (c‘},oﬁ, S+ 5?{@7)-
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Rozdzial 3

Omoéwienie pozostalych osiggnieé
naukowych

Celem tego rozdzialu jest przedstawienie zarysu moich zainteresowan naukowych
i prowadzonych badan na podstawie krotkiego opisu wynikow pochodzacych z prac
powstatych po doktoracie, ktére nie wchodza w sktad wskazanego osiggniecia nauko-
wego. Uzyskane wyniki zostaly pogrupowane ze wzgledu na rozwazane zagadnienia.
W pierwszej czesci tego rozdziatu znajduja sie wyniki uzupekiajace dotyczace home-
omorfizméw Brouwera, ktére nie weszty do zasadniczego rozdziatu tego opracowania
poswieconego omowieniu wskazanego osiggniecia naukowego. W drugiej zas czesci
tego rozdziatu przedstawione zostaly wyniki z innych obszaréw moich badan. Roz-
dzial ten nie zawiera omowienia prac przegladowych [B18], [B20] i [B23].

3.1 Homeomorfizmy Brouwera - wyniki uzupeknia-
jace

Wyniki zamieszczone w tej czesci tego rozdzialu opisuja wybrane wlasnosci home-

omorfizméw Brouwera zanurzalnych w potok. W szczegoélnosci, przedstawione zo-

stalty wyniki dotyczace homeomorfizméw Spernera i homeomorfizméw Reeba, ktore

to klasy homeomorfizméw dostarczajg najprostszych przyktadéw homeomorfizmow
Brouwera.

3.1.1 Pierwiastki iteracyjne homeomorfizméw Spernera

W pracy [B7| wyznaczono wszystkie ciagte rozwiazania g rownania
g"(z) = f(2) dla z€R? (3.1)

gdzie n € Z, n > 1, a f jest homeomorfizmem plaszczyzny na siebie spelniajacym
warunek
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(S) dla kazdego zbioru Jordana B zbior f™(B) jest roztaczny z B dla prawie wszyst-
kich m € Z,

gdzie przez zbiér Jordana rozumiemy sume krzywej Jordana i ograniczonej sktadowe;j
jej dopelnienia.

Homeomorfizm plaszczyzny na siebie f spelniajacy warunek (S) nazywamy ho-
meomorfizmem Spernera. Warunek (S) mozemy réwniez rozpatrywaé na dowolnym
niezmienniczym zbiorze jednospéjnym H, w tym przypadku w warunku (S) bierzemy
B C H. Méwimy wtedy o homeomorfizmie Spernera na H.

Z warunku (S) wynika bezposrednio, ze f nie ma punktow statych. Homeomorfizm
speliajacy warunek (S) moze zachowywa¢ lub zmieniaé¢ orientacje. Homeomorfizm
Spernera zachowujacy orientacje jest wiec homeomorfizmem Brouwera.

Emanuel Sperner [105] wykazal twierdzenie, ktore mowi, ze jesli homeomorfizm
Brouwera f ma wtasnosé (S), to jest on sprzezony topologicznie z translacja o wektor
(1,0) (zob. [105], Satz 27). Poniewaz warunek (S) zachodzi w przypadku, gdy f jest
translacja, twierdzenie odwrotne jest rowniez prawdziwe.

D. Betten [13| udowodnil, ze zmieniajacy orientacje homeomorfizm plaszczyzny
na siebie spetnia warunek (S) wtedy i tylko wtedy, gdy jest sprzezony topologicznie
z symetrig z poslizgiem S; dang wzorem

Sl(l'l, 1’2) = (l’l + 1, —{Eg) dla (.1'1, 1’2) € R2. (32)

Symetria z poslizgiem S; odgrywa tutaj podobna role jak translacja o wektor (1,0)
dla zachowujacych orientacje homeomorfizméw Spernera, gdyz jesli homeomorfizm
plaszczyzny f jest sprzezony topologicznie z pewna symetria z poslizgiem, to jest on
sprzezony topologicznie z Sy (por. |[B7|, Lemma 1).

Prezentacje wynikow dotyczacych rownania (3.1) rozpoczniemy od twierdzenia,
ktore mowi, ze klasa homeomorfizméw Spernera jest zamknieta ze wzgledu na ope-
racje wyznaczania pierwiastkow iteracyjnych w klasie funkcji ciagtych.

Twierdzenie 3.1. (|[B7|, Proposition 3) Niech f bedzie homeomorfizmem plaszczyzny
na siebie, g jest funkcjg ciggtq oraz g" = f dla pewnegon € Z, n > 1. Wowczas, jesh
f spetnia warunek (S), to g jest homeomorfizmem plaszczyzny na siebie spetniajgcym
warunek (S).

Posta¢ wszystkich ciaglych pierwiastkow iteracyjnych homeomorfizmu Spernera
opisuja nastepujace dwa twierdzenia.

Twierdzenie 3.2. (|B7], Theorem 3) Niech [ bedzie zachowujgcym orientacje ho-
meomorfizmem Spernera. Wtedy

(a) dla dowolnego parzystego n € Z, n > 0 funkcja g jest ciggtym rozwigzaniem
rownania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy wyraza sie jednym z nastepujgcych
WZOToW

g= cp_l oTiogp (3.3)

41



lub

g=¢ o510, (3.4)
gdzie @ jest homeomorficznym rozwigzaniem réownania Abela
p(f(2)) = p(z) +(1,0)  dla =z €R? (3.5)
zas T1, S1 majg odpowiednio postac
1
Ti(xq,m9) := (1 + = ) dla  (x1,12) € R?, (3.6)
1
S1(zy,29) == (z1 + -~ —1) dla  (x1,29) € R?. (3.7)

(b) dla dowolnego nieparzystegon € Z, n > 1, funkcja g jest ciggtym rozwigzaniem
rownania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy wyraza sie wzorem (3.3), gdzie p jest
homeomorficznym rozwigzaniem rownania (3.5), a T1 jest dane wzorem (3.6).

Twierdzenie 3.3. (|B7|, Theorem 4) Niech f bedzie zmieniajgcym orientacje home-
omorfizmem Spernera, n nieparzystq liczbg naturalng wiekszq od 1. Wtedy funkcja g
jest ciggltym rozwigzaniem réwnania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy wyraza sie wzorem
(8.4), gdzie ¢ jest homeomorficznym rozwigzaniem réownania

p(f(2)) = So(p(x)) +(1,0)  dla =z €R?, (3.8)
a S1 jest dane wzorem (3.7).
W przypadku, gdy n jest parzyste nie istnieja rozwiazania rownania (3.1) przy
zalozeniu, ze f zmienia orientacje (zob. [B7], Remark 3).
Bezposrednia konstrukcja ciagltych rozwiazan réwnania (3.1) przedstawiona zo-

stala w pracy |B5| (zob. [B5], Theorem 1 i Theorem 2). Konstrukcja ta oparta jest
na warunku

(B) istnieje linia K (tj. homeomorficzny obraz prostej domkniety na ptaszczyznie)

taka, ze
Knf(K)=0, (3.9)
U’n f(U% =0, (3.10)
U o) =r, (3.11)
nel

gdzie U° = M° U f(K), a M° jest pasem pomiedzy K i f(K).

Warunek ten jest bowiem rownowazny warunkowi (S) dla dowolnego homeomorfizmu
plaszczyzny na siebie (zob. [B1], Theorem 1 oraz [B7], Theorem 2).

W pracy [B5| oméwiono réowniez zagadnienie doboru linii K wystepujacej w wa-
runku (B) przy konstruowania rozwiazan réwnania (3.1). Problem pojawia sie¢ ze
wzgledu na to ze, dla homeomorfizméw Spernera f, g, dla ktoérych zachodzi f = g"
dla pewnej liczby naturalnej n > 1 oraz linii K wystepujacej w warunku (B), warunek
K N g(K) = 0 moze nie by¢ speliony.
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3.1.2 Relacja wspoélzbieznosci do nieskorniczonosci dla home-
omorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok

W podrozdziale tym omoéwimy wyniki pochodzace z prac [B8], [B9], [B12|. Dotycza
one relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci okreslonej dla ustalonego homeomor-
fizmu Brouwera. Definicja i wybrane wlasnosci tej relacji zostalty omoéwione w zasad-
niczej czesci tego opracowania. Przedstawione tutaj wyniki zostaly wykazane przy
zalozeniu, ze homeomorfizm Brouwera jest zanurzalny w potok.

W pracy [B8| przedstawione zostaly podstawowe wtasnosci relacji wspotzbiezno-
$ci do nieskoniczonosci. Najwazniejsza z tych wlasnosci dotyczy trajektorii zawartych
w tej samej klasie abstrakc;ji.

Twierdzenie 3.4. (|B8|, Proposition 2.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Niech Cy, Cy bedg réznymi trajektoriami tego
potoku. Jesli Cy, Cy sqg zawarte w tej samej klasie abstrakcyi relacji wspotzbieznosci
do nieskonczonosci, to kazdy punkt pasa pomiedzy Cy i Cy nalezy do tej klasy.

W nastepnym podrozdziale przedstawimy natomiast wynik z pracy [B10] do-
tyczacy pasa pomiedzy trajektoriami lezacymi w réznych klasach abstrakeji relacji
wspolzbieznosci do nieskoriczonosci (zob. Twierdzenie 3.13).

Praca [B8| zawiera rowniez wynik moéwiacy, ze zacieSnienie kazdego elementu
potoku homeomorfizméw Brouwera réznego od identycznosci do dowolnej klasy abs-
trakcji Gy o niepustym wnetrzu jest homeomorfizmem Spernera na Gj.

Twierdzenie 3.5. (|B8|, Theorem 3.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok { f* : t € R}. Niech Gq bedzie klasq abstrakcji, ktéra nie sktada
sie tylko z jednej trajektorii tego potoku. Wowczas zaciesnienie f|g, homeomorfizmu
f do Gqy jest homeomorfizmem Spernera na Gjy.

W pracy |B9] mozna znalezé kolejne wlasnosci relacji wspotzbieznosci do nie-
skoriczonosci. W wypowiedzi pierwszego z prezentowanych tu wynikéw wystepuje
trojargumentowa relacja okreslona w zbiorze trajektorii potoku (definicja tej relacji
znajduje sie w zasadnicze] czesci tego opracowania). Jest on rozszerzeniem jednego
z wynikow pracy |B8| (por. [B8|, Lemma 2.1).

Twierdzenie 3.6. (|B9|, Proposition 2.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Dla dowolnych réznych miedzy sobq trajektorii
C1, Cy, C3 potoku {f' : t € R}, jesli | Cy,Co, Cs|, to kazda z tych trajektorii jest
zawarta w innej klasie abstrakcyi relacji wspotzbiezno$ci do nieskonczonosci.

Nastepny z omawianych wynikow tej pracy dotyczy trajektorii punktow naleza-
cych do brzegu klas abstrakcji relacji wspolzbieznosci do nieskoriczonoéci.

Twierdzenie 3.7. (|B9|, Proposition 2.3) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok { f* : t € R}. Niech G bedzie klasq abstrakcji relacji wspotzbiez-
nosci do nieskonczonosci oraz niech p € GoNbd Gy. Wowczas trajektoria C,, punktu
p zawiera sie w Go N fr Gy.
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Korzystajac z Twierdzen 3.6 i 3.7 wykazujemy wynik opisujacy brzeg dowolnej
klasy abstrakcji tej relacji.

Twierdzenie 3.8. (|B9|, Proposition 2.4, Corollary 2.7) Niech f bedzie homeomor-
fizmem Brouwera zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Dla dowolnej klasy abstrakcyi
G relacyi wspotzbieznosci do nieskoriczonosci jej brzeg jest sumg trajektorii potoku
{ft:t € R}. Ponadto, klasa abstrakcji G moze zawieraé co najwyzej dwie trajektorie
zawarte w jej brzegu.

Praca |B9| zawiera rowniez wynik, ktory rozszerza Twierdzenie 3.5.

Twierdzenie 3.9. (|B9|, Theorem 4.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Dla kazdej klasy abstrakcji Go relacji wspdt-
zbieznosci do mieskoriczonosci istnieje obszar jednospojny H niezmienniczy wzgledem
{ft:t € R} taki, ze Gy C H i f|y jest homeomorfizmem Spernera na H.

Praca [B12] zawiera dalsze wyniki opisujace wtasnosci trajektorii zawartych w
brzegu klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci dla homeomorfi-
zmow Brouwera zanurzalnych w potok.

W pracy tej wykazane zostalo, ze jesli p nalezy do brzegu pewnej klasy abstrakeji
G, to dla kazdej klasy abstrakcji G takiej, ze G\ C, # 0, gdzie C, oznacza trajektorie
punktu p, zbiér clG \ C, jest zawarty w jednej ze sktadowych zbioru R? \ C), (zob.
[B12], Corollary 4).

Glownym wynikiem tej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.10. (|[B12|, Theorem 6) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Niech Gy bedzie klasq abstrakcji, ktora nie jest
pojedynczq trajektorig oraz niech p € bd Gy. Wowczas dla kazdej klasy abstrakcji
G # Gy zawartej w skltadowej zbioru R?*\ C,, zawierajqcej cl Gy \ C, zachodzi warunek

p ¢ bdaG.

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy dwa wnioski opisujace wlasnosci trajek-
torii brzegowych klas abstrakcji badanej relacji. Pierwszy z nich méwi, ze dla kazdego
punktu p, jesli klasa zawierajaca punkt p nie jest pojedyncza trajektoria, to p moze
naleze¢ do brzegu co najwyzej dwu klas, gdyz w kazdej ze sktadowych dopelnienia
trajektorii punktu p moze byé zawarta co najwyzej jedna klasa abstrakcji zawie-
rajaca w swym brzegu punkt p (zob. [B12|, Corollary 7). Natomiast drugi z nich
dotyczy punktu, ktorego trajektoria sama tworzy klase abstrakcji. Wowcezas punkt
ten moze naleze¢ do brzegu co najwyzej trzech klas - klasy réwnej trajektorii tego
punktu i co najwyzej po jednej z klas zawartych w kazdej ze sktadowych dopetnienia
tej trajektorii (zob. [B12], Corollary 7).
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3.1.3 Maksymalne obszary prostowalne potoku homeomorfi-
zmo6w Brouwera

W podrozdziale tym oméwimy wyniki pochodzace z prac [B6]|, [B10], [B11]. Zawie-
raja one wyniki opisujace wlasno$ci maksymalnych obszarow prostowalnych. Defi-
nicja maksymalnego obszaru prostowalnego i najwazniejsze twierdzenia dotyczace
dotyczace obszaréw prostowalnych znajduja siec w gtownej czesci tego opracowania.

W pracy [B6| badane byly pewne potoki homeomorfizméw Brouwera, ktore nie sa
sprzezone topologicznie z potokiem translacji. Celem tych badan bylo wyznaczenie
zwigzku pomiedzy homeomorfizmami, ktore realizuja sprzezenie topologiczne z poto-
kiem translacji na obszarach prostowalnych majacych niepuste przeciecie. Otrzymana
posta¢ odwzorowania przejscia pomiedzy homeomorfizmami realizujacymi sprzeze-
nie zostala pozniej przeniesiona na przypadek dowolnego potoku homeomorfizmdow
Brouwera, ktory zostal oméwiony w gtéwnej czesci tego opracowania.

Najprostsza strukture trajektorii sposrod potokow, ktore nie sg sprzezone topolo-
gicznie z potokiem translacji maja potoki Reeba. Definiujemy je korzystajac z pojecia
topologicznej rownowaznosci potokoéw. Niech

Py ={(z,y) eR*: 2 >0,y > 0},
P o={(z,y) eR*: 2 <0,y > 0},
Py, ={(z,y) eR*: 2 >0,y <0},
L, = {(,0)€R2: 2 >0},
L, ={(0,y) eR*:y >0}

oraz H := PyU PLU PR U L, U L,. Méwimy, ze potok homeomorfizméw Brouwera
{ft : t € R} jest potokiem Reeba jesli jest on topologicznie rownowazny potokowi
{h' : t € R}, gdzie dla kazdego ¢ € R homeomorfizm h' : H — H jest okreslony
wzorem

(2tx, 271y) dla  (z,y) € BhUL, UL,
ht(x,y) =< (x,27%) dla  (z,y) € P,
(2%x,y) dla  (x,y) € Pa.

Z powyzszej definicji otrzymujemy istnienie wzajemnej odpowiednio$ci miedzy
trajektoriami potokow {f* : ¢t € R} oraz {h' : t € R}, poniewaz homeomorfizm
realizujacy rownowaznos$é topologiczng przeksztatca trajektorie jednego z potokdw
na trajektorie drugiego z nich. Dowolny homeomorfizm Brouwera bedacy elementem
potoku Reeba posiada trzy klasy abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskonczosci
odpowiadajace odpowiednio zbiorom Fy, Py U Ly, P» U L,, z ktérych pierwsza jest
zbiorem otwartym, a pozostate dwa sa zbiorami domknietymi. Ogo6lnie, homeomor-
fizm Brouwera posiadajacy doktadnie trzy klasy abstrakcji relacji wspotzbieznosci
do nieskonczosci nazywamy homeomorfizmem Reeba. W rozdziale tym rozwazamy
jedynie homeomorfizmy Reeba zanurzalne w potok.
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Trajektorie potoku {f* : ¢ € R} odpowiadajace zbiorom L, oraz L, poprzez
homeomorfizm realizujacy topologiczng réwnowaznosé sa trajektoriami brzegowymi
klas abstrakcji i zawieraja siec w pierwszym przedluzeniu granicznym tego potoku.
Potok Reeba posiada dwa maksymalne obszary prostowalne odpowiadajace zbiorom
PiUL,URy, P,UL,UDPF,, zktorych kazdy jest sumg dwoch klas abstrakeji. Ponadto
kazda z trajektorii odpowiadajacych zbiorom L, oraz L, stanowi brzeg jednego z
tych obszaréw prostowalnych i zawiera sie w drugim z nich.

Przedstawienie wyniku dotyczacego potokéw Reeba poprzedzimy twierdzeniem
opisujacym postaé¢ potokéw zawierajacych homeomorfizm Spernera.

Twierdzenie 3.11. (|B3|, Theorem 1) Niech D C R? bedzie obszarem jednospdjnym.
Wowczas potok {f* : t € R} okreslony na D jest sprzezony topologicznie z potokiem
translacji wtedy i tylko wtedy, gdy f* jest homeomorfizmem Spernera na D.

Innymi stowy, kazdy potok { f* : t € R} taki, ze f! jest homeomorfizmem Spernera
mozna opisa¢ wzorem

fi(z) = o (p(x) + (¢,0)) dla zeD,teR, (3.12)

gdzie ¢ : D — R? jest homeomorficznym rozwigzaniem réwnania Abela, czyli row-
nania (3.5). Homeomorficzne rozwiazania tego rownania zaleza od funkcji okreslone;
na odpowiednio dobranym pasie, a ich konstrukcja zostata opisana w pracy [B1].
Ponadto, z warunku (3.12) otrzymujemy, ze kazdy element tego potoku rézny od
identycznosci jest homeomorfizmem Spernera, poniewaz istnienie homeomorficznego
rozwiagzania rownania (3.5) jest rownowazne warunkowi (S). Stad, jesli {f* : t € R}
jest potokiem homeomorfizmow Brouwera, to dla kazdego ¢t € R\ {0} element f*|y
potoku {f*|y : t € R}, gdzie H jest obszarem prostowalnym wystepujacym w Twier-
dzeniu 3.9, jest homeomorfizmem Spernera.

W sformulowaniach wynikow zawartych w pracy |B6| wykorzystywane sa dia-
gramy Kaplana (zob. Beck [19], Rozdzial 11). Dla kazdego potoku {f*: ¢ € R} ho-
meomorfizméw Brouwera mozna bowiem wyznaczy¢ diagram Kaplana zawierajacy
uogolnione wielokaty (dopuszczamy nieskoriczona liczbe bokow) wpisane w okrag i
cieciwy rownolegte do bokéw tych wielokatow odpowiadajace trajektoriom potoku.
Cieciwy te (wliczajac boki uogolnionych wielokatow) odpowiadaja trajektoriom tego
potoku z jednym wyjatkiem. Mianowicie, kazdy z tych uogélnionych wielokatow ma
doktadnie jeden bok, ktory nie odpowiada zadnej z trajektorii potoku. Dla potoku
Reeba diagram Kaplana ma tylko jeden uogélniony wielokat, ktorym jest trojkat.
Kazdy z odcinkéw kota wycietych przez boki tego trojkata odpowiada jednej klasie
abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci, przy czym jedna z nich jest
zbiorem otwartym, a pozostate dwie sa zbiorami domknietymi.

Przedstawimy teraz twierdzenie o postaci potokow Reeba (w pracy [B6| badane
byly tez dwa typy potokéw o 5 klasach abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskon-
czonosci).
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Twierdzenie 3.12. ([B6], Theorem 1) Niech {f* : t € R} bedzie potokiem Reeba.
Oznaczmy przez G te klase abstrakcyi relacyi wspotzbieznosci do nieskonczonosci,
ktora jest zbiorem otwartym, a przez G, Go pozostate dwie klasy abstrakcyi. Wowczas
istniejq homeomorfizmy @1, po odwzorowwjgce odpowiednio Gy U G, Gy U Gy na R?
takie, ze

. . Il( 1(1L’)+(t,0)), IGG()UGl,
fle) = { @)+ (L0)),  w€CoUCa (3.13)
a funkcja 1 = 03 0 (1]a,) " @1(Go) — @2(Go) ma postaé
Y(r,y) = (z+ a(y), By)), (z,y) € v1(Go), (3.14)

gdzie a : (0,400) — R jest odwzorowaniem ciggtym, zas B jest homeomorfizmem
przedziatu (0, +00) na siebie.

Posta¢ (3.13) otrzymujemy z Twierdzenia 3.11 zastosowanego do obszaréw jed-
nospojnych Gy U Gy i Gy U Gy. Rozwiazujac odpowiednie rownanie funkcyjne otrzy-
mujemy nastepnie (3.14).

W pracy [B10| badano obszary prostowalne potoku homeomorfizméw Brouwera
korzystajac z wlasnosci klas abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci
zawartych w tych obszarach.

Omoéwienie wynikéw tej pracy rozpoczniemy od zaanonsowanego w poprzednim
podrozdziale twierdzenia, ktore méwi, ze w pasie pomiedzy trajektoriami punktow
nalezacych do réznych klas abstrakcji mozna znalezé¢ punkt nie nalezacy do zadnej z
tych klas.

Twierdzenie 3.13. (|B10], Theorem 2.2) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Niech punkty p, q nalezq odpowiednio do réznych
klas abstrakcyi G1, Go relacji wspotzbiezno$ci do nieskoriczonosci. Wowczas istnieje
punkt r lezgcy w pasie Dy, pomiedzy trajektoriami C, i C, punktow p i q taki, ze
T g G1 U Gg.

Korzystajac z tego twierdzenia wykazujemy zamieszczony ponizej glowny wynik
pracy |B10] zwiazany z istnieniem wspoélnych trajektorii brzegowych klas abstrakcji
zawartych w tym samym obszarze prostowalnym.

Twierdzenie 3.14. ([B10], Theorem 3.3) Niech My bedzie obszarem prostowalnym
potoku homeomorfizmow Brouwera, a Gy, Gy klasami abstrakcyi relacji wspotzbiez-
nosci do nieskonczonosci. Zatézmy, ze G UGy C My oraz bd G; Nbd Gy # 0. Niech
p € Gi, ¢ € Gy. Wowczas istnieje punkt z € D, taki, ze z € bd My, gdzie D,,
oznacza pas miedzy trajektoriami C,, Cy punktow p, q. Ponadto, z ¢ G U Gj.

Praca |B11| zawiera wyniki dotyczace maksymalnych obszarow prostowalnych
potoku homeomorfizméw Brouwera. Do opisu brzegu tych obszaréw wykorzystuje
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sie pojecie pierwszego przedtuzenia granicznego potoku. Jesli bowiem M jest maksy-
malnym obszarem prostowalnym, to J(M) = bd M (zob. McCann [86], Proposition
2.6).

Omoéwienie wynikéw tej pracy rozpoczniemy od nastepujacego wyniku wykorzy-
stywanego w zasadniczej czesci tego opracowania.

Twierdzenie 3.15. (|[B11], Corollary 2) Niech M bedzie obszarem prostowalnym
oraz p € bd M. Wowczas zbior cl M\ C, jest zawarty w jednej ze sktadowych zbioru
R?\ C,.

Nastepny z zamieszczonych tu wynikow pokazuje, ze zaleznos¢ pomiedzy pojeciem
maksymalnego obszaru prostowalnego a relacja wspotzbieznosci do nieskoriczono$ci
pokazana na przyktadzie potoku Reeba zachodzi dla kazdego potoku homeomorfi-
zmoéw Brouwera.

Twierdzenie 3.16. ([B11]|, Theorem 4) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem home-
omorfizmow Brouwera. Wowczas kazdy maksymalny obszar prostowalny M potoku
{f*:t € R} jest sumq klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskoriczonosci.

Kolejny z prezentowanych tu wynikéw tej pracy implikuje, ze punkty wewnetrzne
klas abstrakcji nie moga naleze¢ do brzegu maksymalnych obszaréw prostowalnych.

Twierdzenie 3.17. (|B11], Proposition 5) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem ho-
meomorfizmow Brouwera. Jesli q nalezy do wnetrza pewnej klasy abstrakcji relacy
wspotzbieznosci do mieskonczonosci, to q & J(R?).

Warto zaznaczy¢ tutaj, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Przyktad
homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok, dla ktoérego istnieja punkty nale-
zace do brzegu pewnej klasy abstrakeji i nie bedace elementami zbioru J(R?) mozna
znalez¢ w pracy R. McCanna (zob. [86], Example 3.10).

Na mocy Twierdzenia 3.17 otrzymujemy, ze kazdy punkt zbioru M NJ(bd M) na-
lezy do brzegu pewnej klasy abstrakeji zawartej w M. Zbior J(bd M) moze rowniez
zawiera¢ punkty nie nalezace do M, czyli punkty brzegu maksymalnego obszaru pro-
stowalnego M moga réwniez nalezeé¢ do pierwszego przedtuzenia granicznego punk-
tow nie nalezacych do M. Przedstawiony ponizej wynik moéwi, ze moze sie to zdarzy¢
jedynie wtedy, gdy orbita brzegowa sama stanowi klase abstrakc;ji.

Twierdzenie 3.18. (|B11], Proposition 8) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem ho-
meomorfizmow Brouwera. Niech M bedzie maksymalnym obszarem prostowalnym,
p € bd M. Niech Gy bedzie klasq abstrakcji zawierajgcg p, ktora nie jest pojedynczq
trajektoriq. Wowczas p € J(q) dla dowolnego q nalezqcego do sktadowej zbioru R*\C,
nie zawierajqgcej M.
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3.1.4 Pierwsze przedluzenie graniczne potoku homeomorfi-
zmoéw Brouwera

W podrozdziale tym oméwimy wyniki pochodzace z prac [B13|, [B16] i [B19]. Do-
tycza one gltéwnie zwigzku pomiedzy pierwszym przedhuzeniem granicznym potoku
homeomorfizmoéw Brouwera { f* : ¢t € R}, a klasami abstrakcji relacji wspotzbieznosci
do nieskonczono$ci okreslonej dla homeomorfizmu Brouwera f bedacego elementem
tego potoku. Pokazemy réwniez, ze pierwsze przedhuzenie graniczne potoku home-
omorfizméw Brouwera jest rowne zbiorowi punktoéw silnie osobliwych dowolnego ho-
meomorfizmu Brouwera nalezacego do tego potoku.

Przypomnijmy, ze na mocy Twierdzenia 3.17, punkty wewnetrzne klas abstrak-
¢ji nie moga naleze¢ do pierwszego przedtuzenia granicznego. W podrozdziale tym
przedstawimy wynik méwigcy, ze suma wnetrz klas abstrakcji rozwazanej relacji jest
rowna zbiorowi punktéw regularnych homeomorfizmu Brouwera bedacego elemen-
tem rozwazanego potoku, wiec w sposob naturalny pojawia si¢ pytanie o zwiazek
pierwszego przedtuzenia granicznego ze zbiorem punktéw osobliwych.

W pracy [B13] opisujemy wlasnosci punktow nalezacych do pierwszego przedtu-
zenia granicznego przy pomocy relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonoéci. Rozpo-
czynamy od wyniku, w ktérym z zalozenia ¢ € J(p) otrzymujemy, ze p oraz g naleza
do brzegu tej samej klasy abstrakeji relacji wspotzbieznosci do nieskonczonodci.

Twierdzenie 3.19. (|[B13]|, Theorem 2.1) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem ho-
meomorfizmow Brouwera. Niech Gy bedzie klasq abstrakcji, ktora nie jest pojedynczq
trajektoriq. Niech p € bd Gy, za$ Hy bedzie sktadowq zbioru R* \ C, zawierajacq
clGo \ Cp. Wowezas dla kazdego q € Hy, jesli ¢ € J(p), to q € clGy.

Przy dodatkowym zatozeniu o potozeniu punktow nalezacych do brzegu rozwa-
zanej klasy abstrakcji, Twierdzenie 3.19 mozna odwrocié.

Twierdzenie 3.20. (|[B13|, Theorem 3.2) Niech {f' : t € R} bedzie potokiem ho-
meomorfizmow Brouwera. Niech Go bedzie klasq abstrakcji, ktora nie jest pojedynczq
trajektoriq. Niech p € bd Gy, ¢ € bd Gy oraz C, # C,. Zatozmy, ze punkty p i q
nalezq do tej samej sktadowej zbioru R*\ C, dla pewnego r € Gy. Wéwczas p € J(q).

Jezeli opuscimy zaltozenie o potozeniu punktéw p, ¢ € bd G w tej samej sktadowej
dopetnienia pewnej trajektorii zawartej w Gy, teza powyzszego twierdzenia na ogot
nie zachodzi.

Praca [B16| pokazuje zwiazek miedzy relacja wspotzbieznosci do nieskoriczonosci
okreslona dla homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok a zbiorami punktéw
regularnych i osobliwych tego homeomorfizmu.

Omowienie wynikow tej pracy rozpoczniemy od twierdzenia, ktore opisuje zbior
punktow regularnych homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok.
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Twierdzenie 3.21. ([B16], Proposition 2.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Wdowczas zbior punktow regularnych home-
omorfizmu f jest rowny sumie wnetrz wszystkich klas abstrakcji relacyi wspotzbiezno-
sci do nieskonczonosci.

Korzystajac z Twierdzenia 3.21 wykazujemy nastepujacy wynik o niezmienniczo-
Sci zbioru punktow regularnych.

Twierdzenie 3.22. (|B16], Proposition 3.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Niech p bedzie punktem regularnym. Wow-
czas kazdy punkt trajectorii C, = {f*(p) : t € R} jest punktem regularnym.

Przejdziemy teraz do wynikéw opisujacych zbiér punktéw osobliwych homeomor-
fizmu Brouwera zanurzalnego w potok. Z Twierdzenia 3.17 zamieszczonego w po-
przednim podrozdziale otrzymujemy, ze elementami pierwszego przedtuzenia granicz-
nego potoku homeomorfizméw Brouwera moga byé tylko punkty brzegowe klas abs-
trakeji relacji wspotzbieznosci do nieskoniczonosci. Zatem z Twierdzenia 3.21 otrzy-
mujemy, ze do pierwszego przedtuzenia granicznego moga nalezeé¢ tylko punkty oso-
bliwe.

Przedstawiony ponizej wynik dotyczy zwiazku zbioru punktéw silnie osobliwych
homeomorfizmu Brouwera i pierwszego przedtuzenia granicznego potoku, w ktory
ten homeomorfizm jest zanurzony.

Twierdzenie 3.23. ([B16], Proposition 3.1) Niech f bedzie homeomorfizmem Bro-
uwera zanurzalnym w potok {f' : ¢t € R}. Niech p bedzie punktem silnie osobliwym.

Wowezas J(p) # 0.

Powyzsze twierdzenie méwi, ze zbior punktéw silnie osobliwych jest zawarty w
pierwszym przedtuzeniem granicznym, gdyz

J(p) #0 < pe JR?).

Co wiecej, okazuje sie, ze zbiory te sa rowne (zob. Twierdzenie 3.24). Zatem zbior
punktow brzegowych klas abstrakcji relacji wspotzbieznosci do nieskorniczonosci nie
nalezacych do pierwszego przedtuzenia granicznego jest réwny zbiorowi punktéow
stabo osobliwych.

Przedstawimy teraz twierdzenie, na mocy ktérego otrzymujemy wspomniany wy-
zej fakt, ze zbiér punktéw silnie osobliwych homeomorfizmu Brouwera jest réwny
pierwszemu przedtuzeniu granicznemu potoku, do ktérego nalezy ten homeomorfizm.

Twierdzenie 3.24. ([B19], Corollary 3) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera
zanurzalnym w potok {f* : t € R}. Wowczas Pt (p) = J*(p) oraz P~(p) = J~(p) dla
kazdego p € R2.
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Zasadnicza cze$¢ dowodu powyzszego twierdzenia stanowi rozumowanie prowa-
dzace do wykazania inkluzji J*(p) C P*(p) (zob. [B19], Theorem 2). W dowodzie
tej inkluzji ustalamy dowolny punkt ¢ € J*(p). W celu wykazania, ze ¢ € P*(p)
ustalamy dowolny zbiér Jordana B zawierajacy w swym wnetrzu punkt p i pokazu-
jemy, ze ¢ € wy(B). Glowna role w dowodzie odgrywaja tuki K i L takie, ze K C B,
p € Kiq e L majace co najwyzej jeden punkt wspolny z kazda z trajektorii potoku,
tj. bedace cieciami lokalnymi potoku. Korzystajac z zalozenia ¢ € J(p) pokazujemy
istnienie ciggu liczb naturalnych £,, dazacego do nieskorniczonosci oraz ciagu punktow
wy, € f*(K)N L dazacego do ¢. Ktadac 2, := f~*"(w,) otrzymujemy ciag punktow
zbioru Jordana B o tej wlasnosci, ze f*(z,) — ¢, co oznacza, ze q € w(B).

Z twierdzenia 3.24 otrzymujemy wnioski dotyczace zbioru punktéw silnie osobli-
wych dla homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok oraz pierwszego przedtu-
zenia granicznego potokéw homeomorfizméw Brouwera.

Wnhniosek 3.25. ([B19], Corollary 4) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera za-
nurzalnym w potok. Wowczas pierwsze przedtuzenia graniczne wszystkich potokow
zawierajgcych homeomorfizm f sq rowne.

Whiosek 3.26. (|B19], Corollary 5) Niech f bedzie homeomorfizmem Brouwera za-
nurzalnym w potok {f* : t € R}. Wéwczas zbiory punktéw silnie osobliwych wszyst-
kich homeomorfizmow f*, gdzie t € R\ {0}, sq réwne.

Ostatni wniosek pozostanie prawdziwy, gdy zbiér punktow silnie osobliwych za-
stapimy zbiorem punktéw osobliwych. Wynika to z faktu, ze zbiér punktéow osobli-
wych jest domknieciem zbioru punktéw silnie osobliwych (zob. Twierdzenie 2.5).

Na koniec tego podrozdziatu pokazemy jeszcze role Twierdzen 3.22 oraz 3.24 w
wykazaniu, ze dla dowolnego potoku homeomorfizméw Brouwera zbiory punktéow
silnie osobliwych, stabo osobliwych i regularnych sa niezmiennicze wzgledem tego
potoku, tj. jesli punkt nalezy do dowolnego z tych zbioréw, to cala trajektoria tego
punktu zawarta jest w tym samym zbiorze.

Niezmienniczos¢ zbioréw punktow regularnych wynika bezposrednio z Twierdze-
nia 3.22. 7Z Twierdzenia 3.24 otrzymujemy natomiast réwnos¢ pomiedzy zbiorem
punktow silnie osobliwych homeomorfizmu Brouwera zanurzalnego w potok a pierw-
szym przedhuzeniem granicznym tego potoku. Niezmienniczos¢ zbioru punktow sil-
nie osobliwych otrzymujemy wiec z niezmienniczosci pierwszego przedluzenia gra-
nicznego. Zatem rowniez zbioér punktéw stabo osobliwych jest niezmienniczy, gdyz
pozostate dwa z trzech rozpatrywanych tu zbioréw sa niezmiennicze oraz suma tych
trzech roztacznych zbioréw jest calg plaszczyzna.

3.2 Inne wyniki

W tej czesci tego rozdziatu przedstawione zostaty wyniki, ktére nie sg bezposrednio
powiazane z zasadniczym rozdziatem tego opracowania. Dotycza one gléwnie roz-
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wiazan i stabilnosci réwnan funkeyjnych, w tym problemu wyznaczania pierwiast-
kow iteracyjnych i warunkéow gwarantujacych sprzezenie topologiczne dla kawatkami
monotonicznych odwzorowan ciggtych odcinka. Ponadto, mozna tutaj znalez¢ wy-
niki dotyczace réwnan catkowych, rézniczkowych i réznicowych oraz ich stabilno$ci
w sensie Ulama.

3.2.1 Réwnanie rézniczkowe d’Alemberta
W pracy [B14] badane jest réwnanie rézniczkowe czastkowe d’Alemberta
Ullgy — Uytly = 0. (3.15)

Roéwnanie (3.15) traktujemy jako podrozmaito$é¢ 3 w przestrzeni dzetow J2(R? R).
W przestrzeni tej rozwazamy kanoniczny zewnetrzny uklad rozniczkowy (ang. exte-
rior differential system) (Z,w), gdzie Z jest idealem rozniczkowym generowanym
przez 1-formy

th = du— uydr — u,dy,

Oy = duy — Upedr — Ugydy,

05 = duy — uzydr — uy,dy,
za$ w = dx A dy jest 2-formg wyznaczajaca warunek niezaleznosci. Oznacza to, ze
zmiennymi niezaleznymi sa = i y, a rozmaitosciami catkowymi sg podniesienia wy-
kresow funkeji u : R*> — R do J?(R? R). Kanoniczny zewnetrzny uklad rézniczkowy
nazywany jest struktura kontaktows.

Niech I bedzie podmodutem modutu 1-form Q!(X) generowanym przez 6y, 0y, 05,
tj.
I = span{fy,65,05}.

Niech

J = span{b, 05,05, dz, dy}.

Dla struktury kontaktowej piszemy (I, J) zamiast (Z,w). Para (I, J) jest liniowym
uktadem Pfaffa, tj. df; = 0 mod J dla 1 < i < 3, poniewaz kazdy uktad réwnan
rozniczkowych wyrazony jako przestrzen kontaktowa na wyznaczonej przez niego
podrozmaitosci ¥ C J¥(R", R™) jest liniowym ukladem Pfaffa.

[stnienie analitycznych rozwiazan tego rownania wykazujemy w oparciu o twier-
dzenie Cartana-Kéhlera dla liniowych uktadow Pfaffa zaczerpniete z ksiazki T. A.
Iveya i J. M. Landsberga (zob. [55], str. 176). W celu wykazania inwolutywnosci
wystepujacej w zalozeniach tego twierdzenia dokonujemy zmiany zmiennych nieza-
leznych i z rownania (3.15) otrzymujemy réwnanie

Ullyy + Uty — Uty — U = 0. (3.16)

Po skorzystaniu z twierdzenia Cartana-Kéahlera powracamy do zmiennych x oraz
y wyjsciowego rownania. Przy uzyciu tych zmiennych gléwny wynik pracy [B14|
mozemy sformulowaé¢ w nastepujacy sposob.
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Twierdzenie 3.27. (|B14|, Corollary 5.2) Dla kazdego punktu (zo,y0) € R? ist-
nieje jedyne analityczne rozwigzanie u rownania (3.15) okreslone w otoczeniu punktu
(x0,Y0) spetniajace warunki

U(l‘oayo) = U,
uz(x 4+ 2o, — +10) = f(x), x| < e
uy(z + o, — +1yo) = ¢g(x),

dla pewnego € > 0, gdzie uy # 0 jest dowolng stalq, a f, g dowolnymi funkcjami
analitycznyms.

3.2.2 Inwolucje ptaszczyzny

W pracy [B15] wyznaczone zostaly wszystkie rozwiazania rownania funkcyjnego Bab-
bage’a
©? =id (3.17)

nalezace do klasy funkcji wymiernych ¢, : R? \ (L; U Ly) — R?\ (L; U L,) postaci

a1r + asy +az by + box + b3
QO)\(J?,y) = )

) 3.18
asr + asy + ag byy + bsx + bg ( )

gdzie X\ = (ay, ..., a6, by, ..., bg) € R, zas Ly i Ly oznaczaja proste zlozone z punktow
plaszczyzny dla ktorych odpowiednie mianowniki wystepujace w definicji funkcji
oz, y) zeruja sie.

Zastosowana metoda polegala na przeksztalconiu rownania (3.17) na ukltad row-
nan wielomianowych wielu zmiennych, a nastepnie przedstawieniu zbioru algebra-
icznego bedacego zbiorem rozwigzan tego uktadu réwnan algebraicznych jako sumy
rozmaitosci algebraicznych otrzymanych za pomoca rozkladu prymarnego. Umoz-
liwito to podanie warunkéw koniecznych i wystarczajacych dla 12 parametrow
a;,b;,1 =1,2,...,6 na to, aby funkcja y, byla inwolucja, tj. aby ¢, spetniata réwnanie
(3.17).

Wstawiajac (3.18) do réwnania (3.17) i poréwnujac wspolezynniki wystepujace
po obu stronach otrzymanego rownania dostajemy uktad réwnan wielomianowych
postaci

fi=fh=..=fis=0, (3.19)

przy czym kazdy z wielomianéw f;, dla j = 1,2,...,18, jest wielomianem jedno-
rodnym stopnia 3 zmiennych a;, b;,2 = 1,2,...,6. Wyznaczenie rozwigzan réwnania
©3 = id jest wiec rownowazne wyznaczeniu rozwiazania uktadu réwnan wielomiano-
wych (3.19).

Proces wyznaczania rozwigzan rozwazanego uktadu rownan wielomianowych roz-
dzielamy na 4 etapy poprzez rozwazenie nastepujacych przypadkow:
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(H1)

(H2) ay = a5 = ag — 1 = 0 oraz b3 + b? # 0;
(H3) by =bs =bsg — 1 =0 oraz a2 + a2 # 0;
(H4) (af + a3)(bi +b3) # 0.

W pierwszych trzech przypadkach przy wyznaczaniu rozwiazan wykorzystano bazy
Grobnera, za§ w ostatnim z nich skorzystano z algorytmu dzielenia opisanego w
ksiazce D.E. Knutha ([23], str. 368-369). W tym miejscu omoéwimy tylko przypadki
(H1) - (H3).

Omowienie rozpoczynamy od przypadku (H1).

Twierdzenie 3.28. (|B15|, Theorem 1) Niech oy : R? — R? bedzie dana wzorem
oA(z,y) = (1@ + agy + az, by + box + b3) .

Wowczas funkja @y jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy z doktadnos$cig do funkcji
sprzegajgcej danej wzorem H(x,y) = (y,x) ma jedng z nastepujgcych postaci:

1) (2,y) = (z, y).
r,y) = (—x+as, —y+bs).
)= (z, —y+ box + b3).
)

= (—z 4+ az, Y+ b — B2,

(5) (z,y) — (ale + aoy + a3, —ay+ I;S?x _ a3(a1+1)> '

az

W dowodzie tego twierdzenia rozwazamy ideal Iy := (fi, ..., fo4), przy czym

Ji9 = as, fao:=as, far:i=ae — 1,

fo2 =04, faz:=0bs5, foa:=bs—1
sa wielomianami pochodzacymi z warunku (H1). Minimalny rozktad prymarny ideatu
I otrzymujemy za pomoca funkcji minAssGTZ pochodzacej z biblioteki primdec.lib
programu Singular opartej na algorytmie, ktérego tworcami sa Gianni, Trager i Za-
charias. Stosujac te funkcje wzgledem porzadku dopuszczalnego

bg > bs > by > ag > a5 > ay > bz > by > by > a3 > ay > aq

w pierscieniu Qlbg, bs, by, ag, as, aq, bz, ba, by, as, as,a;] otrzymujemy minimalny roz-
ktad prymarny ideatu I; sktadajacy sie z trzech ideatow Iy, I1o, [13, gdzie

Ill == <a1_17a27a37b1_17b27b37a47a57a’6_17b47b57b6_1>7

Il2 = <a1+17a2ab1+1762aa47a57a6_17b47b57b6_1>7

]13 <b1 +a1,b2a2+af — 1,b3a1 —bg —b2a3,

bsas + aszay + as, ays, as, ag — 1,b4, b5, bg — 1).
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Poniewaz I1, [12, [13 sa minimalnymi idealami pierwszymi stowarzyszonymi z [,
wiec V(I1) = V(I11)UV (I12) UV (I13), przy czym dla dowolnego ideatu I przez V(1)
oznaczamy zbior zer tego ideatu. Ponadto, obliczone w ten sposéb zbiory generatorow
ideatow I41, I12, I13 sa ich zredukowanymi bazami Grébnera.

Zauwazmy, ze idealy I1; oraz I3 odpowiadaja odpowiednio postaciom (1) oraz
(2) funkcji ¢, z dowodzonego twierdzenia. O ideale I3 wykazujemy natomiast, ze
odpowiada on postaciom (3), (4) w przypadku, gdy as = 0, oraz postaci (5) w
przypadku, gdy ay # 0.

Dla przypadku (H2) otrzymujemy minimalny rozktad prymarny sktadajacy sie w
dwoch ideatow.

Twierdzenie 3.29. (|B15], Theorem 2) Niech funkcja oy : R*\ Ly — R?\ Ly bedzie
dana wzorem

b1y + bow + b3

b2 + b? .
b4y+b5$+b6>’ 4+57é0

pA(z,y) = (alx + a2y + as,
Wowczas funkja @y jest inwolucjq wtedy i tylko wtedy, gdy z doktadnos$cig do funkcji
sprzegajgcej danej wzorem H(x,y) = (y,x) ma jedng z nastepujgcych postaci::

biy+boz+b
(1) (,y) > (@, Dt ),

b1y+b
2) (@,y) = (~o+as, PR,

W dowodzie tego twierdzenia stosujemy funkcje minAssGTZ programu Singular
do ideatu Iy := (fi,..., fo1,93), gdzie g3 jest wielomianem danym wzorem g3 :=
1 — c3(b2 + b2)?, przy czym c3 jest dodatkowa zmienna. Zauwazmy, ze wynik dla
przypadku (H3) mozemy otrzymaé bezposrednio z Twierdzenia 3.29.

3.2.3 Funkcje kawalkami monotoniczne

W pracach [B17] i [B22| rozwazamy problem sprzezenia topologicznego ciagtych ka-
waltkami silnie monotonicznych funkcji przedziatu.

Moéwimy, ze funkcje ciagte f : I — [ oraz g : J — J, gdzie I oraz J sa nie-
zdegenerowanymi przedzialami domknietymi, sa sprzezone topologicznie jesli istnieje
homeomorfizm ¢ : I — J taki, ze

pof = goep. (3.20)

Niech I := [a,b], gdzie a < b. Niech r € N. Méwimy, ze funkcja f : I — [
jest kawatkami silnie monotoniczna lub r-modalna jesli jest ona ciagla oraz istnieje
dla niej podzial odcinka a =ty < t; < --- < t,. < ... < t,.1 = b taki, ze f jest
silnie monotoniczna na kazdym z przedzialow [¢;,¢;1] dla i =0,1,...,r, oraz f nie
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jest monotoniczna w zadnym otoczeniu punktu t; dla i = 1,...,r. Punkty t{,...,t,,
bedziemy nazywaé¢ punktami niemonotonicznosci funkcji f.

Niech S, (1) bedzie rodzing wszystkich r-modalnych funkcji przedziatu I na siebie,
gdzie r jest liczba catkowita nieujemna. Dla funkcji f € S,.(I) oznaczmy przez N(f)
liczbe punktéw niemonotonicznodci tej funkcji. Zauwazmy, ze

0= N(f%) < N(f) < N(f2) < < N(f*) < N(f™ 1) < oo

gdzie f" oznacza n-ta iteracje funkcji f. Niech H(f) oznacza najmniejsza liczbe
catkowita nieujemna n taka, ze N(f™) = N(f™"), o ile taka liczba istnieje. Jesli
nie istnieje liczba calkowita nieujemna n taka, ze N(f") = N(f"™!), to kladziemy
H(f) := oo. Liczbe H(f) nazywamy stopniem niemonotonicznosci funkcji f.

W pracy [B17] rozwazamy rodzine

S () ={fe&U): flz) <z dlawze (to, ts], f(tr) = fltrn), f(ta) =

r

F(to)dlai =0, ..., bJ Fltyy1) = ft)dlaj =2, Y;lJ 13

Z okreslenia tej rodziny otrzymujemy, ze H(f) = 1 dla kazdej funkcji f € S}(I).
Glowny wynik pracy [B17] zawiera warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby
funkcje f € SH(I) i g € S}(J) byly sprzezone topologicznie.

Twierdzenie 3.30. (|B17|, Theorem 1) Niech r bedzie liczbg catkowitq nieujemna,
I = [a,b] oraz J = [¢,d] dla pewnych a,b,c,d € R takich, ze a < b oraz ¢ < d.
Zatézimy, ze dla funkcji f € SHI) oraz g € SH(J) odpowiednio (t;)7_, oraz (s;)i_, sa
punktami niemonotonicznosci, zas ty = a, t,.1 = b, s = ¢, Sp11 = d. Wowczas f,
g sq sprzezone topologicznie wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nastepujgcych
warunkow

(i) istnieje liczba catkowita dodatnia m taka, zZe f(t,y1) = [f™(t1), 9(Spy1) =
gm(sl>;

(7’2) f(tr+1> = tO; g<3r+1) = So;

(iii) istnieje liczba catkowita dodatnia m taka, zZe f(t,41) € (f™(t1), f™(t1)),
9(sr41) € (g™ (s1), 9™ (51))-

Ponadto, w kazdym z przypadkow (i) oraz (ii) dowolny homeomorfizm ¢
[f(t1),t1] — [g(s1), s1] taki, ze

Go(t1) = s1,  do(f(t1)) = g(s1)

mozna przedtuzyé na I do homeomorficznego rozwigzania réwnania (3.20), zas w
przypadku (iii) takie przedtuzenie istnieje jesli g spetnia dodatkowo warunek

Go(fo " (f(trs1))) = 9o " (9(sr4+1)),
gdzie fO = f|[t0,t1]7 gJo ‘= g‘[50751]'
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Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy wniosek dotyczacy sprzezenia topologicz-
nego funkcji f € S'(I) z jej iteracjami.

Wnhniosek 3.31. ([B17|, Corollary 1) Niech r bedzie liczbg catkowitq nieujemng, I =
[a,b] dla pewnych a,b € R takich, ze a < b. Zalézmy, ze funkcja f € SHI) spetnia
jeden z warunkow f(t,41) = to, f(tr11) = f(t1). Wowczas f oraz f™ are sq sprzezone
topologicznie dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

Korzystajac z tego wniosku wykazujemy, ze kazdy pierwiastek iteracyjny g €
SH(I) funkeji f € SH(I), tj. rozwiazanie rownania g" = f wyraza sie wzorem

g=¢"ofod

gdzie ¢ jest homeomorfizmem realizujacym sprzezenie topologiczne funkcji f oraz f"
(por. [B17], Corollary 2). Dlatego tez, konstrukcje opisang w Twierdzeniu 3.30 mozna
zastosowaé¢ do wyznaczenia pierwiastkow iteracyjnych funkcji f € SH(I) spetniajacej
zatozenia Wniosku 3.31.

W pracy [B22] badamy natomiast nastepujaca klase funkcji r-modalnych

M) = {f €SI : f([tot1])  [to ta], fx) <z dla z € (1, t01)}-

oraz jest podklasy postaci
M) == {f e M,(I) : H=H(f)}

dla H € Z, H > 0. Zauwazmy, ze S} (1) C MX(I).

Z definicji stopnia niemonotonicznosci wynika, ze dla dowolnej funkcji f € M,.(1),
jesli H(f) ma wartos¢ skonczona, to H(f) jest rowne najmniejszej liczbie catkowitej
nieujemnej n o tej wlasnosci, ze dla kazdego = € I zachodzi warunek f"(z) € I,
gdzie Iy := [to, t1].

Konstruujac homeomorficzne rozwigzania réwnania (3.20) dla funkeji f € M (1)
oraz g € MH(J) potrzebujemy poréwnaé¢ dla réznych z1,2, € I wartosci naj-
mniejszych liczb catkowitych nieujemnych ny oraz ng takich, ze f™(zy) € I oraz
f™(x9) € Iy. Dlatego tez w pracy [B22|, dla f € M,(I) oraz € I wprowadzamy
pojecie stopnia niemonotonicznosci punktu x wzgledem f warunkiem

Hy(z) :=inf{n e N: f"(x) € Ip},

where Iy = [to, t1].
Zwigzek pomiedzy wartosciami stopnia niemonotonicznosci funkeji f a stopnia
niemonotoniczno$ci punktu x wzgledem f opisuje nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3.32. (|B22|, Proposition 2.2) Dia kazdego f € M,(I)
H(f) = sup{H(f.2) v € T},
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Ponadto, jesli H .= H(f) < oo, to
H(f):maX{H(f,pi):i:1,...,N(fH)+1},

gdzie p; sq punktami niemonotonicznosci funkcji fH dla i = 1,...,N(f%) oraz
PN(fE)+1 = brta-

Warto w tym miejscu podkreslié, ze wartos¢é H(f) nie musi byé¢ réwna
max{H(f,t;):i=0,1,..,7 + 1} (zob. [B22], Remark 2.1).

Dla dowolnych f € M, (I) oraz x € I rozwazamy ciag liczb naturalnych I;(z) :=
(ir.(x))ken Okreslony w nastepujacy sposob

{l gdy  fF(x) e L\ {t1,....t.}, 1 €{0,...7},

(@)= ¢ gdy  f5(z) € Ly N Ipyy = {tm}, m € {0,...7 — 1},

Zauwazmy, ze dla kazdego = € I ciag (ix(x))ren jest stabo malejacy.
Ciagi iteracji punktéw niemonotonicznosci funkcji f € M (I) oraz g € MH(J)
odgrywaja zasadnicza role w zamieszczonym ponizej gtéownym wyniku pracy [B22].

Twierdzenie 3.33. (|B22|, Theorem 4.1) Niech f € MH(I) oraz g € MH(J).
Wowczas f, g sq sprzezone topologicznie wtedy i tylko wtedy, gdy 1;(t;) = I,(s;) dla
1= 0,1,....,7 + 1 oraz istnieje silnie rosngca funkcja oo : Iy — Jy, ktora realizuje
sprzezenie topologiczne funkcji fo, go oraz
(i) woo fi(t;) = g™i(s;), i=0,1,..,r+1, gdy H<oo, (3.21)
(ii) woo fMi(t;)) = g™(s;), 1=0,1,...,r gdy H =00, (3.22)

gdzie m; := H(t;) = H(s;), fo:= fl1y, 90 := gl1,- Ponadto, istnieje jedyne rozszerze-
nie @ funkcji g, ktore realizuje sprzezenie topologiczne funkcji f, g.

3.2.4 Rozwiagzania przyblizone réwnania catkowego Volterry
Praca [B21| zawiera wyniki dotyczace przyblizonych rozwigzan nastepujacego uogol-
nienia rownania catkowego Volterry

W(r) = /:D N(z,t,¢Y(a(z,t)) dt + G(z), rel, (3.23)

gdzie I jest przedzialem rzeczywistym postaci [a, o) lub [a, b] lub [a, b) dla pewnych
a < b, [ oznacza catke Bochnera, G: I — B, N: I xIXxB — Boraza: [ xI—1I
sa danymi funkcjami ciagtymi, zas ¢ : I — B szukang funkcja ciggta. Dodatkowo w
caltej pracy zaktadamy, ze istnieje funkcja ciagta L : I x I x Ry — R, taka, ze

|N(x,t,u1) — N(z,t,ug)|| < L(z,t, ||ug — usal|), r,t €1, u,up € B (3.24)
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oraz
L(x,t,s1) < L(z,t,89), r,t €1,0< 5 < sy (3.25)

Niech Cp(I) oznacza przestrzenn wszystkich funkcji ciagltych odwzorowujacych
I w B, za$ Cg, (I) przestrzeii wszystkich funkcji ciaglych odwzorowujacych I w
R, = [0,+00). Niech T : Cp(I) — B! oraz A : Cg, (I) — R, beda operatorami
okreslonymi w nastepujacy sposob

Tf(x) = /IN(:L‘,t,f(a(:c,t))) dt + G(x), feclp(l),zel, (3.26)

Af(x) = /IL(x,t,n(a(x,t))) dt, nelr,(I),zel, (3.27)

gdzie OP oznacza rodzine wszystkich funkeji okreglonych na niepustym zbiorze D o
wartosciach w zbiorze C.
Dla dowolnych € € R, oraz v € R,! definiujemy

L.(v) :==1inf{s € Ry : v(z) < se(x) dla x € I},

przy czym zaktadamy, ze inf ) = oo. Ponadto, dla kazdego ¢ € B! definiujemy
funkeje ||¢|| € R.!, ktadac

loll(z) = é(x), wel
Przypomnijmy, ze funkcje h € R, ®+ nazywamy podaddytywna jesli
h(s+1t) <h(s)+h(t),  steR,..

Zamieszczony ponizej gtowny wynik pracy [B21] moéwi o istnieniu dla danego
rozwiazania przyblizonego réwnania (3.23) rozwiazania dokladnego tego réwnania
(w klasie funkcji ciaglych) wraz z oszacowaniem odlegtosci miedzy nimi.

Twierdzenie 3.34. (|[B21]|, Theorem 1) Niech ¢ € Cg(I), gdzie I = [a,b) lub I =
la,b] dla pewnych a <b. Niech € € Cr, (I) bedzie dane wzorem

c(a) = |Jo(a) - /xN(:c,t, plale,t))dt — G, zer. (3298
Zatozmy, ze
oo(x) = i/\"e(x) < 00, x el (3.29)
n=0
Wowczas T (Cp(I)) C Cp(I), dla kazdego x € I istnieje granica
P(x) = lim T"p(x) (3.30)

n—oo
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oraz funkcja v € B okreslona w ten sposob jest ciggtym rozwigzaniem réwnania
(3.23) spetniajgcym warunek

[(z) — p()[| < oo(x), =€l (3.31)

Ponadto, jesli funkcja L(z,t,-) jest podaddytywna dla dowolnych x,t € I, to dla
kazdej funkcjin : I — R takiej, Ze
lim A"n(z) =0, rel, (3.32)

n—00

funkcja 1 dana wzorem (3.30) jest jedynym rozwigzaniem réwnania (3.23) takim, Ze

Loo ([l = ¢ll) < 0. (3.33)

W powyzszym twierdzeniu zakladamy, ze przedziat I jest skonczony. W celu
wykazania analogicznego wyniku dla przedzialu nieskoriczonego potrzebujemy do-
datkowego zalozenia o podaddytywnosci funkcji L(z,t,-) (por. [B21], Corollary 2).
Zatozenie to wystepuje w Twierdzeniu 3.34, ale tylko w kontekscie jednoznacznosci
rozwiazan rownania (3.23).

Z Twierdzenia 3.34 otrzymujemy wniosek, ktorego zastosowanie pokazemy kon-
czac omowienie pracy [B21].

Wnhniosek 3.35. (|B21], Corollary 3) Niech ¢ € Cg(I), gdzie I = [a,b) lub I = |a, b]
dla pewnych a < b. Nieche : I — R bedzie dane wzorem (3.28). Zaldzmy, Ze istniejg
funkcje ciggteeg : I - Ry, L: IxI xR, = Ry oraz K : I — [0,1) takie, ze ¢ < &g,
zachodzq warunki (3.24), (3.25) oraz

/x L(z,t, K (a(z,t)"eo(a(z, ) dt < K(z)"eo(x), x€l,neN. (3.34)

Wowczas ¢ : I — B dane wzorem (3.30) jest ciggltym rozwigzaniem réwnania (3.23)
takim, ze

lita) ~ p(o)l| < {2y, wel. (3.35)
Rozwazmy réwnanie
W(z) = /x@; _ 0ty di+ Gx), e 0,1], (3.36)

gdzie G : [0,1] — R jest funkcja ciaglta. Rownanie to ma postaé (3.23), gdzie I =
0,1, B = R, N(z,t,u) = (x — t)u dla x,t € [0,1], v € R oraz a(z,t) = t dla
x,t € [0,1]. Rownanie (3.36) ma jedyne rozwiazanie 1 jako liniowe rownanie Volterry
typu splotowego. W przypadku, gdy G(z) = z rozwiazanie to mozna podaé jawnie
w postaci wzoru, mianowicie ¢ (z) = sinh x.
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Niech ¢ : [0, 1] — R bedzie funkcja ciagta, zas ¢ staly rzeczywista dodatnia taka,
ze
o)~ [ @—teldt -Gl <e e,

tj. bierzemy eo(x) = ¢ dla = € [0, 1]. Zauwazmy, ze warunek (3.34) zachodzi dla K
danego wzorem K (z) = % dla z € [0, 1]. Z Wniosku 3.35 otrzymujemy, ze

o(z) —(z)] < 2¢, z€[0,1],

gdzie 1 jest jedynym rozwiazaniem réwnania (3.36). Ponadto, jesli |G(z) — z| < ¢
dla = € [0,1], to
|p(x) —sinhz| <4de, z€]0,1].

3.2.5 Model kolejkowy dla sieci LAN

W pracy [B24] rozwazamy rownanie funkcyjne

(M(z,y) —xy) P(z,y) = (1 — y)(M(z,0) + 1 &zy) Pz, 0) (3.37)
+ (1 —2)(M(0,y) + r2&izy) P(0,y)
(1 - l’)( ) (O O)P<070)7

dla ustalonych r;,s; € (0,1), j = 1,2, gdzie
M(z,y) = (11 + mis1y + &ay) (T2 + raSex + Soxy), (3.38)

§ = rjs; dla j = 1,2 oraz ¢ = 1 — ¢ dla dowolnego ¢ € R. Funkcja szukana P
okreslona jest dla z,y € D, gdzie D := {z € C : |z| < 1}.

Rownanie (3.37) pojawia sie w badaniach dwuwymiarowych modeli kolejkowych
dla sieci LAN i nalezy do klasy rownan wykorzystywanych podczas modelowania
komunikacji sieciowej. Ogoélna postaé réownan tej klasy jest nastepujaca

Cl(l',y)P(ZL’,y) :CQ([E,y)P(ZL‘,O) + CS(may)P(an) (339)
+O4('T7y)P(07 0) +C5(l‘,y),

gdzie Cj, dla j = 1,...,5, sg danymi funkcjami dwoch zmiennych zespolonych z,y.
Wstawiajac do rownania (3.39)

Ci(z,y) = (11 + riS1y + &xy) (Te + raSex + Sazy) — Ty, (3.40)
Co(x,y) = (1 — y)r(Fa + roSex + Szy),

Cs(z,y) = (1 — 2)ra (1 + ris1y + §12y),

Ca(z,y) = (1—37)(1—3/)7"17"%

Cs(z,y) =
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otrzymujemy réwnanie (3.37).

Omowienie wynikow pracy [B24] rozpoczniemy od ogoélnego wyniku dotyczacego
réwnania (3.37). Rozpatrywaé je bedziemy na zbiorze T? dla dowolnego T C C
takiego, ze 0 € T'. Niech

K:={(z,y) €T?:Cy(x,y) =0},
Ko:={xeT:(z,0) € K}, K':={xecT:(0,2) € K}.

Ponizsze twierdzenie dostarcza opisu wszystkich rozwigzan P : T? — C réwnania
(3.37) (w szczegolnosei, rowniez analitycznych rozwiazan dla T = D).

Twierdzenie 3.36. (|B24], Theorem 2.1) Jesli funkcja P : T* — C spetnia réwnanie
(3.37), to istniejq funkcje f,g: T — C takie, ze f(0) = g(0),

Cow,y) f(x) + Cs(z,y)g(y) + Caw,y)g(0) =0, (z,y) € K, (3.41)

Pla.y) = Colw, y) f(2) + Cs(@, y)g(y) + Ca(,y)g(0) (3.42)

Cl('r7y)

(z,y) € T*\ K,
gdzie Cy,Cy, C3,Cy sq postaci (3.40). W szczegolnosci,
P(z,0) = f(x),  PO,y)=g(y), 2€T\KopyeT\K (3.43)

Ponadto, jesli T = D, to kazda funkcja P : T? — C okreslona wzorem (3.42) dla
pewnych funkcji ciggtych f,g : T — C, dla ktérych zachodzg warunki f(0) = g(0)
oraz (3.41), spetnia réwnanie (3.37).

Twierdzenie 3.36 pokazuje, ze przy poszukiwaniu rozwiagzania P : D’ = C row-
nania (3.37) zaréwno w klasie funkcji analitycznych, jak rowniez w klasie funkcji
cigglych, kluczowe znaczenie ma znalezienie odpowiednio, par funkcji analitycznych
lub ciaglych f,g : D — C spetiajacych warunek (3.41) (dla kazdego P funkcje te
sa wyznaczone jednoznacznie na mocy (3.43)). Dlatego tez skoncentrujemy sie teraz
na warunku (3.41).

W rozpatrywanym przypadku 7' = D mamy

K={(x,y) € D*: M(z,y) = xy}.
Warunek M (z,y) = zy mozna zapisa¢ w postaci

(11 4+ 51y + Szy) (P2 + resex + Say) = 2y, (3.44)
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co oznacza, ze dla kazdego ustalonego x mamy réwnanie kwadratowe (ze wzgledu na
zmienng )

a(z)y” + b(z)y + c(z) =0,
gdzie
a(z) 1600”4+ 1151601, (3.45)
b(x) = ro$p&1a® + (Fiba 4 11795182 + To&y — 1)x + 11517,

C(l’) ?17’2/8\2%' + ?1?2.

Poniewaz a(z) # 0 dla x ¢ {0,—51/s1}, wiec istnieja funkcje y1,y2 : C \
{0, —351/s1} — C dla ktorych zachodzi

a(x)y? + b(x)y + c(x) = a(x)(y — yi(2))(y — y2(2)).
Niech
K; == {(z.y;(2)) 2 € Dy D" = {(2,y;(x)) : v € D, |y;(w)] <1},
Dj={xeD:(vyr) €K} ={zeD:ly(z) <1}

dla j = 1,2, gdzie D := D\ {0}. Wowczas K; = {(z,y;(z)) : 2 € D;} dla j = 1,2
oraz
K C KiUKsU{(=51/51,90), (0.9)}.
Rozwazmy przypadek szczegdlny

1
S1 < 1/2, o < (346)

_52'

Woéwczas korzystajac ze wzoru Viety dostajemy

c(x) ’ ~ —
—4>1 e D=D\{0}.
FEIEEIE \ {0}
Bez straty ogoélnosci mozemy wybraé¢ funkcje yp, yo tak, aby |yi(x)| < |y2(x)| dla
€ D. Stad |y2(z)] > 1 dlax € D, a wiec Dy = ().

Nastepnie pokazujemy, ze w rozpatrywanym przypadku warunek (3.41) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje f,g: D — C spelniaja warunek

B 72(1 —2)g(0)
flz) = T2 + 19897 + &awyi (2)
o (1 + sy (@) + Sy () (1 — 2)g(y1(2))
(L= 41(2)) (72 + 12507 + Goaan (x))

dla *+ € Dy, * # 1. Zatem Twierdzenie 3.36 daje w tym przypadku mozli-
wos¢ otrzymania opisu wszystkich cigglych oraz wszystkich analitycznych rozwiazan
P: D’ - C rownania (3.37).

Dla rozwiazan ciagtych réwnania (3.37) opis ten formutujemy w ponizszym twier-
dzeniu, ktore stanowi gltowny wynik pracy [B24].

ly1(z)y2(z)| =

(3.47)
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Twierdzenie 3.37. (|[B24],Theorem 4.1) Zatézmy, ze warunek (3.46) jest spetniony.
Funkcja ciggta P :_52 — C spetnia réwnanie (3.37) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja ciggta g : D — C taka, ze

Co(x,y) f(x) + Cs(z,y)g(y) + Ca(w,y)g(0)
Ol(xay) ’
(z,y) € D*,y # yi(2),

P(z,y) = (3.48)

gdzie f jest dane wzorem (3.47). W szczegolnosci, f(x) = P(x,0) oraz g(x) = P(0,x)
dla z € D.

3.2.6 Rozwigzania i stabilno$¢ uogoélnienia ré6wnania Frécheta

Praca [B25| zawiera wyniki dotyczace nastepujacego rownania funkcyjnego o statych
wspotezynnikach

A F(x+y+2)+ AsF(x) + AsF(y) + AyF(2) = (3.49)
AsF(x+y) + AeF(x + 2) + A F(y + 2),

gdzie Ai,...,A; € K oraz K € {R,C}, rozwazanego dla funkcji F' : X — Y,
gdzie (X, +) jest monoidem przemiennym (tj. polgrupa z elementem neutralnym
oznaczanym przez 0), zas Y jest przestrzenia Banacha nad cialem K. Rownanie to
jest uogolnieniem réwnania Frécheta

Fla+y+2)+F@)+Fly) +F(z)=Fla+y)+ Flx+2)+ F(y+2). (3.50)

Jesdli X jest grupa i Y jest grupa abelowa podzielna przez 2, to rozwiazanie ogolne
réwnania (3.50) ma posta¢ sumy funkcji kwadratowej i addytywne;.

Badanie zbioru rozwiazan rownania (3.49) rozpoczynamy od przypadku F'(0) = 0
odgrywajacego gtéwna role w wyznaczeniu tego zbioru.

Twierdzenie 3.38. (|B25|, Proposition 3) Jesli niezerowa funkcja F: X — Y taka,
ze F(0) = 0, spetnia réwnanie (3.49), to

Ay = —Ay + A5 + A,
As=—A; + A5+ Ay, (3.51)
Ay = —A + Ag + Ar.

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy wynik dotyczacy addytywnych rozwigzan
rownania (3.49).

Whniosek 3.39. (|B25|, Corollary 5) Niezerowa funkcja addytywna a : X —'Y spet-
nia réwnanie (3.49) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (3.51).
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Glowny wynik pracy [B25| opisujacy zbior rozwiazan réwnania (3.49) w rozwa-
zanym przypadku dotyczy sytuacji, w ktérej rownanie to nie daje si¢ sprowadzi¢ do
réwnania (3.50) przez podzielenie stronami przez niezerowy element ciata K.

Twierdzenie 3.40. (|B25|, Theorem 7) Jesli A; # A; dla pewnych i,5 € {1,...,7},
to kazde rozwigzanie F' : X — Y rownania (3.49) takie, zZe F(0) = 0 jest funkcjq
addytywng.

Z Twierdzenia 3.40 otrzymujemy nastepujacy opis zbioru rozwiazan réwnania
(3.49) w przypadku, gdy F'(0) = 0.

Whniosek 3.41. ([B25], Corollary 9) Jesli A; # A; dla pewnychi,j € {1,...,7} oraz
zachodzi warunek
Ap+ Ag + Az + Ay # As + Ag + Ar,

to kazde rozwigzanie rownania (3.49) jest funkcjg addytywng.

Przechodzac do przypadku ogolnego (tj. pomijajac zaltozenie, ze F(0) = 0) otrzy-
mujemy stad nastepujacy wynik podajacy ogblne rozwiazanie réwnania (3.49).

Whiosek 3.42. ([B25|, Corollary 10) Zatozmy, ze A; # A, dla pewnych i,j €
{1,...,7}. Jesli F : X — 'Y jest rozwigzaniem réwnania (3.49), to

F(z)=a(zx)+¢, ze€X, (3.52)
gdzie a : X —'Y jest funkcjg addytywng oraz ¢ = F(0).
Praca [B25| zawiera rowniez wynik o stabilnosci w sensie Ulama réwnania (3.49).
Twierdzenie 3.43. (|B25|, Theorem 13) Zatézmy, ze Ay + As + Ay # 0 oraz

A5+A6—|—A7—A1
Ao+ Az + Ay

o

Niech L: X3 — [0, 00) spetnia warunek
L(kx, ky, kz) < ¢, L(z,vy, 2), (z,y,2) € X*\ {(0,0,0)}, k € {2,3} (3.53)

dla pewnych cy, c3 € [0,00) takich, zZe B := byco + bycg < 1, gdzie

As + Ag + Ay Ay
by = |——-—|, by = |———|. 3.54
2 ‘A2+A3+A4 ’ ‘A2+A3+A4 ( )
Jesli funkcja f: X — 'Y spelnia warunek
[ALf(z +y+2) + Ao f(2) + Asf(y) + Aaf(2) — Asf(z +y) (3.55)

—A6f(£C+Z)—A7f(y+Z)HSL(&?,y,Z), (l’,y,Z)GXB,
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to istnieje jedyna funkcja F': X — 'Y bedgca rozwigzaniem réwnania (3.49) taka, ze
F(0) =0 oraz

1f(x) = F(2)|| < pr(z), zeX, (3.56)
gdzie
o L(x,z,x)
pr(x) = AT At A1 — (D) r e X, (3.57)
przy czym

_ 1B gdy z#0,
V(@)= { Bo gdy x=0.

W dowodzie powyzszego twierdzenia dla rozwiazania przyblizonego f : X — Y
réwnania (3.49) istnienie rozwiazania dokladnego F' : X — Y tego réwnania spel-
niajacego warunek (3.56) uzyskuje sie korzystajac z twierdzenia o punkcie statym,
ktore pochodzi z pracy, ktorej autorami sa J. Brzdek, J. Chudziak i Z. Pales (zob.
24)).

3.2.7 Punkty stale operatoréw i stabilnosé w sensie Ulama

W pracach [B26| i [B27] udowodnione zostaly twierdzenia o punkcie staltym i poka-
zano ich zastosowanie do wykazania stabilno$ci w sensie Ulama rozwazanych typow
rownan. Stabilno$é danego réwnania wykazujemy za pomoca odpowiednio zdefinio-
wanego operatora. Punkty stale tych operatoréw okazuja sie by¢ poszukiwanymi
rozwigzaniami spelniajacymi okreslone warunki.

W literaturze mozna spotkac sie z r6znymi definicjami stabilnosci w sensie Ulama.
Dlatego tez w pracach [B26] i [B27] sprecyzowane zostalo co rozumiemy pod tym
pojeciem. Dla przestrzeni (X, d), gdzie d jest metryka lub pewnym jej uogélnieniem
okreslonym w X, zbioru S # (), niepustych klas Dy C D C X, £ C (R{)”, oraz
operatoréw T : D — X5 8 : €& — (R{)® méwimy, Ze réwnanie

TW) =

jest S—stabilne w Dy, jesli dla dowolnych ¢ € Dy oraz § € £ takich, ze

d(T(¥)(t),¥(t) <o(t),  teS,

istnieje rozwiazanie ¢ € D tego rownania takie, ze

d(6(t),¥(t) < (So)(t),  teS,

gdzie AP rodzine wszystkich funkcji okreglonych na B o wartosciach w A.
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W pracy |B26] wykazane zostalo twierdzenie o punkcie stalym dla operatora
liniowego typu wielomianowego stopnia 3 zwiazane z zagadnieniem stabilnosci w
sensie Ulama réwnania

p3L3 + po L2 + pi Lo =, (3.58)

gdzie L : X — X jest danym operatorem liniowym zespolonej przestrzeni wektorowej
X oraz pi,p2,p3 € C, p3 # 0. Dla operatora liniowego £ : X — X definiujemy
operator P : X — X wzorem

P = ps L3 + pa L2 + p1 L1, e X. (3.59)

Rownanie (3.58) mozemy wiec zapisa¢ w postaci Py = 1.
W rozwazaniach dotyczacych operatora P wazng role odgrywaja pierwiastki wie-
lomianu charakterystycznego rownania (3.58), tj. pierwiastki wielomianu

P(z) = psa® + pox® + pro — 1. (3.60)
Z wzorow Viety otrzymujemy, ze jesli aq, aq, a3 € C sa pierwiastkami wielomianu
charakterystycznego rownania (3.58), to a; # 0 dla i € {1,2,3} oraz
1 1 1 1 1 1 1

b3 = ) —Pp2 = + + , pr=—+—+—.
10203 @109 a10a3 azas3 a a2 a3

Punktow statych operatora P poszukujemy przy zatozeniu, ze przestrzenn X jest
rozszerzong zespolona przestrzenia unormowang. Przypomnijmy, ze pare (X, || - ||)
nazywamy rozszerzong zespolong przestrzeniq unormowang, jesSli X jest zespolong
przestrzenia wektorowa, za$ || - || jest funkcja okreslona na X o wartosciach w [0, oo]
(tj. funkcja || - || moze przyjmowaé wartos¢ oo) taka, ze dla dowolnych o € C oraz
x,y € X takich, ze ||z, ||ly|| € [0, 00) zachodzg warunki

Iz +yll < llzll + 1yl llexll = laf ],

oraz rowno$¢ ||z|| = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z jest wektorem zero-
wym. Rozszerzona zespolong przestrzen unormowana X nazywamy rozszerzong ze-
spolong przestrzeniqg Banacha, jesli kazdy ciagg Cauchy’ego elementéw przestrzeni X
jest zbiezny.

Glowny wynik pracy [B26] dotyczy punktow statych zdefiniowanego powyzej ope-
ratora P.

Twierdzenie 3.44. (|[B26], Theorem 2) Niech X bedzie rozszerzong zespolong prze-
strzeniqg Banacha. Niech ay,aq, a3 € C bedg pierwiastkami wielomianu (3.60) takimi,
ze

ai#aja Z,j€{1,2,3},l7éj

Zatozmy, ze operator liniowy L spetnia warunek Lipschitza
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z dodatnig statg L takg, ze
L < min {|ai|, |as|, |as|}. (3.61)
Wowczas dla kazdego ¢ € X takiego, zZe
e =[Py — || < o0, (3.62)

gdzie P wyraza sie wzorem (3.59), operator P ma jedyny punkt staty » € X taki, zZe

lo = || < oo.

Ponadto,
o — 9|l < Cé,

gdzie

1 1
C= +
(|a2 —arllaz —ar| (Jaa| = L)~ |ax — az|[as — az|([az| — L)
1

+ ail|as|lag|. 3.63
e el 06

W dowodzie powyzszego twierdzenia stosujemy twierdzenie o punktach statych
pochodzace z pracy, ktorej autorami s J.B. Diaz i B. Margolis (zob. [30]), dla silnie
zwezajacych operatorow Ty, Tz, T3 : X — X zdefiniowanych wzorem

1
7;.](.: _‘Cf7 f6X7]:17273
aj
Dla kazdego j = 1,2, 3 jedyny punkt staly F; operatora 7; jest wektorem wlasnym
operatora L.
Niech Y bedzie zespolong przestrzenia Banacha, a S zbiorem niepustym. W prze-
strzeni Y rozwazamy norme supremum

| f]l = Sslelng(s)H, feys

bedaca naturalnym przyktadem normy rozszerzonej (nazywaé ja bedziemy rozsze-
rzong norme supremum). Stosujac Twierdzenie 3.44 dla tej przestrzeni otrzymujemy
wynik o stabilnosci w sensie Ulama dla réwnania (3.58).

Twierdzenie 3.45. ([B26|, Theorem 3) Niech Y bedzie zespolong przestrzeniq Ba-
nacha, a S zbiorem niepustym. Niech C bedzie podprzestrzeniq wektorowq przestrzen:
Y domknictg ze wzgledu na rozszerzong norme supremum. Niech L : C — C bedzie
operatorem liniowym. Zatozmy, ze a; # a; dla i,j € {1,2,3}, i # j, oraz L spelnia
warunek Lipschitza
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z dodatniq statq L takq, ze L < min{|ay|,|as|, |as|}. Wowczas dla kazdej funkcji
p € C takiej, ze

6:’mﬁ¢+m£%+WM¢—¢H<w,

istnieje jedyne rozwigzanie ¥ € C réwnania (3.58) takie, Ze || — || < oo. Ponadto,

lp =l < Ce,

gdzie C wyraza sie wzorem (3.63).

W pracy [B27| wykazane zostalo natomiast twierdzenie o punkcie stalym ope-
ratora dzialajacego w zaburzonej przestrzeni quasi metrycznej (w skrocie prze-
strzeni dg-metrycznej). Mowimy, ze para (X,d), gdzie X jest zbiorem niepustym
oraz d: X x X — [0,+00), jest zaburzong przestrzeniq quasi metryczng lub krocej
przestrzeniq dqg-metryczng, gdy funkcja d spelnia warunki:

(A1) jesli d(z,y) =d(y,z) =0, to x =y,
(A2) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

dla dowolnych x,y, z € X.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia dg-metryczna. Mowimy, ze x € X jest granicg
ciagu (z,)nen elementow przestrzeni X, jezeli

lim max{d(z,,x),d(z,z,)} = 0.

n—oo
Z warunku (A2) otrzymujemy jednoznacznosé tak zdefiniowanej granicy ciagu. Ciag
(Zn)nen elementow przestrzeni X nazywamy ciggiem Cauchy’ego, jesli

lim sup d(z,,z,)=0.
N—>Dom’n>N

Przestrzen dg-metryczna (X, d) nazywamy zupetng, jesli kazdy ciag Cauchy’ego ele-
mentéw przestrzeni X ma granice w X.

Dla przestrzeni dg-metrycznej (X, d) oraz dowolnego zbioru niepustego E okre-
dlamy funkcje dy : X x XF — R, F ktadac

de(§, m)(t) = d(§(t), u(t)),  &ue X teR. (3.65)

Analogicznie jak w klasycznej przestrzeni metrycznej, jesli (x,)nen jest ciagiem ele-
mentoéw przestrzeni X%, to méwimy, ze funkcja y € X% jest granicqg punktowq ciagu
funkeyjnego (xo)nen, jesli

lim max {d;(x, x»)(t), df(xXn, X)(£) } = 0, te k.

n—o0
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Funkcje y € V¥ nazywamy natomiast granicg jednostajng ciagu (Xn)nen, jesli

lim sup max {df (X, Xn)(t), ds (xn, X)(t) } = 0.

Niepusty podzbior F przestrzeni X¥ nazywamy p-domknietym (odpowiednio u-
domknietym), jesli kazda funkcja y € X% bedaca granica punktowa (odpowiednio
jednostajna) pewnego ciagu (X )nen elementow zbioru F nalezy do F.

Dla funkcji f, g € R¥, piszemy f < g, jesli f(t) < g(t) dla wszystkich ¢t € E. Niech
0#£CcXP ARLE 5 RLF oraz w € R.F. Mowimy, ze operator T: C — X¥ jest
(w, A) —zwezajacy, jesli

dp(TE, Tp) < Ad

dla dowolnych &, i € C oraz § € R, P takich, ze
5§w7 df(f,,u)éfs

Ponadto, w celu uproszczenia zapisu niektorych wzoréw oznaczmy przez Ay operator
identycznosciowy na R, 7. tj. Agd = 6 dla kazdego 6 € R.F.
Glownym wynikiem pracy [B27] jest nastepujace twierdzenie o punkcie statym.

Twierdzenie 3.46. (|B27|, Theorem 2) Niech (X,d) bedzie przestrzenig dg-
metryczng, E zbiorem niepustym, zas d;y : XF x XF — R. ¥ funkcjg okreslong
wzorem (3.65). Niech ) #C Cc XP, T:C — C oraz A,: R.F — R.F dlan € N.
Zatoimy, ze istniejg funkcje e1,e5 € R.F oraz ¢ € C takie, ze

() =) Mej(t)<oo, teEEj=12 (3.66)
=0

df(TSOa 90) S €1, df((p, T‘P) S €2, (367)

hggfm(ZAigj)(t) —0, teEj=12 (3.68)

Niech €*(t) = max{ei(t),e2(t)} dla t € E. Jesli T™ jest operatorem (e*,A,) -
2wezajgeym dla n € N i zachodzi jeden z warunkow

(i) C jest p-domkniety;

(i) C jest u-domknicty oraz cigg (Y1, Aisj)n
zbiorze E dla 7 = 1,2,

oy ZMmierza Jednostagnie do €5 na

to dla kazdego t € E istnieje granica

Y(t) == lim T"(t), (3.69)

n—oo
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oraz funkcja ¢ € C zdefiniowana w ten sposdb jest punktem statym operatora T
spetniajgcym warunek

dp (T, 0) <Y Mg, dp(1h, T"p) < ZA g5, neN. (3.70)

Ponadto, zachodzq nastepujgce warunki:

(a) dla kazdego ciggu (kn)nen liczb catkowitych dodatnich spetniajacego warunek
lim,, ,o kn, = 00, funkcja ¢ jest jedynym punktem statym operatora T takim,

ze
Tkn@w ZAgJ’ w Tk ZAQ? n € N,
i=kn i=kn
dla pewnych j,1 € {1,2};
(b) jesli
liminf A,e5(t) =0, j=1,2, teE, (3.71)
n—oo

to ¢ jest jedynym punktem statym operatora T takim, Ze

de(p,v) < €7, ds(v, @) < €3,

oraz dla dowolnych j,l € {1,2}
Y(t) = lim TFE(t), teE (3.72)
n—o0

dla wszystkich § € C takich, ze ds(§,v) < €5 oraz ds(, ) < &f i kazdego ciggu
(kn)nen liczb catkowitych dodatnich spetniajgcego warunek lim,, o Ak, ek () =
0 dlate E orazm € {j,1}.

Pokazemy teraz zastosowanie powyzszego twierdzenia do wykazania stabilnosci
w sensie Ulama réwnan funkcyjnych postaci

O, p(f1(1), -, ¥(fi(1)) = ¥(t),  tE€E, (3.73)

gdzie E #0,j €N, f; : E - Edlai=1,...,5, ®: E x X/ = X sa dane, za
Y . F — X funkcja szukang.
Niech
(H1) L;: E—- R, dlai=1,...,J, spelniaja warunek
J
d(Q(t, wr, ..., w;), D(t, 21, ..., 25)) < Ly (t)d(wy, 1)
k=1
dla t € E oraz (wy,...,w;), (21,..., z;) € X7 takich, ze d(z;,w;) < e dla i =
1,...,7,
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przy ustalonym e takim, ze e > 0 lub e = oco. Wowczas korzystajac z Twierdzenia
3.46 otrzymujemy wynik o stabilnosci rownania (3.73).

Wnhiosek 3.47. (|B27]|, Corollary 6) Niech (X,d) bedzie przestrzeniq dg-metryczna,
E#0,je€N, ®: Ex X' — X orazey,eq: E — Ry. Zaloimy, ze L; : E — R, dla
i=1,...,7 sq funkcjami, dla ktorych zachodzi (H1) przy e :=sup{ej(t) :t € E,j =
1,2}, gdzie

e(t) =) Nej(t)<oo, teE, j=12
=0

Niech A : RY — RE bedzie okreslone wzorem

A6(t) := zj:Lk(t)é(fk(t)), seRY, teE,

dla pewnych fi,...,f; : E — E. Wowczas, jesli ¢ : E — X spetnia warunki
d(@(t, o(f1(t)), - (f5(1)) (b)) < eult),  te€E,

d(p(t), @t o(f1(D)), -, 0(fi(1))) < ealt),  te€E,

to istnieje granica

W(t) ;== lim T"p(t) (3.74)

n—oo

dla kazdego t € E, gdzie T wyraza sie wzorem

To(t) == 2(t, o(fi(t), - 0(f5(1),  weEX® tEE,

oraz funkcja ¢ - E — X okreslona wzorem (3.74) jest jedynym rozwigzaniem réowna-
nia (3.73) takim, ze

dle),v(t) <ei(t),  d@@),e()) <es(t), teE
Roéwnanie réznicowe
(i) = (i, (i + 1)), 1 €N, (3.75)

gdzie @ : Nx X — X jest funkcja dana, zas ¢ : N — X funkcja szukang, postuzyto w
pracy [B27| jako przyklad zastosowania Wniosku 3.47. Jest ono bowiem szczegdlnym
przypadkiem rownania (3.73), gdzie E =N, j =1 oraz fi(i) =¢+ 1 dlai € N.
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