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Recenzowana rozprawa jest poswiecona réwnaniom funkeyjnym spelnia-
nym przez funkcje wielomianowe. Mozna ja podzieli¢ na dwie przecinajace sie
czeéci: rozwazania teoretyczne i kody komputerowe. Autor rozwiazuje kilka
rownan funkcyjnych, ktore maja skomplikowana postaé, oraz uogoélnia szereg
wezesniejszych wynikow. Oprocz tego podaje kilka algorytmow, jeden zaim-
plementowany w Maple i jeden w jezyku Python, ktore pozwalaja znalezé
rozwiazania dla klasy réwnan funkcyjnych z wykorzystaniem wynikow teo-
retycznych udowodnionych w rozprawie. Cze$¢ teoretyczna jest kontynuacja
badani wielu autoréw, w tym recenzenta. Dlatego wyniki niniejszej rozprawy
doktorskiej, zarowno teoretyczne, jak i obliczeniowe, sa dobrze umotywowane
i sa przedmiotem zainteresowania znacznej grupy naukowcow.

Rozprawa podzielona jest na siedem rozdzialow; zamieszczono streszcze-
nia w jezyku angielskim i polskim. Zawiera 87 numerowanych stron.

Pierwszy krotki rozdzial ma charakter wprowadzajacy, zawiera m.in liste
kilku réownan funkcyjnych znanych z literatury oraz kilka wspolnych uogol-
nien, ktore stanowia glowny temat recenzowanej rozprawy.

W rozdziale drugim Autor przypomina definicje funkcji addytywnych,
wielomianowych i lokalnie wielomianowych oraz podstawowe fakty na ich
temat.

Pierwsza czes¢ gtownych wynikow teoretycznych pracy zawarta jest w roz-
dziale 3. Autor formuluje i udowadnia lemat, ktory jest modyfikacja wyniku
Macieja Sablika z 2000 roku. Podaje warunki, pod ktérymi dana funkcja jest
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funkcja wielomianowa. Ponadto podane jest oszacowanie gorne jego stopnia.
Wynik ten odgrywa fundamentalna role dla dalszych rozwazan Autora. W
kolejnych rozdzialach Autor pokazuje, jak mozna rozwiaza¢ szereg znanych
rownan wykorzystujac ten lemat.

Rozdzial 4 dotyczy uogdlnienia réwnania zbadanego przez Eszter Gsel-
mann i recenzenta w 2012 r. (rownanie (4.1.1) w rozprawie). Autor najpierw
pokazuje korzystajac z lematu Sablika z poprzedniego rozdziatu, ze przy do-
datkowym warunku méwigcym, ze réwnanie jest w pewnym sensie niezdege-
nerowane, jego rozwigzaniami sa funkcje wielomianowe. Ponadto znane jest
oszacowanie ich stopni. Nastepnie, wykorzystujac ten fakt i wykonujac obli-
czenia, podano pelny opis rozwiazan. W dalszej czeSci rozdziatu 4 przedsta-
wiono algorytm rozwigzywania szczegélnych przypadkéw tego réwnania oraz
podano implementacje w Maple. Ta cze$¢ rozprawy jest écisle zwiazana z
wezesniejszymi pracami matematykow wegierskich, ktorzy wykorzystali kla-
syczny wynik Laszlo Székelyhidiego i stworzyli podobny kod komputerowy.
Rozdzial konczy sie kilkoma zastosowaniami tego kodu.

Rozdzial 5 jest poswiecony innemu rownaniu funkcyjnemu, ktore jest bar-
dziej ogdlne niz réwnania badane wczesniej. Podobnie jak w rozdziale 4,
Autor wykorzystuje lemat Sablika, aby pokaza¢, ze przy pewnych zaloze-
niach jego rozwigzania sa wielomianami. Nastepnie po zmudnych oblicze-
niach znajduje sie pelny opis rozwiazan. Nastepnie Autor pokazuje, ze wynik
ten uogolnia kilka wczesniejszych prac. W szczegolnosci dwie prace Barba-
ry Koclegi-Kulpy, Tomasza Szostoka i Szymona Wasowicza oraz klasyczny
wynik Janosa Aczéla z 1985 roku dotyczacy wlasnosci wartoéci sredniej dla
pochodnej, ktora charakteryzuje wielomiany stopnia drugiego.

W rozdziale 6 Autor bada rownania funkcyjne dla odwzorowari zdefinio-
wanych na wypuklym podzbiorze przestrzeni liniowej. Mowige dokladniej,
zajmuje si¢ odwzorowaniami, ktore spelniaja warunkowa wersje rownania
Frécheta. Udowodniono techniczny lemat uogdlniajacy wynik Iwony Pawli-
kowskiej z 2008 roku. Nastepnie wynik ten stosuje sie do badania lokalnych
wersji kilku réwnan funkcyjnych znanych z literatury. Nastepnie Autor roz-
wigzuje lokalne wersje rownan funkcyjnych, ktore wprowadzil wezesniej w
rozprawie.

W rozdziale 7 Autor przedstawia algorytm rozwigzywania klasy rownan
funkcyjnych wykorzystujacy teorie rozwinieta we wezesniejszych rozdzialach.
Podana jest implementacja w jezyku Python, ktorg Autor szczegélowo oma-
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wia. Nastepnie ilustruje swoj kod komputerowy i stosuje go do rozwigzania
wybranych rownan funkcyjnych.

Uzupelnieniem rozprawy jest krotkie omowienie mozliwych kierunkow
dalszych badan. :

Wyniki rozprawy opieraja si¢ na trzech opublikowanych artykutach Au-
tora, jednym autorskim i dwoch wspotautorskich oraz dwoch kolejnych ma-
nuskryptach, ktore sa ztozone w czasopismach w momencie sktadania roz-
prawy. Ponadto w repozytorium GitHub zlozony jest kod w jezyku Python
_CPOkeke-Polynomial-Solutions-of-Functional-Equations” napisany przez mgra
Okeke.

Ponizej zamieszczam liste uwag szczegolowych do rozprawy:

e Rozprawa zawiera sporo bledéw edycyjnych, ktore w znacznej czescl sa
efektem tzw. techniki ,kopiuj-wklej”. Wszystkich nie wymieni¢. Tylko
jeden przyklad: strona 7, wiersz 19, tekst ,We denote also...” pojawia
sie dwukrotnie. :

e Twierdzenie 2.1.1. w tym twierdzeniu G jest grupa abelowa, wigc mno-
zenie jej elementoéw przez liczby wymierne nie musi by¢ zdefiniowane.

e strona 12: nie jest jasne, w jaki sposob Autor wyprowadza ro6wnos¢
2Bs(z,y) = A1(y) + yAi(z)
uzywajac tylko (3.2.1).
e na tej samej stronie, nie wyjasniono, w jaki sposob otrzymujemy
Ax(x, 1) = 2 A3(1)
z:002.8).
e Strona 12: czy Autor naprawde uzyt (4.1.5), aby otrzymac (3.2.10)7

e Twierdzenie 3.2.2 i Twierdzenie 3.2.3: F i f to ten sam wielomian?
Prawdopodobnie Autor mial na mysli ,wielomiany”.

e Uwaga 4.1.1, cze$¢ druga. Widze dwa problemy: mniejszy dotyczy mno-
zenia przez liczby wymierne w grupie abelowej G, ktore w ogo6lnym
przypadku moze nie by¢ wykonalne. Powazniejszy problem dotyczy
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rownania (4.4.6). Mianowicie, jesli v; € G oraz F przyjmuje warto-
sci w H, to po lewej stronie tego réwnania wystepuja dwie operacje
algebraiczne. Pierwszym jest mnozenie elementow z G przez elementy
z H, ktore jest nieokreslone, a drugim jest dodawanie, ktore prawdo-
podobnie jest operacja grupowa na H. Aby to rownanie mialo sens,
potrzebne sa przynajmniej pewne dodatkowe zalozenia dotyczace G i
H:

Przyklad 5.2.1. nie jest interesujacy, poniewaz jego teze mozna otrzy-
mac przez latwe podstawienie i nie ma potrzeby wykorzystywania wy-
nikow do ogoélnego rownania (5.1.1).

Lemat 3.1.1 i Lemat 6.1.1 sa bardzo podobne. Brakuje mi dyskusj
ich potencjalnych réznic. W szczegolnosci Autor mogltby wyjasnic, czy
Lemat 6.1.1 uogélnia Lemat 3.1.1.

strona 64: ,Lemma 6.1.1” zamiast ,Lemma (6.1.1)".

strona 66: W mojej opinii zapis "{0,...,2}" jest przesada. Z pewnoscia
”{Oﬂ 1, 2}” jest kr(')tsze.

Podsumowujac, moim zdaniem przedlozone do recenzji wyniki sa popraw-

ne, nowe i ciekawe. Ponadto Autor wykazuje si¢ umiejetnoscia prowadze-
nia badan, laczenia aspektow teoretycznych i praktycznych tematu swojej
rozprawy. Dlatego wnosze o dopuszczenie Pana mgr. Chisom Prince
Okeke do dalszych procedur wymaganych polskim prawem zmie-
rzajacych do nadania mu stopnia doktora.
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