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Rozprawa dotyczy wybranych zagadnien topologii ogélnej. Glowny motyw to tzw.
wtasnosé Freese-Nation oraz jej rozne warianty. Ostatni rozdzial dotyczy gry Banacha-
Mazura/Choqueta w kontekscie teorii dziedzin.

Rozprawa jest oparta na serii czterech artykutow, wspolnych z promotorem:

(1) J. Bak, A. Kucharski, Topological spaces with the Freese-Nation property, Ann.
Math. Sil. 33 (2019) 41-54

(2) J. Bak, A. Kucharski, The Banach-Mazur game and domain theory, Arch. Math.
(Basel) 114 (2020) 51-59

(3) J. Bak, A. Kucharski, An internal characterization of complete reqularity, Math.
Slovaca 70 (2020) 775-777

(4) J. Bak, A. Kucharski, Topological spaces with the Freese—Nation property II, To-
pology Appl. (to appear), arXiv:1904.08902

Ilogciowo, jest to §wietny dorobek, zwtaszcza biorac pod uwage, ze temat nalezy do
stosunkowo skrajnego dzialu matematyki teoretyczne;j.

Jesli chodzi o moja ocene jakosciowa, to wolatbym nie wdawac si¢ w bibliometrie i
tym podobne rzeczy, ktére maja by¢ moze jaki§ sens przy ocenianiu jednostek nauko-
wych, ale na pewno nie przy ocenie indywidualnego mtodego naukowca, ktéra powinna
by¢ zdecydowanie merytoryczna.

Mimo wszystko, pozwole sobie na kilka osobistych uwag co do jakosci czasopism z
powyzszej listy:

e Artykut (1) zostal opublikowany w bardzo mato znaczacym lokalnym czasopismie

na Uniwersytecie Slaskim.

e Artykul (2) jest opublikowany w bardzo przyzwoitym czasopismie Archiv der
Mathematik, ktory ma dtuga tradycje (od 1948 roku) i publikuje krotkie (do 10
stron) prace ze wszystkich dzialow matematyki.

e Artykut (3) zostal opublikowany w przyzwoitym czasopismie Mathematica Slo-
vaca, ktore ma prawie rownie dluga tradycje (od 1951 roku) i ma profil ogolno-
matematyczny. Co wiecej, czasopismo to firmuje Stowacka Akademia Nauk.
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e Artykut (4) zostal przyjety do specjalistycznego czasopisma Topology and its
Applications. Ukaze sie w specjalnym zeszycie po$wieconym profesorowi Jerzemu
Mioduszewskiemu.

Tak wiec, moja ocena jakosci czasopism jest raczej prosta. Pomijajac artykut (1),
kolejne dwa ukazaly sie w bardzo przyzwoitych czasopismach ogbélnomatematycznych
z dlugg tradycja, a czwarty artykut ukaze sie w specjalistycznym czasopismie, ktére w
srodowisku matematykow zwiazanych z topologia ogélna cieszy sie sporym uznaniem i
prestizem.

Z powyzszych uwag jasno widaé¢, ze Autorka przedstawionej rozprawy odniosta
znaczgce sukcesy w kwestii publikowania wynikéw. Oczywiscie, wszystkie wyniki sg
wspolne z promotorem, ale tak sie sktada, ze mialem przyjemnosé stuchaé¢ kilku refe-
ratow pani Judyty Bak na konferencjach naukowych, a takze przeprowadzi¢ z nig kilka
krotkich dyskusji matematycznych, po ktorych moge spokojnie twierdzi¢, ze jej wktad
w wyniki jest znaczacy. Poza tym, jak dobrze wiadomo, w pracy naukowej w matema-
tyce teoretycznej ciezko opisa¢ konkretny wktad autora, czesto jest to wynik wspolnej
dyskusji, a czasem z pozoru proste czy naiwne pytanie jednego wspoéltautora prowadzi
do tego, ze drugi wspotautor wpadnie na rozwiagzanie rozwazanego problemu.

Ponizej moje uwagi na temat oceny jako$ciowej wynikow, nie odwotujace sie juz do
czasopism czy jakiejkolwiek bibliometrii.

Ocena merytoryczna. Wtasno$é¢ Freese-Nation, gtowny motyw rozprawy, jest do-
sy¢ specjalng wlasnoscia przestrzeni topologicznych i algebr Boole’a, studiowana w
latach dziewieé¢dziesiatych ubieglego wieku przez Heindorfa i Shapiro. Pierwotnie, wla-
snos¢ ta zostala wprowadzona przez Freese’a i Nationa w 1975 w celu scharakteryzo-
wania krat projektywnych. Wtasnosé¢ ta doczekala sie roznych uogoélnien (np. zamie-
niajac w definicji stowo “skoniczony” na “mocy < k”). Autorka skupia sie na klasycznej
wtasnosci Freese-Nation oraz jej wariacjach: separatywna i aproksymacyjna. Wtasno-
Sci te sa w istocie definiowane dla rodzin zbioréw, ktoére stanowia m-baze ustalonej
przestrzeni topologicznej. Autorka na wstepie pokazuje, ze w wielu przyktadach (wli-
czajac w to algebry Boole’a) wszystkie trzy warianty wlasnosci Freese-Nation sa row-
nowazne. Dalej, w rozdziale 2, Autorka bada wtasno$¢ FN pod katem zachowywania
przez naturalne operacje, takie jak produkty, przy czym pozytywny wynik uzyskuje dla
wariantu separatywnego. Ciekawy jest tez wynik o przeliczalnej liczbie Suslina. Ko-
lejna sekcja zawiera twierdzenie moéwiace, ze przestrzenie metryzowalne maja wtasnosé
Freese-Nation. Mozna tam tez znalez¢ ogolniejszy wynik z dosy¢ technicznymi ale uzy-
tecznymi zatozeniami. Rozdzial 3 zawiera badania przestrzeni topologicznych (gtownie
zwartych), ktore opisuja sie w terminach specjalnych systeméw odwrotnych. Najwaz-
niejsza w tym rozdziale jest klasa przestrzeni otwarcie generowanych, a takze jej wa-
riant, czyli przestrzenie szkieletowo generowane. W obu przypadkach chodzi o granice



systemow odwrotnych o-zupelych, w ktorych odwzorowania taczace sa otwarte badz
szkieletowe. Autorka uzyskata, miedzy innymi, nowa charakteryzacje klasy przestrzeni
zwartych otwarcie generowanych, poprzez separatywna wtasnosé¢ Freese-Nation. Dalej,
autorka rozwaza gre topologiczna (zwana otwarto-otwarta), przy pomocy ktorej po-
nownie charakteryzuje separatywng wlasnos¢ Freese-Nation. Krotki rozdziat 4 zawiera
tadne wyniki ,negatywne”, opisujac przyktady klas przestrzeni, ktére nie maja wlasno-
Sci Freese-Nation. Rozdzial 5 zawiera szereg wynikow na temat zwiazkéw wlasnosci
Freese-Nation oraz przestrzeni Gleasona, co w terminach algebr Boole’a odpowiada
uzupetnieniu algebry. Wtasnosé m-FN jest tutaj jak najbardziej naturalna, aczkolwiek
dowod, ze wlasnose ta jest rownowazna dla przestrzeni koabsolutnych (czyli majacych
te sama przestrzen Gleasona) nie jest wcale oczywisty. Rozdzial 6 (ostatni) dotyczy
przestrzeni generowanych przez dziedziny (zbiory czesciowo uporzadkowane zupelne i
skierowane). Pojawia sie tutaj klasyczna gra Banacha-Mazura. Najwazniejsze wyniki
to twierdzenia 6.2 i 6.3 pokazujace, ze zupelno$é w sensie Choqueta odpowiada nieco
technicznej wlasnosci ,bycia reprezentowana przez dziedzing”.

Uwazam, ze gtéwne wyniki rozprawy sa z pewnoscig nietrywialne, wymagaja dobrej
techniki i umiejetnosci kojarzenia réznych poje¢. Rozprawa zawiera sporo technicznych
lematow z dosé dtugimi dowodami. Warto zwroci¢é uwage na to, ze Autorka opanowala
pewne podstawowe techniki teorii kategorii, sprawnie postuguje sie w temacie systemow
odwrotnych i ich granic.

Osobiscie uwazam wyniki artykutow (2) i (4) za najbardziej znaczace. Pochwali¢
warto powiazanie teorii dziedzin z gra Banacha-Mazura w pracy (2) oraz bardzo nietry-
wialne dowody gtéwnych wynikéw prac (4) i (1). Ponadto, gltebokie studium roznych
wariantow wtasnosci Freese-Nation zastuguje na uwage i moze by¢ przyczynkiem do
dalszej pracy naukowej w tym temacie.

Uwagi krytyczne. Jesli chodzi o aspekt merytoryczny, to nie mam zasadniczych
uwag—Autorka pracowala nad bardzo konkretnym tematem, w ktorym zdotata uzyskaé
szereg nietrywialnych wynikéw, czasem uzywajac trudnych narzedzi, takich jak systemy
odwrotne. Pytanie, na ile sg te wyniki ciekawe czy uzyteczne pozostanie oczywiscie bez
odpowiedzi, poniewaz w danej chwili nie wiemy w jakim kierunku potocza sie badania
w czystej matematyce, a konkretnie w topologii ogélnej i teorio-mnogosciowe;.

Jesli chodzi o strone redakcyjna, to uwazam, ze Autorka bardzo dobrze opanowata
technike pisania tekstow matematycznych w srodowisku IXTEX 2. Mam jednak kilka
uwag krytycznych, ktore w zaden sposob nie wpltywaja na ostateczng ocene rozprawy.

1. Kazdy rozdzial powinien sie zaczyna¢ na nowej stronie. Ponadto, niektoére roz-
dzialy od razu zaczynaja si¢ sekcja, brakuje jakiego$ zdania wstepnego, omawia-
jacego tresé¢ calego rozdziatu.

2. W tekscie majacym ponad 100 stron numeracja lematow, twierdzen, faktow,
itd. powinna by¢ jednolita wedlug sekcji, a nie tak jak w rozprawie, gdzie (na
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przyktad) twierdzenie 3.3 jest tuz za lematem 3.15. Jak w tym przypadku znalezé
twierdzenie 3.27

3. Lemat 3.2 jest dos¢ trywialny i znany (dowod wykorzystuje tylko i wylacznie
podstawowe wtasnosci obrazu i przeciwobrazu funkcji). Na miejscu byltby wiec
komentarz na ten temat.

4. Lemat 4.1 jest dobrze znany: RO(X) jest zupelna algebra Boole’a, a wiec jesli
jest nieskoniczona, to ma moc co najmniej kontinuum. Dowdd, ktory Autorka
przedstawita jest jak najbardziej na miejscu, ale powyzszy komentarz powinien
byt sie gdzies znales¢.

5. Strona 74, Twierdzenie 5.6: Powinno by¢ ,Gleason (rok?)” a nie ,Gleason’a”.

6. Strona 74, ostatnie dwie linijki: Jest tu jaka$ sprzeczno$é, ,dobrze znany” fakt
powinien by¢ widoczny, przynajmniej gdzies w internecie. Powinno raczej by¢:
,wydaje sie by¢ znany” czy co§ w tym stylu.

7. Strona 100: ,, ...bedziemy nazywaé¢ a-korzystnymi”. To pojecie pochodzi od Cho-
queta, co nalezato zaznaczy¢.

8. Literatura: Niekonsekwencja stylu, niektore czasopisma sa w formie skrotowej,
inne w petnej (np. [18] vs. [19]).

Mogtbym tu jeszcze dodac niepoprawne uzywanie apostroféw przy odmianie obcych
nazwisk (np. ,Nationa” a nie ,Nation’a”), ale w dzisiejszych czasach i tak nikt nie
dba o poprawnos¢ jezyka polskiego, a juz na pewno recenzent nie powinien sie do
tego miesza¢. Podsumowujac, rozprawa jest napisana bardzo sprawnie, a wszystkie
wymienione powyzej usterki sa po prostu wynikiem braku doswiadczenia Autorki i,
tak jak wspomniatem, nie maja wplywu na ostateczna ocene.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawiona praca doktorska pani mgr Judyty Bak zde-
cydowanie spelnia ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim.
Whioskuje o przyjecie rozprawy i dopuszczenie Autorki do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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