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Streszczenie rozprawy doktorskiej

Rozszerzenia i idealy pierscieni lgcznych

W calej rozprawie beda rozwazane pierscienie taczne, ale niekoniecznie przemienne i z jedynka.
Celem rozprawy jest badanie struktury pierscieni tacznych przy pomocy wtasnosci ich idealéw
jednostronnych.

Zbadamy, jak wtasnos¢ tranzytywnosci pewnych odmian relacji bycia idealem jednostron-
nym wplywa na strukture pierécienia. Niech x,y, z beda elementami ze zbioru {lewostronny,
prawostronny, dwustronny }. Interesujaca dla nas bedzie sytuacja, kiedy z-ideal y-idealu pier-
Scienia jest z-ideatem tego pierécienia. Klase pierscieni, w ktorej spelniona jest taka zaleznosé
nazywamy klasa Veldsmana i oznaczamy jako K(z,y;z). W ten sposéb wprowadzone klasy sa
naturalnym uogdlnieniem klasy pierscieni filialnych i zostaly wprowadzone przez S. Veldsmana
w [8].

W kontekscie powyzszego zagadnienia waznym staje sie problem, jak dla danego pierscie-
nia wygladaja jego rozszerzenia, w ktérym jest on ideatem jednostronnym. Wielu autoréw w
réznych kontekstach zajmowalo i zajmuje sie tg tematyka. Rozwazania te w naturalny sposéb
ograniczaja sie do istotnych rozszerzen pierécieni (tzn. A jest istotnym rozszerzeniem pierscie-
nia R, jesli R ma niezerowe przeciecie z kazdym niezerowym idealem pierscienia A). Dlatego
na nich skupimy nasza uwage.

W rozdziale pierwszym, ktéry jest rozdzialem wprowadzajacym, przedstawiamy oznacze-
nia, pojecia i fakty z nimi zwigzane stosowane w calej rozprawie. Wprowadzamy pojecie
(z,y)-podpierscienia w pierscieniu, ktére okaze sic pomocne przy dowodzeniu rezultatéw z
rozdziatu czwartego. Ponadto prezentujemy pewne nowe wtasnosci prostych dziedzin.

W rozdziale drugim przedstawimy warunki konieczne i dostateczne na to, aby dla danego
pierscienia istniato jego uniwersalne istotne lewostronnie idealowe rozszerzenie. Rezultat ten
jest odpowiednikiem tw. Flanigana dotyczacego dwustronnych idealowych rozszerzen. K.I.
Beidar w [2] wprowadzil pojecie uniwersalnego istotnego idealowego rozszerzenia pierscienia.
Moéwigce pobieznie jest to takie istotne rozszerzenie pierécienia, w ktére da sie zanurzy¢ kazde
istotne idealowe rozszerzenie tego pierscienia. Zadal on pytanie o istnienie takich rozszerzen
dla danego pierscienia. Okazalo sie, ze odpowiedz na to pytanie juz istniata, udzielit jej J.F.
Flanigan w [4] uzywajac do tego celu zaawansowanych technik zaczerpnietych z teorii katego-
rii. W [1] R.R. Andruszkiewicz przedstawil dow6d J.F. Flanigana w jezyku teorii pierécieni.
W tej czesci podamy takze nowy, elementarny dowéd warunku dostatecznego tw. Flanigana.
Wykorzystujac metody uzyte w tym dowodzie uzyskamy odpowiedZ na pytanie postawione
przez M. Petricha w [6] dotyczace czystych rozszerzen pierscieni.

W rozdziale trzecim sklasyfikujemy wszystkie klasy pierscieni wprowadzone w [3] bedace
uogdélnieniem tzw. *-prostych pierscieni (tzn. pierécieni, ktére nie zawieraja nietrywialnych
idealéw, ktore sa idealami we wszystkich ich idealowych rozszerzeniach). Ich wprowadzenie
wiazalo sie z teorig radykatéw. W [3] zostalo zdefiniowane pojecie (x, y; z)-idealtu pierscienia R,



jako z-idealu, ktéry jest z-idealem we wszystkich rozszerzeniach pierscienia R, w ktérych jest
on y-idealem. Pierscienie nie zawierajace nietrywialnych (z,y; z)-idealéw nazywamy (z,y; z)-
prostymi pierécieniami. Niektore z tych dwudziestu siedmiu klas zostaly scharakteryzowane
w [3]. My przedstawimy charakteryzacje pozostalych pokazujac, ze dwanascie z nich jest
rownych klasie wszystkich pierécieni oraz ze wystarczy znalezé opis czterech z nich, by z
ich opisu uzyska¢ charakteryzacje pozostatych pietnastu klas. Ponadto uzyskamy jednorodny
sposéb wyznaczania ich opiséw.

Rozdzial czwarty jest poswiecony zagadnieniom zwiazanym z klasami Veldsmana KC(x, y; 2).
W literaturze szczegélnie intensywnie byly badane dwie spo$réd nich, mianowicie klasy pier-
Scieni filialnych i lewostronnie filialnych. My bedziemy sie staraé¢ zbadaé strukture wszystkich
dwudziestu siedmiu klas. Pokazemy, ze wystarczy ograniczy¢ badania do trzech z nich, by
korzystajac z pewnej symetrii wystepujacej wsrod tych klas oraz wynikow dla lewostron-
nie filialnych pierscieni, uzyskaé¢ twierdzenia strukturalne dla pozostalych. Zbadamy zwiazki
wystepujace miedzy nimi oraz uzyskamy ich nowe charakteryzacje korzystajac z pojecia (x, y)-
podpierécienia. Opiszemy radykal pierwszy pierscieni z trzech wybranych klas pokazujac, ze
jest on prawostronnie duo T-nilpotentnym pierécieniem. Podamy m.in. twierdzenia struktu-
ralne algebr nad ciatlami, pierscieni pierwszych i dziedzin z tych klas. Uzyjemy wtasnosci kilku
radykatéw do badania ich struktury. Pokazemy, ze klasa zredukowanych pierscieni lewostron-
nie filialnych jest najwieksza klasa lewostronnie dziedziczna zawarta w dwoch z trzech klas
przez nas rozwazanych. Wyniki zamieszczone w tym rozdziale zostaly opublikowane w [5].
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