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1 Cel rozprawy

Rozprawa poswiecona jest formom kwadratowym ¢(X) = gq(z1,...,2,) = 2?,3:1 Qi ZTiT; =
XAX', gdzie X = (x1,...,,) jest wektorem zmiennych, a wspolczynniki a;; macierzy syme-
trycznej A = [a;;] naleza do globalnego ciata funkcyjnego. Cho¢ badania from kwadratowych
nad réoznymi cialami K sa intensywnie prowadzone od wielu lat i obecnie tworza bogata ga-
lez algebraicznej teorii liczb, to dosy¢ stabo rozwiniety jest aspekt obliczeniowy tej teorii, a
wiekszo$¢ prac na tym polu koncentruje sie na formach nad ciatem liczb wymiernych. Znane
od dawna problemy obliczeniowe teorii form kwadratowych nad ustalonym cialem K dotycza
m.in. takich fundamentalnych poje¢ jak izotropowos$é, hiperbolicznosé, rozktad Witta oraz
podobieristwo w sensie Witta lub w sensie Ono. Tylko dla niektorych cial (np. dla cial skon-
czonych lub dla ciala liczb rzeczywistych lub ciata liczb zespolonych) problemy te okazuja sie
trywialne. Dla ciala liczb wymiernych rozwigzania uzyskano w pracach m.in. J. E. Cremona
i D. Rusina, D. Simona, P. Castela. Caltkiem niedawno P. Koprowski, A. Czogala i B. Roth-
kegel opracowali odpowiednie algorytmy dla cial liczbowych (skonczonych rozszerzen ciata
Q). Celem rozprawy jest opracowanie efektywnych algorytmoéw dla form kwadratowych nad
dowolnym globalnym cialem funkcyjnym K skonczonej charakterystyki char(K) # 2, czyli
cialem bedacym skonczonym rozszerzeniem ciata F,(z) funkcji wymiernych jednej zmiennej
nad skoniczonym cialem Galois F, (o ktérym dodatkowo zaklada si¢, Ze jest algebraicznie
domkniete w K). Skonstruowane w rozprawie algorytmy wykorzystuja znane w literaturze
metody obliczeniowe zwiazane z elementami cial globalnych, ich uzupelnien oraz formami
kwadratowymi nad tymi cialami. Kazdy z opracowanych algorytmow zilustrowano odpo-
wiednim przyktadem, a obliczenia wykonano w systemie Magma.

2 Zawarto$¢ rozprawy

Rozprawa jest napisana w jezyku angielskim, liczy 67 stron i sklada sie z 6 rozdzialéw, przy
czym rozdzial 1 stanowi wstep. Podstawowe pojecia dotyczace cial globalnych oraz form
kwadratowych zdefiniowano w rozdziale 2.

W podrozdziale 2.1 opisano globalne cialo funkcyjne K jako ciato utamkéw pierscienia ilo-
razowego Ok = F,[z,y]/(F), gdzie F € Fy[z,y] jest dowolng krzywy algebraiczng. Pierécief
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Ok stanowi catkowite domkniecie pierscienia F,[z] w ciele K i jest przykiadem pierscienia
Dedekinda. Zatem kazdy niezerowy ideal pierwszy pierécienia Ok jest jego ideatem maksy-
malnym, a kazdy jego utamkowy ideal wlasciwy a # {0} ma jednoznaczne przedstawienie w
postaci iloczynu poteg p7* - ... - pom idealow pierwszych z wykladnikami catkowitymi e; € Z.
W szczegblnosei kazdy ideal pierwszy p pierScienia Ok definiuje na ciele K dyskretng wa-
luacje wykladnicza v,: K — Z U {00} (tzw. waluacja p-adyczna), gdzie dla kazdego a € K
wartos¢ v,(a) € Z jest wykladnikiem z jakim ideal pierwszy p wystepuje w rozbiciu idealu
utamkowego gtownego Oxa = {ba:b € Ok} na idealy pierwsze. Dwie waluacje wykladnicze
v, V' ciala K nazywamy rownowaznymi, jezeli definiuja na K te sama topologie. Przez Qx
oznacza sie zbiér reprezentantow wszystkich waluacji wykladniczych ciala K. Oprocz wa-
luacji p-adycznych do Qg naleza jeszcze rozszerzenia nieskorniczonej waluacji vy, ciata Fy(z)
zdefiniowanej wzorem v (f/g) = deg(g) — deg(f) dla f,g € Fylz] (tzw. waluacje w nie-
skoriczonosci). Dla kazdej waluacji v € Qg rozpatruje sie cialo z waluacja (K,,7), bedace
uzupelnieniem ciata K w przestrzeni definiowanej przez metryke d(a,b) = 277(@% . Cialo K,
jest przykladem ciala lokalnego, tzn. cialo reszt K(v):= Ry/(m) jest skoriczonym rozsze-
rzemem c1a1a F,, gdzie Ry = {a € K,:7(a) > 0} U {0} oznacza pierscien waluacyjny ciala
K, a{n)={a€ K,:V(a) > 1} U{0} < Ry jest idealem maksymalnym generowanym przez
ustalony element pierwszy 7 € K, (tzn. z waluacja v(7w) = 1).

W podrozdziale 2.2 przytoczono podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace form kwa-
dratowych oraz ich wtasnosci nad cialami globalnymi i lokalnymi. W szczegélnoéci przypo-
mniano, ze kazda forma kwadratowa nad ciatem charakterystyki # 2 jest rownowazna formie
diagonalnej, zapisywanej jako (ai,...,a,), a odpowiednia diagonalizacje mozna uzyskac np.
za pomoca algorytmu zmodyfikowanej ortogonalizacji Grama-Schmidta. Jezeli forma g zeruje
sie na pewnym niezerowym wektorze, to ¢ nazywamy izotropowa, a jezeli ¢ jest ortogonalna
suma (ozn. 1) plaszczyzn hiperbolicznych (1, —1), to ¢ nazywamy hiperboliczna.

Do poprawnego dziatania skonstruowanych w rozprawie algorytmow potrzebna jest umie-
jetnosé ,wytapania” tych waluacji v € Q, ktore spelniaja warunek v(a) # 0 dla jakiego$
wspoélezynnika a w diagonalnej postaci testowanej formy. Jeéli chodzi o waluacje p-adyczne,
to dla ustalonego elementu @ € K nieréwnosé v(a) # 0 zachodzi tylko dla tych ideatow
pierwszych p < O, ktore sa dzielnikami idealu gléwnego (a) = aOg. Potrzebny jest za-
tem algorytm do rozktadania w pierscieniu O idealéw glownych na idealy pierwsze. Choé
obecnie znane sg takie algorytmy, to Autor opracowal wlasna metode (rozdzial 3). Bazuje
ona na takich podstawowych dzialaniach arytmetycznych na ideatach jak obliczanie rady-
katu rad(a), sumy a + b i ilorazu (a:b). Dowody poprawnosci algorytméw z rozdzialu 3
opieraja sie na kilku pomocniczych lematach, w ktérych wykorzystuje sie wtasnoéci homo-
morfizmu kanonicznego x:F,[z,y] — O, a takze kilka gtebszych rezultatéw, jak np. mocne
twierdzenie aproksymacyjne. Dowody te przeprowadzone sa szczegdétowo i starannie.

W podrozdziale 4.1 opracowano metode (Algorytmy 5-7), ktora testuje izotropowosé¢ do-
wolnej formy ¢ nad ciatem globalnym K. Oparto ja na zasadzie Hassego, ktéra mowi, ze
q jest izotropowa nad cialem K wtedy i tylko wtedy, gdy jest izotropowa nad kazdym jego
uzupelnieniem K, v € Q. Jezeli wymiar formy dim(q) jest rowny 1, to ¢ oczywiscie nie jest
izotropowa; jezeli dlm(q) = 2, to forma ¢ jest izotropowa wtedy i tylko wtedy, gdy w grupie
klas kwadratow K/K? jej wyznacznlk det(q) jest rowny —K?2. Jezeli dim(q) > 3, to wystar-
czy sie upewnic, ze g jest izotropowa jedynie nad cialami lokalnymi K, dla ktérych waluacja
v € Qg nie zeruje sie na co najmniej jednym wspotczynniku w diagonalnej postaci formy g.
Jest tylko skoiniczenie wiele takich waluacji. Dowody poprawnosci Algorytméw 5-7 oparto
na znanym twierdzeniu méwigcym, ze nad dowolnym ciatem skoniczonym (odp. cialem lokal-



nym) kazda nieosobliwa forma wymiaru 3 (odp. wymiaru 5) jest izotropowa. Wykorzystano
takze twierdzenie (Twierdzenie 2.2.16 (1)) moéwiace, ze jezeli forma ¢ = (uy,...,u,) nad
cialem lokalnym K, ma wspoélczynniki u; odwracalne w pierscieniu O, (tj. spelniajace
warunek D(u;) = 0), to ¢ jest izotropowa wtedy i tylko wtedy, gdy forma § = (%, ..., %)
nad cialem reszt K(v) jest izotropowa, gdzie u; jest obrazem wu; przy homomorfizmie ka-
nonicznym R; — K (v). Pomyslowo i zgrabnie Autor wykorzystuje réwniez obserwacje, ze
kazda forma ¢ nad cialem K, jest rownowazna sumie ortogonalnej ¢; L (m)go, gdzie 7 jest
elementem pierwszym, a formy diagonalne ¢; i ¢o maja wspoétczynniki odwracalne w Ok, ;
wowczas ¢ jest izotropowa nad K, wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z form g, lub
Gy jest izotropowa nad K (v) (Twierdzenie 2.2.16 (2)).

W podrozdziale 4.2 skonstruowano algorytm (Algorytmy 8-9) testujacy hiperbolicznosé
dowolnej formy ¢ nad cialem globalnym K. W tym celu najpierw opracowano Algorytm 8
sprawdzajacy, czy dla zadanej waluacji v € Qp forma ¢, = g ® K, jest hiperboliczna.
Poprawnos$¢ Algorytmu 8 oparto na twierdzeniu mowiacym, ze dwie formy nad dowolnym
cialem lokalnym sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same wymiary, wyznacz-
niki i niezmienniki Hassego. Nastepnie Autor dowodzi (dowod poprawnosci Algorytmu 9),
ze forma ¢ jest hiperboliczna nad K wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace
warunki: wymiar n = dim(q) jest parzysty, dyskryminant disc(q) = (—1)"""1/2det(q)
jest kwadratem (tzn. elementem neutralnym w grupie K/K?), a ponadto forma g, nad
ciatem K, jest hiperboliczna dla kazdej waluacji v € Q, ktoéra nie zeruje si¢ na co naj-
mniej jednym wspolczynniku w diagonalnej postaci formy ¢. W dowodzie wykorzystuje sie
tzw. stabg zasade Hassego, ktora mowi, ze forma ¢ jest hiperboliczna nad K wtedy i tylko
wtedy. gdy dla kazdego v € Qk forma ¢, jest hiperboliczna nad K. Jednak sam dowod nie
jest przeprowadzony zbyt szczegblowo, tzn. czyta sie go raczej jak szkic dowodu z odnie-
sieniami do innych twierdzen, ktére w rozprawie nie sg przytaczane (|22, Corollary VI.1.6],
[25, Corollary IV.4.5]); wykorzystuje sie w nim tez pierScien Witta i wlasnosci homomorfi-
zmu WK, — WK (v) pierscieni Witta (second residue homomorphism), ktére w rozprawie
nie s blizej omawiane.

W podrozdziale 4.3 przedstawiono algorytm (Algorytmy 10-11) do znajdowania indeksu
Witta dowolnej formy ¢ nad cialem globalnym K, czyli liczby 1/2dim(gy), gdzie g, jest
forma hiperboliczng w rozkladzie Witta g = ¢, L ¢, na czes¢ nieizotropowa ¢, i cze$¢ hiper-
boliczng g,. Oczywiscie dla obliczenia indeksu Witta wystarczy znalez¢ wymiar dim,(q) =
dim(q,) czesci nieizotropowej formy ¢. Autor zauwaza, ze Algorytm 10 obliczajacy wymiar
d, := dim,(g,) czeéci nieizotropowej formy ¢, = ¢ ® K, nad cialem lokalnym K, (v € Q)
pokrywa sie z analogicznym algorytmem dla ciat liczbowych, zawartym w pracy P. Koprow-
skiego i A. Czogaly (2018). Algorytm 11 wyznacza dim,(q) jako max{d,:v € B}, gdzie
B C Q sklada sie z tych waluacji, ktore maja niezerowa warto$¢ na co najmniej jednym
wspolczynniku w diagonalnej postaci formy g.

Proste w opisie sa algorytmy z podrozdziatu 4.3, za pomoca ktérych Autor testuje, czy
dane dwie formy ¢; i ¢o sa podobne w sensie Witta (Algorytm 12) lub w sensie Ono (Al-
gorytm 13). Dla przypomnienia, formy ¢; i ¢» sa podobne w sensie Witta, jezeli w ich
rozktadach Witta czeséci nieizotropowe sa formami rownowaznymi, natomiast formy ¢ i go
sg podobne w sensie Ono, jezeli ¢; = ag, dla pewnego a € K. Algorytm 12 sprowadza
sie w zasadzie do znanego stwierdzenia, ktore mowi, ze formy ¢; i ¢2 s3 podobne w sensie
Witta wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg trzy warunki: (i) réznica ich wymiaréw jest
parzysta, (ii) maja te same dyskryminanty, (iii) forma ¢; L — ¢» jest hiperboliczna. Innymi
slowy Algorytm 12 sprawdza, czy spelnione sa warunki (i)-(iii). Podobnie Algorytm 13 spro-



wadza sie do stwierdzenia, ze nieosobliwe formy ¢; i ¢» nad kazdym cialem o charakterystyce
# 2 sa podobne w sensie Ono wtedy i tylko wtedy gdy maja takie same wymiary, a forma
q1L — ago jest hiperboliczna, gdzie a € K jest jakimkolwiek elementem nalezacym do klasy
det(q) det(qgz) w grupie K/K?2. W szczegolnosci do samej konstrukeji Algorytmow 12-13
nie wykorzystuje sie w zaden sposéb zalozenia, ze K jest cialem globalnym.

W calej rozprawie najbardziej skomplikowana technicznie i pojeciowo jest metoda (Al-
gorytmy 14-16) znajdowania nieizotropowej czesci g, formy ¢ w jej rozkladzie Witta ¢ =
¢o L gn (rozdzial 5). Jezeli g nie jest hiperboliczna, to mamy dim,(¢) € {1,2,3,4}. Je-
zeli dim,(¢) = 1, to nietrudno sprawdzi¢, ze ¢, = (d) dla dowolnego d € disc(q). W
kazdym z pozostalych trzech przypadkow pokazuje sie, jak znalezé taki element a € K, ze
dim,(¢') = dim,(g) — 1, gdzie ¢’ :== (¢ L {—a)),. Wowczas g, = ¢’ L (a). Jezeli dim,(q) =4,
to wystarczy wzia¢ o = 1. Najbardziej ztozony jest przypadek dim,(¢) = 2 (Algorytm 15),
w ktorym wyznacza sie podzbior B(q) = {p1,...,ps} C Qg tych waluacji ciala K, ktore
przyjmuja warto$¢ nieparzysta na co najmniej jednym wspoétezynniku w diagonalnej postaci
formy g. W tym celu konstruuje sie baze {fi. ..., fn} C K/K? grupy Ep(g) tzw. elementow
B(q)-singularnych i definiuje si¢ elementy e;, a;; € Fo w taki sposob, ze e; = 0 (odp. a;; = 0)
wtedy i tylko wtedy, gdy niezmiennik Hassego s,,(gq) formy ¢ ® K, (odp. p;-adyczny sym-
bol Hilberta (5;,disc(q)),,) jest rowny 1. Nastepnie rozwiazuje si¢ uklad rownan liniowych
AX = B nad cialem Fy, gdzie A = [a;], B = [e1,...,e5]". Jako szukany element o € K
mozna wzia¢ dowolny element z klasy [[i-, 55, gdzie X = [e1,...,en)" jest rozwiazaniem
powyzszego ukladu. W szczegblnosci szukana cze$¢ nieizotropwa jest w tym przypadku
rowna ¢, = (a,—ad). Algorytmy 14-15 i dowody ich poprawnosci mocno przypominaja
analogiczne rezultaty z pracy P. Koprowski, B. Rothkegel: The Anisotropic Part of a Qu-
adratic Form Over a Number Field (2021, arXiv:2109.04172v1). Autor jednak nie cytuje tej
pracy, co stanowi oczywiste uchybienie.

W rozdziale 5 przedstawiono tez inng koncepcje obliczania cze$ci nieizotropowej. Opiera
sie ona na prostej obserwacji, ze (¢ L ¢')a = (¢a L ¢,)a, co pozwala obliczy¢ cze$é nieizo-
tropowa dowolnie ,duzej” diagonalnej formy g w sposéb rekurencyjny, poprzez sukcesywne
rozktadanie jej na coraz mniejsze ,kawalki” i wyznaczanie ich wymiaréw nieizotropowych,
natomiast obliczanie czesci nieizotropowych wystarczy wykonywac jedynie dla ,matych ka-
watkoéw”, tj. form o wymiarach < 4.

W ostatnim rozdziale opracowano algorytmy zwigzane z rozkladem elementow ciata glo-
balnego K na sume kwadratow. W podrozdziale 6.1 pokazano jak wyznaczy¢ dtugosé [(a)
dowolnego elementu a nad cialem globalnym K, czyli taka najmniejsza liczbe n € N, ze
a=al+...+a2 dla pewnych a; € K. Oczywiscie, jezeli aK? = bK?, to l(a) = I(b). Ladne i
zgrabne rozumowanie (znowu w oparciu o zasade Hassego) pokazuje, ze [(a) = max,cq, 1, (a),
gdzie [, (a) jest dtugoscia elementu a nad ciatem lokalnym K. Algorytm 18 oblicza [,(a) dla
dowolnie zadanej waluacji v € Q. W podrozdziale 6.3 obliczono liczbe Pitagorasa P(K)
dowolnego ciata globalnego K, czyli takg najmniejsza liczbe n € N, ze kazdy element ciala
K jest sumg co najwyzej n kwadratow. W podrozdziale 6.4 skonstruowano algorytm (Algo-
rytm 22) do znajdowania elementu Pitagorasa ciala K, czyli elementu a € K, ktory realizuje
liczbe Pitagorasa P(K). Najciekawszy jest przypadek, gdy cialo statych F, spetnia warunek
g = 3 (mod 4), bo tylko wtedy istnieje element a € K z liczba Pitagorasa 3 (zawsze mamy
l(a) < 3, aw przypadku ¢ = 1 (mod 4) zawsze [(a) < 2). Algorytm 22 szuka takiego ele-
mentu wérod unormowanych wielomianéw nierozkladalnych p € F [z] dzielacych wielomian
29" — z dla pewnego m > 1. Jezeli znajdzie taki ideal pierwszy p < Ok, ze waluacja v,(p)
jest nieparzysta, to zwraca wielomian p jako szukany element Pitagorasa.



3 Ocena rozprawy

Ogolna ocena rozprawy jest pozytywna. Autor wykazuje sie znajomoscia teorii form kwadra-
towych i globalnych cial funkcyjnych oraz umiejetnie wyprowadza ich wlasnosci w oparciu
o znane twierdzenia. Potrafi dobiera¢ i laczy¢ te wlasnosci form kwadratowych nad ciatami
skonczonymi i lokalnymi, ktore sa mu potrzebne do wyprowadzenia odpowiednich wiasno-
$ci nad cialami globalnymi. Przeprowadzone w dowodach rozumowania sa poprawne i jesli
zawieraja jakie$ usterki, to mozna je latwo usuna¢. Wiekszo$¢é dowodow jest przeprowadzo-
nych starannie i szczegoltowo. Czesto opieraja sie one na glebszych twierdzeniach. Dosy¢
obszerne i zlozone rozumowania zawieraja lematy pomocnicze w rozdziale 3 dla skonstru-
owania efektywnej metody rozkladu idealow pierscienia O na idealy pierwsze. Najbardziej
skomplikowana technicznie i pojeciowo jest konstrukcja czesci nieizotropowej z rozdziatu 5.
Wyniki zawarte w rozprawie Autor wyglaszal na zagranicznych konferencjach, jak np. In-
ternational Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC ’21), a takze, jako
wspoélautor, publikowal w takich punktowanych czasopismach z listy JCR jak Fundamenta
Informaticae i ACM Communications in Computer Algebra.

Ponizej zamieszczam kilka uwag krytycznych i szczegblowych, ktore nie wplywaja na
koricows, pozytywna ocene rozprawy.

W rozdziale 2 zabraklo precyzyjnego wytlumaczenia, w jaki sposob znajdowac te walu-
acje w nieskoriczono$ci, ktore nie zeruja sie na zadanym elemencie pierscienia Og. W szcze-
golnosei nie przedstawiono konkretnej formuly na v(a) dla kazdej takiej waluacji v € Q.
Rowniez dla waluacji p-adycznej nie zapisano w poprawny sposob odpowiedniej formuly, a
jedynie ogodlnie stwierdzono, ze jest ona indukowana rozktadem idealu utamkowego na ideaty
pierwsze.

Do prezentowanych w rozprawie przyktadow obliczeniowych (w szczegolnosci tych zwiaza-
nych z arytmetyka na ideatach w rozdziale 3) zaimplementowano system Magma, ale samych
dzialan nie wyprowadzono, tak ze wykonane obliczenia pozostaje przyja¢ na wiare. Dotyczy
to np. réownosci 1-5 z pierwszego przykitadu (str. 26), ktore nalezato bardziej objasnié¢, a
moze nawet wyprowadzi¢ ,recznie”.

Algorytm 6, testujacy izotropowos¢ formy nad cialem lokalnym K, potrzebuje do utwo-
rzenia form ¢; i ¢ elementu pierwszego @ € Og. Nalezalo w tym miejscu wyjasnié¢, jak
efektywnie konstruowa¢ taki element.

W Algorytmie 18, ktory oblicza diugosé [,(a) dowolnego elementu @ € K nad cialem
lokalnym K, nalezy dodatkowo zalozy¢, ze zachodzi réwnowaznosé: ¢ = 3 (mod 4) &
—1 ¢ K2, bo w przeciwnym razie, w przypadku, gdy ¢ = 3 (mod 4), —1 € K? oraz v(a) =1
(mod 2), algorytm zwraca 3, a powinien zwréci¢ 2. Dowod poprawnosci Algorytmu 18
w przypadku parzystej wartosci v(a) mozna bylo przeprowadzi¢ w alternatywny sposob,
tj. bez uzycia symbolu Hilberta, bo zawsze mamy rozktad a = un”@, gdzie v(u) = 0 i
v(m) =1, czyli I,(a) = [, (u), a poniewaz forma (1,1, —u) jest izotropowa (znowu dziala tu
Twierdzenie 2.2.16 (1)), to wobec Twierdzenia 2.2.8 mamy u € Dk, ((1,1)), czyli l,(a) =
I, (v) < 2, a wiec, jezeli a € K2, to I,(a) = 1, a jezeli a ¢ K2, to l,(a) = 2.

W rozprawie wykorzystuje sie rozne twierdzenia i notacje zaczerpniete z ksiazki Tsit-
Yuen Lam: Introduction to quadratic forms over fields, (AMS). Autor jednak nie zawsze o
tym informuje, co troche utrudnia $ledzenie rozumowan. Przykladowo, w dowodzie Algo-
rytmu 18 wykorzystuje sie rownowaznos¢ —1 € K2 & —1 € K(z/)2, o ktorej wczesniej w
rozprawie w zaden sposob sie nie wspomina i nie mozna jej bezposrednio wywnioskowac z
wezesniej przytoczonych twierdzeri, a wynika ona np. z odpowiedniego lematu powyzsze]

ot



ksigzki (Lemma VI.1.1). W rozprawie jednak Autor o tym nie wspomina. Poza tym, postu-
gujac sie specjalistycznymi notacjami nalezaloby je wczesniej zdefiniowaé¢ albo przynajmniej
uja¢ w spisie oznaczeni na poczatku rozprawy, a nie zawsze Autor o tym pamietal (dotyczy
to np. zapisu ,e;(p;|P)” w dowodzie poprawnosci Algorytmu 22).

Dowd6d punktu (i) Proposition 6.3.1 mozna bylto krécej zapisa¢, tzn. mozna byto napisac,
ze punkt (i) wynika bezposrednio z Proposition 6.1.2, Algorytmu 18 i nieréwnosci K # K2

W Algorytmie 22, jezeli ¢ = 3 (mod 4), to unormowany i nierozkladalny wielomian
p € F,[z] jest zwracany jako element Pitagorasa ciala K (czyli element dtugosci 3), gdy wa-
luacja v, (p) jest nieparzysta dla jakiego$ ideatu pierwszego p<tOk. Nalezaloby w tym miejscu
wyjasni¢, dlaczego taki ideal p zawsze istnieje (dla pewnego unormowanego i nierozkladal-
nego wielomianu p € F,[z]). Poza tym, w dowodzie Algorytmu 22 wnioskuje sie, ze symbol
Hilberta (—1,p), jest rowny —1, ale nie jest jasne na czym oparto ten wniosek. Powstaje
tez pytanie, kiedy algorytm sie zatrzymuje, czyli dla jakiego najmniejszego m wielomian p z
powyzszymi wlasnosciami jest dzielnikiem wielomianu 29" — 2?7 A takze, czy wsrod takich
wielomianow p istnieje element pierwszy, tj. z waluacja v,(p) = 17 Z drugiej strony, jezeli
uda sie znalez¢ jakikolwiek ideal pierwszy p <t O spelniajacy warunek —1 ¢ K fp, to wobec
Lematu 3.3.1 mozemy obliczy¢ stopieni rozszerzenia m := deg(p) = [Ox/p:F,] i wowczas,
wobec Lematu 3.2.1, mamy: v,(z¢" — ) =1 lub 1,(y?" —y) = 1, czyli co najmniej jeden z
elementow z9" — xz, y?9" — y jest nie tylko szukanym elementem Pitagorasa, ale tez elemen-
tem pierwszym m € Og dla y,. Powstaje zatem pytanie o efektywny sposéb znajdowania
idealu pierwszego p < O spelniajacego warunek —1 ¢ Kﬁp. Jeszcze drobna uwaga: chyba
przez pomytke w dowodzie poprawnosci Algorytmu 22 odwotano sie do Algorytmu 5, ktory
dotyczy innego zagadnienia.

4 Podsumowanie i konkluzja

Przedstawione w rozprawie algorytmy w nietrywialny i ciekawy sposob wypelniaja wspo-
mniang na poczatku luke w metodach obliczeniowych teorii form kwadratowych. Stanowig
naturalne i calo$ciowe opracowanie, bedace rozszerzeniem analogicznych wynikow, jakie uzy-
skano catkiem niedawno dla form kwadratowych nad ciatlami liczbowymi. Dowody popraw-
nosci wiekszosci algorytmow przeprowadzono szczegolowo i starannie. Wiele z nich opiera si¢
na znanych twierdzeniach, czesto znacznie glebszych, jak np. zasada Hassego. Przedstawione
rozumowania sg poprawne. Mimo opisanych wyzej kilku uwag krytycznych, stwierdzam, ze
rozprawa doktorska mgra Mawunyo Kofi Darkey-Mensah spelnia wszystkie wymogi ustawy o
stopniach naukowych i wnosze o dopuszczenie go do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

wmﬂwa



