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Uogólnienia nierówno±ci Hadamarda oraz twierdze«

Frobeniusa i Dieudonné

W swojej rozprawie doktorskiej autor zajmuje si¦ wªasno±ciami macierzy zespolonych.
Rozprawa skªada si¦ z trzech rozdziaªów, o nieco ró»nej tematyce. W rozdziale pier-
wszym omówione zostaªy klasyczne nierówno±ci. Rozdziaª ten zostaª podzielony na trzy
podrozdziaªy. W pierwszym z nich zostaªa najpierw przypomniana (wraz z dowodem)
nierówno±¢ Hadamarda

Γ(x1, . . . , xn) ≤
n∏
i=1

||xi||,

pomi¦dzy wyznacznikiem macierzy Gramma a iloczynem dªugo±ci wektorów. Nast¦pnie
(równie» z dowodem) nierówno±¢ Fischera

Γ(x1, . . . , xn) ≤ Γ(x1, . . . , xk)Γ(xk+1, . . . , xn).

Po tym wst¦pie zostaªa udowodniona nierówno±¢

Γ(x1, . . . , xn) +
n∏
i=1

|〈xi, xσ(i)〉| ≤
n∏
i=1

||xi||,

tak zwana permutacyjna nierówno±¢ Hadamarda.
W dalszej cz¦±ci wynik ten zostaª przetªumaczony na j¦zyki macierzy hermitowskich

oraz F -macierzy.
Jedynym oryginalnym wynikiem tej cz¦±ci jest permutacyjna nierówno±¢ Hadamarda.

Problem w tym, »e jak autor sam przyznaje, wynik ten byª ju» kilka lat wcze±niej
udowodniony przez X. Zhang i S. Yang. Uznaje jednak, »e jego wynik, opublikowany
ju» w dwóch pracach (gªównie z promotorem) zostaª uzyskany niezale»nie (gdy» tamte
prace chi«skich matematyków byªy trudne do znalezienia), oraz posiada wa»ny naddatek
jakim jest opisanie wszystkich przypadków, gdy zachodzi równo±¢.
Co do drugiej uwagi to niezbyt si¦ z ni¡ zgadzam, gdy» zwykle w takiego rodzaju

nierówno±ciach znalezienie warunków na równo±¢ jest banalne. Tak jest i tutaj. Za± co
do o±wiadczenia o niezale»nie uzyskanych wynikach to z tym mógªbym si¦ zgodzi¢. Te
wcze±niejsze prace byªy opublikowane pod tytuªami nie od razu kojarz¡cymi si¦ z tym
tematem. W takim przypadku zdarza si¦, »e powstaj¡ prace o tym samym wywodz¡ce
si¦ z innych dziaªów matematyki, których badacze nic o sobie nie wiedz¡ dowodz¡ tych
samych twierdze« pod zupeªnie innymi nazwami. I tu nie mo»na mie¢ do doktoranta (jako
jeszcze niedo±wiadczonego naukowca) o to pretensji, »e nie znaª takich powi¡za«. Je±li
ju» nale»y mie¢ j¡ do promotora.
Drugi podrozdziaª po±wi¦cony jest nierówno±ci¡ na ±lad macierzy wzorowanym na

nierówno±ci von Neumanna.
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Podaje si¦ nowe dowody (wzorowane na metodzie R. Grigorie�) znanych ju» twierdze«

sup
U1,...Uk∈Un(C)

∣∣∣∣∣ tr
(

k∏
j=1

UjAj

)∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1

k∏
j=1

σi(Ai),

gdzie tym razem σ nie oznacza permutacji a warto±¢ osobliw¡.

sup
U∈Un(C)

tr(UAU∗B) =
n∑
i=1

λi(A)λi(B)

oraz

inf
U∈Un(C)

tr(UAU∗B) =
n∑
i=1

λi(A)λn−i+1(B)

Zastosowanie wspomnianej metody daj¡ ªatwiejsze i ciekawe dowody.
W trzecim podrozdziale przytoczone zostaªo (wraz z dowodem) twierdzenie Kreina

(jeszcze inne wzmocnienie twierdzenia Hadamarda.
Podsumowuj¡c rozdziaª pierwszy ªatwo doj±¢ do konkluzji, »e jedynym oryginalnym

wynikiem jest permutacyjna nierówno±¢ Hadamarda (co do orginalno±ci której te» mo»na
mie¢ pewne zastrze»enia). Niejakim wkªadem te» mo»e by¢ uznane ukazanie w jaki sposób
metoda R. Grigorie� mo»e posªu»y¢ do dowodzenia twierdze«.
Niestety rozdziaª ten zostaª nadnaturalnie wydªu»ony przez dodanie dowodów klasycz-

nych twierdze« i lematów (z czego mam powa»ne w¡tpliwo±ci co do poprawno±ci dowodu
Twierdzenia 1). Dodatkowo w podrozdziale trzecim nie ma »adnego uzasadnienia, dlaczego
si¦ tu znalazª.

W drugim rozdziale macierze traktowane s¡ jako przeksztaªcenia liniowe. Na pocz¡tek
rozwa»ane s¡ uogólnienia twierdzenia Frobeniusa o postaci takich przeksztaªce« zachowu-
j¡cych wyznacznik (lub jaki± zbiór). Mo»na je wyrazi¢ w postaci:
Przy pewnych (ró»nych) zaªo»eniach przeksztaªcenie ma posta¢

L(X) = PXQ albo L(X) = PXTQ.

Ta cz¦±¢ zaopatrzona jest w kilka tego typu wyników z bardzo ªadnymi dowodami.
Niestety dowody maj¡ kilka bª¦dów, ale wynikaj¡ one bardziej z nieumiej¦tno±ci pisania,
s¡ ªatwe do naprawienia i nie maj¡ wpªywu na warto±¢ merytoryczn¡.
Rozwa»ana jest równie» ilo±¢ takich przeksztaªce«, które zachowuj¡ wyznacznik. Poka-

zuje si¦ tu, »e je±li R jest pier±cieniem sko«czonym, to jest ich |SLn(R)|2. W przypadku
pier±cieni reszt modulo n daje to podobne wyniki jak wy»ej (wcze±niej byªy gªównie dla
ciaª).
Ogólnie jest to najlepsza cz¦±¢ doktoratu. wyniki s¡ oryginalne i ciekawe. Dowody

czasami z drobnymi mankamentami, ale te» poprawne.

Pozostaje zatem jeszcze dodatek, czyli rozdziaª trzeci. Pierwsza cz¦±¢ nie powinna
si¦ tu znale¹¢. Autor przytacza tu znany i prosty fakt o generowaniu grupy SL2(Zn).
Przytacza tu skomplikowany dowód, który normalnie zajmuje dwie linijki. Jako wniosek
podaje oczywisty fakt, który u»ywa si¦ w standardowym dowodzie.
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W drugiej cz¦±ci jest ju» orginalny wynik, który dotyczy postaci tych przeksztaªce«
(niekoniecznie liniowych), które maj¡ posta¢

(T (X))ij = fij((X)ij),

i zachowuj¡ rz¡d lub wyznacznik. Podane s¡ odpowiednie warunki na funkcje fij. Dowody
s¡ ciekawe, cho¢ techniczne.

To ko«czy opis merytorycznej zawarto±ci rozprawy. Teraz troch¦ o cz¦±ci redakcyjnej.
Niestety praca jest bardzo ¹le napisana. Co dziwi, bior¡ pod uwag¦, »e autor ma a»
dwoje promotorów. Popeªnione jest, je±li nie wszystkie to wiele, 'grzechów' redakcyjnych.
Poni»ej wymieni¦ cz¦±¢ z nich.
Po pierwsze praca przypomina bardziej prac¦ przegl¡dow¡, zwªaszcza w pierwszym

rozdziale. Wedªug mnie nie tego si¦ oczekuje od rozprawy doktorskiej. Wydaje si¦,
»e autor stara si¦ poda¢ dowody wszystkich faktów pojawiaj¡cych si¦ w pracy. Mo»na
tu znale¹¢ dowody klasycznych twierdze« (niestety nieraz chyba z bª¦dami). I w tym
brakuje jednak konsekwencji, bo w nielicznych miejscach s¡ odwoªania do literatury.
Stwarza to wra»enie, »e te cz¦±ci dowodu s¡ dla autora za trudne. Przydaªaby si¦ wi¦ksza
konsekwencja. Wedªug mnie podawanie dowodów znanych twierdze« (je±li te dowody nic
nie wnosz¡) jest niewskazane. Podrozdziaª trzeci rozdziaªu pierwszego oraz podrozdziaª
pierwszy rozdziaªu trzeciego nie wnosz¡ nic warto±ciowego do pracy i nale»aªoby je usun¡¢.
Autor nie ma wyczucia jaka cz¦±¢ dowodu powinna by¢ bardziej rozwini¦ta, a jak¡

mo»e zostawi¢ czytelnikowi jako oczywist¡. Z jednej strony pisze, »e wida¢ od razu jak¡±
nieoczywist¡ rzecz, a z drugiej mo»na spotka¢ na przykªad wyja±nienie: dla B = I mamy

(BAB−1)kk = (IAI−1)kk = (IAI)kk = (A)kk.

Nadu»ywa si¦ tu j¦zyka potocznego zapominaj¡c o kwanty�katorach. W wielu miejscach
prowadzi¢ to mo»e (prowadzi) do nieporozumie«, czy bª¦dów. Cz¦sto nie jest jasne jaki
kwanty�kator autor ma na my±li (b¡d¹ kolejno±¢ kwanty�katorów).
Stosuje si¦ równie» obiekty lub skróty, które nie zostaªy zde�niowane. Zwykle czytelnik

jest w stanie po chwili domy±li¢ si¦ o co chodzi z dalszej cz¦±ci tekstu, ale jest to bardzo
m¦cz¡ce. Zdarzaj¡ si¦ dwa ró»ne (lub wi¦cej) oznaczenia (oba niezde�niowane) na t¦
sam¡ rzecz, jak równie» to samo oznaczenie ne ró»ne rzeczy. Czasami równie» zmienia si¦
oznaczenia na przeciwne ('»eby utrudni¢ czytelnikowi odbiór').
Dowodzi si¦ twierdzenia (bez podania rozs¡dnej przyczyny), przy pomocy lematów,

które pojawiaj¡ si¦ dalej w tek±cie. Czasami jest to wcze±niej zapowiedziane, czasami
nie ma »adnej wzmianki. To zmusza czytelnika do wi¦kszego wysiªku, by skakaª po caªej
pracy w poszukiwaniu czego±, czego jeszcze nie przeczytaª.
Nie de�niuje si¦ wielu poj¦¢ u»ytych w pracy (pewnie autor w wi¦kszo±ci przypadków

uwa»a je za ogólne znane, ale nie wszystkie chyba dobrze rozumie), a z drugiej strony
de�niuje si¦ takie, które ogólnie znane rzeczywi±cie s¡.
W tek±cie mo»na znale¹¢ wiele literówek, czy bª¦dów gramatycznych. Przy tym zaawan-

sowaniu narz¦dzi korekcyjnych jest to co najmniej dziwne i mówi sporo o zaanga»owaniu
autora (jak i promotorów) w stron¦ redakcyjn¡.

Poni»ej zamieszczam bardziej szczegóªowe uwagi. Prawdopodobnie nie zauwa»yªem
wszystkiego. Wi¦kszo±¢ literówek i bª¦dy gramatyczne pomijam. Pomijam równie» wszys-
tkie miejsca, które ªatwo zidenty�kowa¢ z tego co napisaªem powy»ej.
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S¡ dwa ró»ne oznaczenia na ciaªo, w zale»no±ci od rozdziaªu. Nie jest to problem, ale
jaki jest powód by tak byªo?
s.9 dowód b) 'to istniej¡ ...' - jaka jest tu kolejno±¢ kwanty�katorów. Dla jednej

oczywi±cie jest speªnione, ale do dowodu potrzebna jest przeciwna, caªkiem nieoczywista
(o ile prawdziwa).
s.9 przed dowodem c) 'St¡d otrzymujemy ...' - ta cz¦±¢ niejasna i wymaga bardziej

szczeguªowego wyja±nienia.
s.10 ko«cówka 'Zatem z Twierdzenia Pitagorasa' - Tutaj raczej bezpo±rednio z ortogonal-

no±ci wektorów. Do dowodu Twierdzenia Pitagorasa równie» trzeba tego u»y¢, wi¦c tak
jest uczciwiej.
s.12 ko«cówka - nie ma de�nicji macierzy caªkowicie nieujemnych.
s.13 ±rodek - nie ma de�nicji CBS. Mo»na si¦ domy±li¢ dalej, »e chodzi o nierówno±¢

znan¡ bardziej jako nierówno±¢ Couch'ego-Schwartza lub nierówno±¢ Schwartza. Pana
oznaczenie jest jakie± lokalne i powinno by¢ zde�niowane.
s.14 góra - nie zawsze jest prawdziwa równo±¢ supp(σk) = supp(σ). Dalej jest dobrze,

ale wynika to z innej wªasno±ci.
s.14 pod koniec 'Kwanty�kator szczegóªowy dotycz¡cy transpozycji w lemacie 2 nie

mo»e by¢ zast¡piony przez kwanty�kator ogólny, co wynika z poni»szego przykªadu.' - Ta
uwaga maªo wnosi. Inaczej oznaczaªo by równo±¢ dla ka»dej transpozycji.
s.22 nie ma de�nicji gotyckiego R. Rozumiem, »e chodzi o cz¦±¢ rzeczywist¡ liczby

zespolonej zwykle oznaczan¡ Re.
s.23 ±rodek - wcze±niej (i pó¹niej) przez σ oznacza si¦ permutacj¦. Teraz warto±¢

osobliw¡. Bardzo myl¡ce dla czytelnika.
s.23 ±rodek - w de�nicjach αi, βi jest co± nie tak. Pewnie co± z numeracj¡ indeksów.

Tak nie dziaªa, a przy przeciwnej chyba tak. Mo»e po przeredagowaniu.
s.39 - niezde�niowane oznaczenie na moc zbioru. Tu u»yta kreska u góry w innym

miejscu dwie kreski po bokach.
s.42 'Zaªó»my nie wprost, »e przeksztaªcenie L jest osobliwe' - tu dziwnie zredagowane.

Gdzie jest napisane, »e L jest nieosobliwe, »e zakªadamy niewprost co± przeciwnego.
Najpierw trzeba wyja±ni¢, »e w tych zaªo»eniach tak jest.
s.43 - nie ma de�nicji porz¡dku. Dla porz¡dku nie mo»na napisa¢ zwykle min po

zbiorze. Pewnie chodziªo panu tutaj o porz¡dek liniowy.
s.44 w ±rodku 'Zaªó»my, »e n-ty wiersz'. - Tu dla spokoju i lepszego odbioru czytelnika

przydaªo by si¦ napisa¢ (bzo). Inaczej na chwil¦ mo»na pomy±le¢, »e n-ty wiersz jest jaki±
wyj¡tkowy.
s.45 pocz¡tek - 'Zauwa»my, »e ... '. Przydaªo by si¦ bardziej szczegóªowe wyja±nienie.
s.47 ±rodek - 'Udowodnimy sªabsz¡ wersj¦ lematu.'. Wydaje si¦, »e jak osªabimy

zaªo»enia to wynik b¦dzie silniejszy.
s.48 lemat 6. - To jest nieprawdziwe. Prawdopodobnie zªy kwanty�kator.
s.52 koniec '(G)ii = (GEij)ii = (EijG)ii = (G)jj.' - Nie prawdziwe. Prawdopodobnie w

±rodku powinno by¢ ij.
s.53 ±rodek - jak wy»ej.
s.55 pocz¡tek 'pier±cieniem modulo' - to prawdopodobnie oznacza skrót od pier±cie«

reszt modulo n, jak dalej jest poprawnie u»yte.
s.69 Uwaga 8 - jaki ona ma cel? Przecie» mamy L(Mn(F)) ⊆ S, wi¦c to jest oczywiste.
s.70 pocz¡tek - jaki jest kwanty�kator na B ∈ GLn(F)?
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s.79 De�nicja 14 - jaki kwanty�kator? Czy przestrze« jest tylko jedna, czy ka»d¡ tak
nazywamy?
s.85 koniec - niema de�nicji fij, czy tu mo»e brakuje kwanty�katora?
s.87 pocz¡tek - co to jest Bi nie byªo de�nicji.
s.87 ±rodek - wcze±niej permutacje byªy oznaczane maªymi literami a Σ oznaczaªo zbiór

macierzy osobliwych?
s.88 ±rodek - dla s = j, Bs z tego lematu jest tym samym co A z poprzedniego. Dlaczego

tak zmiana nazewnictwa z A na B?

Konkluzja:

Uwa»am, »e rozprawa doktorska broni si¦ pod wzgl¦dem merytorycznym, gªównie za
spraw¡ rozdziaªu drugiego. Autor ma odpowiedni¡ wiedz¦ w opisywanym temacie i potra�
stosowa¢ j¡ do rozwi¡zywania powstaªych tam problemów. Niestety du»ym problemem
jest strona redakcyjna, która jest sªab¡ stron¡ autora pracy. Jest to do±¢ istotna cz¦±¢
pracy naukowca i powinna by¢ uwzgl¦dniona przy pisaniu rozprawy doktorskiej.
Z tej to przyczyny nie mog¦ z peªnym przekonaniem uzna¢, i» w obecnej formie przedsta-

wiona rozprawa speªnia warunki stawiane rozpraw¡ doktorskim przez art. 13 Ustawy.
Dlatego te» wnosz¦, aby przed dopuszczeniem kandydata do dalszego toku przewodu
doktorskiego praca zostaªa przeredagowana zgodnie z powy»szymi uwagami.

Mariusz Grech


