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Recenzja rozprawy doktorskiej
Uogdlnienia nierdwnodci Hadamarda oraz twierdzer Frobeniusa i Dieudonné
autorstwa Pana mgr. Michala Roézanskiego

Przedmiotem niniejszej recenzji jest rozprawa doktorska pt. Uogdinienia nierdwnosci Hada-
marda oraz twierdzeri Frobeniusa i Dieudonné przygotowana przez Pana mgr. Michala Rozan-
skiego. Promotorem pracy jest dr hab. inz. Roman Wituta, prof. US, za§ promotorem pomoc-
niczym jest dr inz. Roksana Stowik. Przedstawiona praca zostata napisana w jezyku polskim
1 liczy 98 stron. Sklada sie ze Wstepu, trzech rozdzialéw oraz bibliografii liczgce] 54 pozycje.
W dalszej czedci recenzji wszystkie odnosniki do literatury sg wedlug bibliogafii rozprawy, za$
oznaczenia tozsame z oznaczeniami uzywanymi przez Autora w ocenianej pracy.

Problematyka pracy koncentruje sie wokél zagadnienia uogolnienia klasycznych wynikow
dotyczacych szeroko rozumianej teorii macierzy, a doktadniej nieréwnosci Hadamarda i jej wa-
riacji oraz wynikow Frobeniusa i Dieudonné dotyczacych liniowych odwzorowan macierzowych,
ktore zachowuja pewne klasy macierzy.

We Wstepie przedstawiono krétki rys historyczny dotyczacy rozwoju i wynikéw badan po-
ruszanych w pracy. Przedstawiono réwniez motywacje stojacg za podjetymi badaniami oraz
zawartos¢ rozprawy z wyszczegélnieniem wynikéw uzyskanych przez Autora.

Rozdzial 1 podzielony jest na trzy podrozdziaty. Pierwszy podrozdzial po§wiecony jest uzy-
skaniu szeregu uogolnien klasycznej nier6wnosci Hadamarda, ktora mowi, ze T(zy, ..., 2,) <
[T, |lx:]|?, gdzie T'(xy, ..., z,) jest wyznacznikiem macierzy Grama wektoréow z,, ..., z,. Do-
ktadniej, dowodzi sie tzw. permutacyjnej wersji nieréwnogci Hadamarda (Twierdzenie 4) postaci

D(z1,...,7n) + [ [ Wz zo@d] < [ il
=1 =1

gdzie o € S, \ {id}. Ponadto, podane zostaly warunki, ktére jednoznacznie gwarantuja zacho-
dzenie réwnosci. Nastepnie dowiedziono innych wersji permutacyjnej nieréwnosci Hadamarda
oraz wersje zopytmalizowang dla dodatnio pétokreslonych macierzy hermitowskich (Twierdze-
nie 5) oraz ciekawy i zaskakujacy wynik dotyczacy osiggania maksimum pewnych iloczynéw
zawierajacych iloczyny skalarne wektoréw i ich permutacji (Twierdzenie 6).

Drugi podrozdzial poswiecony jest réznym uogdlnienieniom nieréwnosci von Neumanna,
ktora mowi, ze dla dowolnych macierzy A, B € M,,(C) spelniona jest nier6wnosé

|tx(4B)| < Y oi(A)au(B),

gdzie dla macierzy M, przez o;(M) oznaczamy i-ta warto$cia osobliwg M i dodatkowo za-
ktadamy, ze o;(M) > 0,1 (M) dlai = 1,...,n — 1. W Twierdzeniu 22 Autor podaje nowy,



elementarny, dowod pewnego uogdélnienia powyzszej nier6wnosci na wieksza od dwoch liczbe
macierzy (otrzymany wezesniej przez Fana w latach 60-tych). Podobna metoda dowodowa zo-
staje zastosowana w dowodzie (znanego) Twierdzenia 24. Nastepne uogdlnienie jest poprawiong
wersja ,twierdzenia” pochodzacego z monografii [38]. Podane tam twierdzenie jest falszywe,
gdyz brakuje zatozenia dodatniej pétokreslonosci odpowiedniej macierzy hermitowskiej. Autor
pokazuje odpowiedni kontrprzyktad i przedstawia swoj dowéd jako Twierdzenie 25 (z dodanym
brakujacym zalozeniem).

Ostatni podrozdziat po§wigcony jest mocniejszym wersjom nieréwnoéci Hadamarda wedtug
Krejna. Nie ma tutaj zadnego nowego wyniku i w zasadzie tego rozdziatu mogloby nie by¢, gdyz
w calogci opiera sie na wynikach Krejna. Lematy 3 i 4 sa rowniez znane. Jedynie Przyktady 6,
7 pokazuja nietrywialno§é pytania o postaé najmocniejszej wersji nieréwnosci typu Hadamarda
(o tym kilka stoéw nizej).

Rozdzial 2 pogwiecony jest réznym uogélnieniom twierdzenia Frobeniusa dotyczacego od-
wzorowah liniowych L : M, (F) — M, (F), ktore zachowuja wyznacznik, tzn. spetniaja waru-
nek det L(X) = det X, gdzie X € M, (F). Klasyczne twierdzenie Frobeniusa byto dowodzone
przy zatozeniu, ze F = C. W pézniejszych pracach zalozenie to bylo ostabiane (zawsze jed-
nak ciato miato charakterystyke 0). Twierdzenie 30 pokazuje, ze analogon twierdzenia Frobe-
niusa jest prawdziwy nad dowolnym cialem dowolnej charakterystyki. Dowdd tego twierdze-
nia uzywa Twierdzenia 31, ktore charakteryzuje odwzorowania liniowe przeprowadzajace klase
macierzy osobliwych na podzbior klasy macierzy osobliwych. Nastepnie, w podrozdziale 2.3
dowiedzione jest twierdzenie dotyczace ilogci roznych odzworowan postaci PXQ, PXTQ, gdzie
P,Q € GL,(R),det(PQ) = 11 R jest pierécieniem skonczonym. Okazuje sig, ze rzeczona liczba
jest postaci 2|SL,(R)|?. Autor pracy nie jest w stanie stwierdzi¢, czy jest to nowy wynik.
Piszacemu te stowa twierdzenie to nie byto wczesniej znane.

Podrozdzial 2.4 po§wiecony jest pytaniu dotyczacemu istnienia analogonéw twierdzen Fro-
beniusa i Dieudonné nad pierécieniami Z;, k > 2. Okazuje sie, ze w tym przypadku istnieja
odwzorowania liniowe, ktére nie sa postaci postulowanej w klasycznych twierdzeniach (Twier-
dzenie 35 i Twierdzenie 36).

W dalszej czesci rozdziatu uzyskano Twierdzenie 39, ktore dotyczy osobliwych przeksztalcen
liniowych L : M, (F) — M,(F), zachowujacych klase macierzy osobliwych lub nieosobliwych
(jest to wzmocnienie wyniku Botty na dowolne cialo IF o co najmniej n + 1 elementach).

Rozdzial 3, zatytulowany Dodatki, zawiera pewne wyniki dotyczace (niekoniecznie linio-
wych) przeksztalcen, ktore zachowuja rzad, wyznacznik lub osobliwodci macierzy. Gi6wne wy-
niki to zaprezentowanie poprawnych dowodow ,twierdzen” uzyskanych przez J. Kalinowskiego
w pracach [24, 25, 26]. Jak si¢ bowiem okazuje, dowody zamieszczone w cytowanych pracach
zawieraja luki, ktore uzupetnia w rozprawie mgr Rozanski.

W rozdziale tym znajduje sie réwniez dowod twierdzenia o postaci generatoréw grupy
SLy(Zy). Nie bardzo rozumiem, dlaczego zostat on zalgczony, gdyz wynik ten jest klasyczny
i moze byé prosto otrzymany ze znanego twierdzenia o postaci generatorow grupy SLy(Z).

Warto doda¢, ze przedstawione twierdzenia ilustrowane sa dobrze dobranymi przyktadami,
ktére pokazujg istotno§é czynionych zalozen. Poza tym, na podkreslenie zastuguje fakt, ze
uzyskane nowe wyniki (lub alternatywne dowody znanych juz twierdzen) wymagaty od Autora
duzej sprawnoéci technicznej oraz szerokiej wiedzy w operowaniu wynikami klasycznej teorii
macierzy.

Odniose sie jeszcze do redakcji pracy. Praca jest napisana dobrym jezykiem polskim. Po-
mimo tego, mam w tej materii szereg uwag krytycznych. Dziwi odnoszenie si¢ do konkretnych
~ twierdzen, lub ogolniej numerowanych zdan, zapisujac je mata litera. W mojej opinii utrud-
nia to czytanie. Podobnie nie rozumiem dlaczego twierdzenia, lematy, definicje numerowane sg
niezaleznie (w kazdym przypadku kolejnymi liczbami naturalnym). Utrudnia to odnalezienie



poszezegolnych sformutowan, gdyz trzeba przeszukiwaé prace w kierunku poczatku, a niejedno-
krotnie do przodu. Wlagnie ta maniera byta dla mnie, jako czytelnika, najbardziej klopotliwa.
Przyktadowo, w dowodzie Twierdzenia 33 odwolujemy sie do Lematu 6, ktory znajduje sie
cztery strony dalej. Nie rozumiem dlaczego wszystkie lematy, ktorych uzywa sie w dowodzie
konkretnego twierdzenia nie znalazly sie i nie zostaty udowodnione przed dowodem tego wta-
Snie twierdzenia. Taki sposdb narracji utrudnia gledzenie wywodu. Nalezy jeszcze wspomnied
o niestandardowym sposobie uzywania dwukropka. Mianowicie, kazde wysrodkowane (lub by
by¢ bardziej precyzyjnym wydolarowane w zroédle TeX-owym) wyrazenie jest poprzedzone dwu-
kropkiem. W niektérych zdaniach 6w dwukropek pojawia sie dwa, a nawet trzy razy. Jest to
dziwne i w wielu miejscach sprzeczne z regutami jezyka polskiego.
Do powyzszych uwag dodam jeszcze kilka drobiazgow, ktore udato mi sie wychwycié:

e str. 19, linie 5, -7: w miejsce wyrazenia h;; powinno by¢ (H)y;

e str. 13, linia -8: brak wyjasnienia skrétu CBS. Jest jasne o jakg nieréwnosé chodzi, ale
choé¢ raz powinna sie pojawic¢ jej petna nazwa;

e str. 34, linia 15: brak przeciwdziedziny definiowanej funkcji;

e str. 41, linia -3: ,I wreszcie w prezentowanej tutaj rozprawie pokazemy” — |1 wreszcie,
w prezentowanej tutaj rozprawie, pokazemy”;

e str. 47, linia 13: ,Udowodnimy stabsza wersje lematu” — ,,Udowodnimy mocniejsza wersje
lematu”. Zalozenie jest stabsze, wigc wynik jest mocniejszy. Swoja droga, dlaczego nie
sformutowano lematu w tej mocniejszej wersji?

e str. 52, linia 12: ,istnieje odwracalne r” — istnieje taki odwracalny element 1"
e str. 63, linia -6: | tozsamosé” — ,tozsamogci”;

o str. 64, linia 2: ,wiec"— ,wiec™;

o3y,

— Jqliczby pi*, ... 0"

e str. 63, linia 11: Jiczby pi*, ... p/""
e str. 83 i dalej w podrozdziale 3.1: Zbior macierzy kwadratowych 2 x 2 o wyrazach ze zbioru
7 (lub Zj) i wyznaczniku rownym 1 oznacza sie zaréwno przez SLy(Z) jak i SLy(7Z).

Wymienione powyzej mankamenty, cho¢ momentami wplywaja na czytelnoéé, nie majg wptywu
na zawartos¢ merytoryczna pracy.

Zgodnie z tym co zostalo napisane we Wstepie, czesé oryginalnych wynikéw pracy zostata
uzyskana wspolnie z promotorem rozprawy. Nie jest jednak wyszczegdlnione jaki byt wktad
mgr. Rozanskiego w powstanie tych wynikow. Jest dla mnie jasne, ze w naukach matematycz-
nych okreslenie tworczego wktadu jest trudne, a czasem niemozliwe. Niemniej, z recenzenckiego
obowigzku odnotowuje fakt, ze do rozprawy nie zostaly zataczone zadne o$wiadczenia o wkta-
dzie autoréw w uzyskanie wynikéw wspolnych publikacji (jednakze, zgodnie z obowigzujacymi
przepisami, nie ma takiego obowigzku).

W pracy przedstawiono szereg uogélnien klasycznych wynikéw dotyczacych nieréwnodei
i odwzorowan macierzowych. Cze$¢ tych wynikéw bylo oczekiwanych (np. gdy poza cialem
podktadowym teza samego twierdzenia si¢ nie zmienia), ale cze$é jest zaskakujaca (jak np.
Twierdzenie 6 czy druga czeéé Twierdzenia 35). Warto podkreslié raz jeszcze, ze uzyskanie
tych wynikéw wymagato pomystowosci, sporej sprawnoéci technicznej i biegtosci w operowaniu
klasycznymi wynikami teorii macierzy. To czego mi brakuje w pracy, to dyskusji dotyczacej
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dalszych kierunkow badan, ktére mozna podjaé¢. Lektura rozprawy nasuwa kilka pytan. I tak,
w Przyktadzie 6 1 Przykladzie 7 poréwnano klasyczng, zoptymalizowang oraz wersje Krejna
nieré6wnosci Hadamarda, sygnalizujac, ze nie jest jasne, w jakich przypadkach konkretna wersja
daje lepsze wyniki. W §wietle tego naturalnym jest pytanie o charakteryzacje macierzy (by¢
moze przy dodatkowych zalozeniach), gdy wersje te daja takie same wyniki (lub spelniaja
odpowiednie nieréwnosci). W kontekécie Twierdzenia 6 ciekawym jest réwniez pytanie o ist-
nienie takiego zbioru Z, C T, ze prawdziwa jest rowno§é max{[ [, [{z; z,))| : 0 € T} =
max{[ [, {zi,z50)})| : o € Z,}, gdzie n jest ustalone i zy,...,2, € U. Innymi stowy, czy
mozna wyrzuci¢ pewne tanspozycje z T, tak by nadal zachodzita rownosé jak w Twierdzeniu 67
Interesujacym byloby réwniez pytanie, czy Twierdzenie 35 da sie przeniesé na pierscienie wielo-
mianéw (szeregow formalnych) lub pierdcienie, ktére sg skoniczonymi iloczynami kartezjanskimi
cial.

Uwazam, ze pomimo przedstawionych uwag krytycznych, przedstawiona rozprawa speinia
ustawowe (por. art. 13 ust. 1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym) i zwyczajowe
wymagania stawiane pracom doktorskim. Przedstawiona praca zawiera nowy materiat, ktory
rozszerza i uzupelnia wiedze o nieréwnosciach typu Hadamarda oraz odwzorowaniach zachowu-
jacych pewne wtasnosci macierzy. W zwiazku z tym wnosze o dopuszczenie Pana mgr. Michata
Rozaniskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



