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Praca doktorska ma syntetyczna postaé. Wyrdzniono w niej dwa gltowne rozdziaty
i trzeci dodatkowy. Pierwsza rozdzial zwigzany jest z nieréwnosciami macierzowymi, a Sci-
slej z nierownoscig Hadamarda i nierownoscig von Neumanna. Natomiast na drugi rozdziat
sktada si¢ problematyka przeksztatcen liniowych macierzy kwadratowych, ktére zachowuja
wybrane wlasnosci macierzy. Podstawa gtéwnych rozwazan staty sie klasyczne juz twier-
dzenia znanych matematykéw: Jacques’a Hadamarda, Johna von Neumanna, Ferdinanda
Frobeniusa oraz Jeana Dieudonné.

Jesli chodzi o pierwszy rozdzial, to jego tematyka opiera sie na nieréwnosci Hadamar-
da opublikowanej w 1893 roku oraz nieréwnosci von Neumanna o sladzie macierzy z 1937
roku. Jego problematyka zostata skierowana na wzmocnienie klasycznej nieréwnosci Ha-
damarda do postaci zoptymalizowanej nierownosci Hadamarda. Wyniki dotyczace tych
wzmocnien zostaly juz opublikowane w artykutach [10] i [11]. Autor dysertacji jest ich
gtownym wspotautorem. Tym niemniej rezultaty tych prac przedstawione sa w dysertacji
w odswiezonej i rozszerzonej formie. Dodatkowo w pierwszym rozdziale przedstawiono
nowy dowod nieréwnosci von Neumanna dla sladéw macierzy w przypadku ilosci ma-
cierzy wiekszej niz dwa i doprecyzowano zalozenia w wersji nierownosci von Neumanna
dla dwoch macierzy hermitowskich. Co ciekawe nieréwnosci Hadamarda i von Neumanna
majg pewien wspolny watek. Jedna z wersji nieréwnosci von Neumanna moze by¢ uzy-
ta do udowodnienia wzmocnionej nieréwnosci Hadamarda przedstawionej przez znanego
radzieckiego matematyka — Marka Krejna [6], co réwniez zostalo przedstawione w dyserta-
cji. Zainteresowanie tg tematyka wcigz jest aktualne, o czym na przyktad moze Swiadczy¢
catkiem Swiezy artykut [7] autorstwa Lina i Sinnamona z 2020 roku.

Natomiast drugi rozdziat pracy zainicjowany zostal rozwazaniami nad dwoma twier-
dzeniami, ktore zostaly podane przez Ferdinanda Frobeniusa w 1897 roku i przez Jeana
Dieudonné w 1949 roku. Pierwsze z nich méwi o postaci przeksztatcenia liniowego, ktore
zachowuje wyznacznik macierzy, a drugie o postaci przeksztatcenia liniowego, ktore zacho-
wuje zbiér macierzy nieosobliwych. Smiato mozna powiedzie¢, ze zagadnienia te stanowity
podwaline pod nowa gataz teorii macierzy, zajmujaca sie przeksztatceniami liniowymi za-
chowujacymi pewne wtasnosci macierzy, a mianowicie rzedy macierzy, wartosci wlasne
i wartosci osobliwe [9], zbiory macierzy ortogonalnych [3], unitarnych [8] i nilpotentnych
[4]. Rozwazania te byly czesto prowadzone kosztem utraty dowolnosci struktury, nad kto-

ra opisane sa macierze. Najczesciej rozwazano macierze nad cialem liczb zespolonych lub



nad dowolnym ciatem algebraicznie domknigtym. W drugim rozdziale gtéwne rozwazania
poszty dwutorowo. Po pierwsze z sukcesem zajeto sie zagadnieniem rozszerzenia twier-
dzenia Frobeniusa na dowolne ciata, a nawet na pierscienie modulo tak dla twierdzenia
Frobeniusa, jak i dla twierdzenia Dieudonné. Kluczowe okazato sie tutaj, czy k jest pote-
ga liczby pierwszej dla pierscienia modulo k. Po drugie przeprowadzono rozwazania nad
twierdzeniem Dieudonné dla przeksztatcen liniowych osobliwych. W tym temacie uzyska-
no uogdlnienie wariantu twierdzenia Dieudonné podanego przez Botte w artykule [2] dla
cial algebraicznie domknietych na prawie wszystkie ciata (oprocz ciat skoniczonych o ilogci
elementéw nie wiekszej niz stopien macierzy). Koncéwka drugiego rozdziatu dysertacji
skupia sie na szczegdétowych badaniach oraz uspdjnieniem materiatu nad postacig prze-
ksztatcenia liniowego, ktore zachowuje rzad macierzy, rowny jeden i dwa lub ewentualnie
rowny jeden. Okazuje sie, ze tutaj gtéwna role odgrywa fakt, czy ciato, nad ktérym roz-
wazane sg macierze, jest algebraicznie domkniete. Tematyka drugiego rozdziatu jest wciagz
aktualna, o czym $wiadcza prace [1, 5, 12] z ostatniej dekady.

Trzeci rozdziat dysertacji sktada sie z dwoch dodatkéw luzno zwiazanych z tematem
pracy. Pierwszy z nich opowiada o generowaniu zbioréw macierzy kwadratowych stopnia 2
nad pierscieniem liczb catkowitych oraz nad pierécieniami modulo k. Rezultat ten powstat
przy okazji opracowywania drugiego rozdzialu dysertacji. Drugi z dodatkow zwiazany jest
z pewnymi przeksztatceniami macierzy zachowujacymi osobliwos$¢ i nieosobliwosé, rzad
lub wyznacznik macierzy, co w pewien sposéb dopekia tematyke drugiego rozdziatu dy-

sertacji.

Spis literatury cytowanej w streszczeniu

[1] El Abidine Abdelali Z., Maps preserving the spectrum of polynomial products of ma-
trices, J. Math. Anal. Appl. 480 (2019), Article 123392.

[2] Botta P., Linear maps that preserve singular and nonsingular matrices, Linear Alge-

bra Appl. 20 (1978), 45-49.

[3] Botta P., Pierce S., The preservers of any orthogonal group, Pac. J. Math. 70 (1977),
37-49.

[4] Botta P., Pierce S., Watkins W., Linear transformations that preserve the nilpotent
matrices, Pac. J. Math. 104 (1983), 39-46.

3



[10]

[11]

[12]

Costara C., Linear maps preserving structured singular values of matrices, Linear

Algebra Appl. 620 (2021), 76-91.

Krejn M.G., Ob odnom predpolozenii A.M. Lapunova, Funkcionalnyj analiz i ego

prilozenia 7 (1973), 45-54 (po rosyjsku).

Lin M.-H., Sinnamon G., Reuvisiting a sharpened version of Hadamard’s determinant

inequality, Linear Algebra Appl. 606 (2020), 192—200.

Marcus M., All linear operators leaving the unitary group invariant, Duke Math. J.

26 (1959), 155-163.

Marcus M., Moyls B.N., Linear transformations on algebras of matrices, Canad. J.

Math. 11 (1959), 61-66.

Roézanski M., Wituta R., Hetmaniok E., More subtle versions of the Hadamard ine-
quality, Linear Algebra Appl. 532 (2017), 500-511.

Roézanski M., Wituta R., Hadamard’s optimized inequality, Linear Algebra Appl. 620
(2021), 109-123.

de Seguins Pazzis C., The singular linear preservers of non-singular matrices, Linear

Algebra Appl. 433 (2010), 483-490.



