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I Struktura i tematyka rozprawy

Na prace doktorska mgr. Pawta Klimasary sktadaja sie cztery publikacje i obszer-
ny autoreferat. Pierwsze dwie prace zostaty opublikowane w Mathematyka Applicanda,
przy czym jedna jest samodzielna, a druga opublikowana wraz z promotorka rozprawy
prof. Martg Tyran-Kaminska. Promotorka jest réwniez wspotautorka trzeciej publika-
cji w SIAM J. Appl. Math., zas wspotautorami czwartego artykutu opublikowanego
w Nonlinear Analysis: Hybrid Systems sg jeszcze prof. Michael C. Mackey z Mec.Gill
University w Montrealu oraz dr Andrzej Tomski.

Trzy pierwsze publikacje dotycza bezposrednio gtownej tematyki rozprawy, a wiec
matematycznego modelowania ekosystemu sawanny, zas czwarty poswiecony jest row-
naniom ewolucyjnym z losowym przetaczaniem. Réwnania te sa podstawowym narze-
dziem uzywanym w modelowaniu zjawisk biologicznych i w ostatniej pracy przedsta-
wione sg rowniez przyktady zastosowan, w tym oprocz juz klasycznych z modelowania
dynamiki populacyjnej i ekspresji genéw, pojawiaja si¢ rowniez modele wykorzystujace
przetaczanie miedzy réwnaniami czgstkowymi.

Modelowanie ztozonych ekosystemdw, takich jak sawanna, jest zagadnieniem trud-
nym poniewaz wymaga zrozumienia delikatnych powigzan miedzy réoznymi obiektami
biologicznymi i fizycznymi i ich matematycznego opisania, a jednoczesnie umiejetno-
sci redukeji modelu do podstawowych mechanizméw, tak aby matematyczna analiza
modelu dawala istotne informacje dotyczace calego ekosystemu. Z drugiej strony mo-
delowanie réznorodnych systemow biologicznych ma juz dtuga tradycje bazujaca na
modelach konkurencji i drapiezca-ofiara, a wiec na modelach opisywanych za pomoca
uktadow rownan rozniczkowych zwyczajnych oraz rownan stochastycznych typu Ito.
Jednak modele te nie wystarczaja, aby opisa¢ procesy biologiczne, ktérych dynamika

zmienia si¢ w sposéb skokowy w losowych momentach czasu. Taki charakter maja pro-



cesy opisujace katastrofy ekologiczne, na przyktad wybuchy pozaréw na sawannie. W
swoich pracach doktorant stara sie budowa¢ modele ekosystemu sawanny z uwzgled-
nieniem mechanizméw losowych o gwaltownej naturze. W tym celu uzywa narzedzi
matematycznych — proceséw kawatkami deterministycznych, to znaczy takich proce-
sow, ktore generalnie maja nature deterministyczna, a wiec ich przebiegi sg opisywane
za pomoca rownan rézniczkowych zwyczajnych, ale w losowych momentach nastepuje

albo zmiana dynamiki, albo skok wartosci procesu.
IT Opis modeli, uzywanych narzedzi matematycznych i uzyskanych wynikéw

W kolejnych pracach kandydata pojawiaja sie coraz bardziej ztozone modele mate-
matyczne opisujace koegzystencje roznych elementow ekosystemu sawanny. Roslinnosé
sawanny dzieli na dwie grupy: roslin trawiastych i drzewiastych, ktérych biomase ozna-
czamy odpowiednio przez g i w.

Model przedstawiony w pierwszej pracy jest stosunkowo prosty. Biomasa drzew
wzrasta wedtug rownania logistycznego: w’ = aw(1 — w), za$ trawa wypelnia pozosta-
ly obszar, a wiec g = 1 — w. Pozary wystepuja w losowych momentach (¢,) i biomasa
drzew po pozarze w chwili ¢, wynosi w(t,) = (1 — 0,)w(t;), gdzie (6,) jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych przyjmujacych wartosci w przedziale (0,1) o usta-
lonej gestosci h. Prawdopodobiefistwo pozaru w przedziale czasu [t,t + At] wynosi
AMw(t))At + o(At). Jest to typowy jednowymiarowy model katastrofy ekologicznej. Z
przedstawionego opisu wnioskujemy, ze wielko$¢ biomasy w(t) opisana jest procesem
Markowa, a doktadniej procesem Markowa z losowymi skokami wielkosci w. Doktorant
bada jak zmienia sie gesto$¢ p(t,w) rozktadu tego procesu i podaje warunki koniecz-
ne na asymptotyczng stabilnosé rozktadéw w L!, a wiec kiedy speliony jest waru-
nek limy_o fi [p(t, w) — p.(w)| dw = 0, gdzie p, jest gestoécia rozktadu stacjonarnego.
Gléwne narzedzie uzyte w badaniu to pdlgrupy stochastyczne (inna nazwa, to pélgrupy
Markowa) opisujace ewolucje gestosci rozktadéw oraz twierdzenia wiazace wtasnosci
polgrupy z wlasnosciami operatora skoku.

W drugiej pracy badany jest model, w ktérym miedzy pozarami wielko$ci bioma-
sy obu grup roslin spetniajg uktad réwnan konkurencji, a zatem model opisany jest
za pomocy dwuwymiarowego procesu Markowa ze skokowa zmiang wielkosci. Gtowny
wynik pracy to twierdzenie o asymptotycznej stabilnosci gestosci rozktadow. Dowdd
tego faktu oparty jest na dos¢ zaawansowanych twierdzeniach dotyczacych czesciowo-
catkowych potgrup stochastycznych.

Najbardziej zaawansowany model ekosystemu sawanny pojawia si¢ w trzeciej pracy.



W zalozeniu model ten ma uwzglednié jeszcze czynnik sezonowy (pora sucha i deszczo-
wa). Wprowadzenie sezonowosci za pomoca procesoéw kawalkami deterministycznych
jest dos¢ ktopotliwe, bo wymusza okresowa zmian¢ dynamiki, zas zwykle skoki w ta-
kich procesach odbywaja sie w losowych momentach czasu. W pracy rozwazany jest
jeszcze bardziej skomplikowany model, w ktérym wystepuja dwie grupy roslinozer-
coOw wplywajace na biomase roslin drzewiastych i trawiastych. Ostatecznie w modelu
wystepuja skoki biomasy roslin oraz sezonowa zmiana dynamiki. Dynamika mie¢dzy
skokami procesu opisana jest za pomoca czterowymiarowego uktadu réwnan rozniczko-
wych taczacego konkurencje miedzy roslinami oraz wpltyw zwierzat na ubytek biomasy.
Komplikacje zwigzane z okresowoscig powoduja, ze zamiast asymptotycznej stabilnosci
modelu dowodzi sie, ze proces jest ergodyczny w sensie Césaro (w $redniej). Dowdd
tego faktu jest dtugi, technicznie trudny i opiera si¢ na metodach teorii R-tancuchow
wypracowanej przez S. Meyna i R. L. Tweediego.

W ostatnie pracy badane sa potgrupy stochastyczne z losowymi przetaczeniami, a

wiec model opisany jest rownaniami
u'(t) = Aiyu(t), (1)

gdzie A; sa generatorami polgrup stochastycznych na przestrzeni L'(E), a i(t) € I
jest numerem potgrupy zmieniajacym sie losowo zgodne z pewng funkcja przejscia. Na
przykltad (1) moze by¢ réwnaniem Fokkera-Plancka przy ustalonym i, za$ losowa zmia-
na i prowadzi do procesu stochastycznego na przestrzeni stanéw L'(E x I). Procesy
te réznig sie od wczesniej rozpatrywanych tym, ze poprzednio rozktady proceséow byty
okreslone na podzbiorach R", teraz sg miarami na przestrzeni nieskonczenie wymiaro-
wej X lub jej podprzestrzeni. Nie nalezy oczekiwaé, ze uda sie tu powtorzy¢ twierdzenia
o asymptotycznej stabilnosci gestosci takich miar. Udaje si¢ za to uzyska¢ twierdzenia
o asymptotyce dlugoczasowej srednich, tzn. funkeji V (¢, 2) = Ewu(t, x) oraz $rednich
korelacji przestrzennych rozwiazan, tzn. funkcji C(t, z,y) = Eu(t,z)u(t,y). Dowody
tych twierdzen sg do$¢ zaawansowane. Juz samo pokazanie, ze zagadnienia te mozna
sprowadzi¢ do badania pétgrup stochastycznych na przestrzeni L'(E x I) i przestrzeni

LY(E? x I) wymaga uzycia zaawansowanych metod teorii operatoréw.
III Ocena pracy i szczegélowe uwagi

Autoreferat i zawarte publikacje sa dos¢ dobrze zredagowane. Kilka uwag krytycz-
nych dotyczacych abstraktu podam na koncu tego punktu. Prezentowane prace za-

wierajg nowe wyniki matematyczne, sa réwniez interesujace ze wzgledu na rozwaza-
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ne zagadnienia biologiczne. Gléwna trudnosciag jaksg musial pokonaé¢ doktorant, byto
przyswojenie zaawansowanej pojeciowo teorii i koniecznos¢ stosowania technik z roz-
nych dziedzin matematyki. Rozumowania przedstawione w dowodach wymagaja duzej
umiejetnodci w operowaniu abstrakcyjnymi obiektami matematycznymi z teorii proce-
sow stochastycznych, teorii potgrup operatoréw i analizy funkcjonalnej. Uwazam, ze
badana tematyka jest nowoczesna, zas rozprawa jest na dobrym poziomie. Drobng sta-
boscig rozprawy jest fakt, ze tylko jedna publikacja, ta najmniej zaawansowana, jest
samodzielna. Nie mam watpliwosci, ze gdyby dwie ostatnie publikacje byty samodziel-
ne, to doktorat ten mozna byltoby uznaé¢ za wybitny.

Ponizej przedstawiam kilka uwag krytycznych dotyczacych abstraktu.

1. Linia 43: uwaga, ze m;(X) C X jest w tym miejscu niepotrzebna, a moze wprowadzi¢
czytelnika w blad.

2. Linia 5%: definicja aktywnego brzegu jest niepoprawna. Punkty aktywnego brzegu sa
wartosciami rozwiazania réwnanie (2.1) w chwili ¢, (x), a wiec do aktywnego brzegu
naleza punkty x(t,(z)), gdy ty(z) < co.

3. Opis narzedzi matematycznych uzywanych w dowodach jest dos¢ skromny. Na przy-
ktad nie ma twierdzenia o zwigzku asymptotycznej stabilnosci dla potgrupy z czasem
ciggtym i dla operatora Markowa opisujacego trasformacje gestosci w punktach skoko-

wych, zas w publikacji jest tylko odsytacz do innej pracy.

IV Podsumowanie

Uwazam, ze recenzowana rozprawa doktorska Pawtla Klimasary spetnia wszystkie
wymogi ustawowe, m. in. stanowi oryginalne rozwiazanie problemu naukowego w
rozumieniu Art. 187 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. ,Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce”. Wnioskuje o dopuszczenie Pawta Klimasary do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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