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Wprowadzenie

W celu umotywowania moich zainteresowan zwiazanych z macierzami nieskonczonymi, warto
przyjrze¢ sie nieco historii tego pojecia. Prawdopodobnie pierwszeﬂ wzmianki dotyczace macie-
rzy nieskoficzonych, a takze ich wyznacznikéw znajduja sie w pracach Poincaré’go [146, [147],
w ktorych obiekty te uzywane sa w sposéb intuicyjny do rozwiazania réwnania rézniczkowego
drugiego rzedu. To innowacyjne podejscie zostalo nastepnie sformalizowane przez von Kocha
[96, O7], ktéry kontynuowal rozwazania dotyczace réwnan rézniczkowych — przede wszystkim
réwnania Fuchsa 1 ich powiazan z macierzami nieskonczonymi [I01], ale réwniez interesowal
sie zbieznodcia nieskoniczonych wyznacznikéw samych w sobie [98] [99] [T00] 102]. Prawdziwg
popularnos$é macierze nieskonczone zdobyly jednak dzieki Hilbertowi, ktéry w pracy [75], po
utozsamieniu ich z nieskonczonymi formami kwadratowymi, zastosowal je do rozwiazywania
réwnan catkowych. Badania Hilberta byly kontynuowane przez Schmidta [I61], Hellingera
i Toeplitza [72] [73]. Macierze nieskonczone, a w zasadzie ich wyznaczniki zwiazane z teoria
Fredholma pojawiajg sie rowniez w pracach polskich matematykéw — przede wszystkim Le-
zanskiego, ktéry zajmowal sie réwnaniami funkcyjnymi w przestrzeniach unormowanych [109],
oraz Sikorskiego, ktéry rozwazal réwnania funkcyjne w przestrzeniach Banacha [166] [150] (zob.
tez rozdzial IV w monografii [I50]). W 1929 roku von Neumann [I36] zaprezentowal bardziej
abstrakcyjne, ale takze duzo skuteczniejsze podejscie do problemu rozwiazywania réwnan cal-
kowych, co oczywiscie, umniejszylo role macierzy nieskonczonych w problemach zwiazanych
z teoria operator()wﬂ Jednak, obiekty te, jak postaram sie przedstawi¢ w niniejszym autore-
feracie, nadal stanowia, nie tylko istotna, ale nadal tworcza, gataz algebry liniowej.

W wigkszosci zaprezentowanych ponizej prac przez macierz nieskonczona rozumiem dowolng
funkcje M: NxN — R, gdzie R jest lacznym, przemiennym pierscieniem z jedynka oznaczana
symbolem 1, najczesciej ciatem, natomiast N oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich, a Ny
to zbiér {0} U N. Naturalnym jest utozsamienie tychze funkcji z N x N-macierzami:

mi1 M2 MmMi3
m21 M22 MM23

m31 M32 1MM33

W zbiorze wszystkich takich macierzy rownie naturalnym jest wprowadzenie ”tradycyjnego”
dodawania po wspoélrzednych, tzn.

M = [myjlijen, N = [nilijen = [M 4 Nl = mi; +n4j, 4,5 € N,

Oczekuje si¢, aby mnozenie takich macierzy réwniez byto zdefiniowane w sposéb wrecz analo-
giczny jak dla macierzy kwadratowych skonczonego stopnia, jednak przypadek nieskonczony
jest nieco bardziej problematyczny. W ogdlnosci, iloczyn taki moze nie by¢ poprawnie zdefi-

Warto dodaé przy okazji, ze nieskoficzone uktady réwnan byty rozwazane jeszcze wezeéniej — przez Fouriera [58],
jednak, mimo, iz nie pozostajg one bez zwiazku z przedstawionym tu tematem, ogranicze si¢ do macierzy. Czytelnikow
zainteresowanych tymze tematem pozwalam sobie odwotaé¢ do [I7].

2Choé nie zmarginalizowato jej zupetnie; warto tu wymienié¢ na przyktad prace [118] po$wiecona spektrum ma-
cierzy nieskoniczonych reprezentujacych operatory.



niowanyﬂ jak pokazuje trywialny przyklad M = N = [1]; jen. Ponadto, nawet jesli iloczyny
macierzy nieskonczonych z pewnej rodziny sg poprawnie okreslone, mnozenie moze okazac sie
nielaczne — jak w szczegélnoscei w klasycznym przykladzie z [91], gdzie

1 1 1 1 0 1 0 0 10 00
0 00O -1 0 1 0 1 0 0O
M=10 0 0 0O , N=|0 -1 0 1 , P=|1 000 ,
0 0 0O o 0 -1 0 10 00
sa takie, ze
-1 0 0 1 00
0 0 0 0 0 O
(MN)P = 0 0 0 oraz M(NP) = 00 0

Macierze nieskoniczone dostarczaja dobrych przyktadéw pierécieni nietacznych. Doktadniej,
w [186], 123] mozna znalezé¢ konstrukcje takich pierécieni oparta na istnieniu macierzy nieskon-
czonych, ktore maja nieskonczenie wiele odwrotnych. Niemniej jednak, przy rozpatrywaniu
grup, tacznoéé mnozenia jest, oczywiscie, niezbedna. Stad, rozpatrujac iloczyn M N — macierzy
N x N nalezy zalozy¢, ze dla dowolnych ¢, j € N zbiér {k € N: m;pny; # 0} jest skoﬁczonyﬂ
Aby zapewnié tacznosé calej rodzinie macierzy nieskonczonych| najczesciej rozpatruje sie je-
den z nastepujacych pierscieni macierzowych N x N nad ustalonym pierscieniem R: M¢c¢(R)
(Cf — column finite), Mpg¢(R) (Rf — row finite), Mpgcf(R) (RCf — row and column finite),
ktére w kazdej kolumnie, odpowiednio wierszu lub kolumnie i wierszu, maja skonczona licz-
be elementéw niezerowych. W obu tych pierscieniach mozna wprowadzi¢ operacje mnozenia
macierzy przez skalar zgodnie ze wzorem:

[ - [mijlijlnk = a - My

i, dzieki temu, uzyskaé w Mcs(F) (Mps(F') odpowiednio), gdzie F' jest cialem, strukture
algebry. Algebry te posiadaja nastepujaca uniwersalna wlasnosé.

3Zagadnienie poprawnej okreslonodci iloczynu macierzy nieskonczonych jest delikatna sprawa. Z jednej strony,
w pierscieniach nad ktérymi rozwazane sa macierze dodawanie jest dzialaniem dwuargumentowym, zatem kazda
rozwazana suma powinna skladaé¢ sie ze skonczonej liczby elementéw. Z drugiej strony, jak przedstawiono powy-
zej, pierwotnie macierze nieskonczone byly nierozerwalnie zwiazane z operatorami rzeczywistymi badz zespolonymi,
ktérych mnozenie pociggato za soba rozwazanie pewnych szeregéw. Stad ustalmy, ze iloczyn dwoch macierzy nad
ustalonym cialem rozmiaru N X N jest poprawnie okreslony, jesli kazdy szereg (odpowiadajacy iloczynowi i-tego wier-
sza ”pierwsze]” macierzy i j-tej kolumny ”drugiej” macierzy), tj. sum czeSciowych {Ezzlaikbkj}iil jest zbiezny
w ustalonej dla danego ciala metryce. W zasadniczej czesci tego referatu rozpatrywane beda macierze dla ktérych
szeregi te beda po prostu ciagami prawie stalymi, czyli o dobrze okreslonych sumach.

4Nalezy wspomnieé, ze iloczyny macierzy nieskonczonych dla ktérych zbiory {k € N: mypng; # 0} sg nieskonczone
réwniez sa przedmiotem badan w kontekscie przestrzeni sktadajacych sig z ciagéw, a zapis D ) <y Mmirnk; oznacza tam
szereg {ZZZI miknkj}zozl, ktéry moze byé rozbiezny, np. w |46, 133} 1411 O3] 157, [181], jednak aby nie odchodzié¢
zbyt daleko od tematu rozprawy pozostane przy zalozeniu, ze \{k € N: mypng; # 0}| < oo dla dowolnej pary
(3,7) e Nx N.

5Wigcej o tacznosci i poprawnej okreglonoéci konkretnych tréjek mozna przeczytaé w [22].



Twierdzenie 1. ([63], Prop.2.1) Kazda lgczna F-algebra przeliczalnego wymiaru ma wierng
reprezentacje w Mps(F) (odpowiednio w Mcy¢(F)).

Przedstawione tutaj gtéwne osiggniecie naukowe dotyczy grup zawartych w pierScieniu Mcf(F')
— przede wszystkim grupy T (F) skladajacej si¢ z macierzy gérnotréjkatnych o elemen-
tach odwracalnych na gtéwnej przekatnej. W dalszej czeéci przedlozonej rozprawy pojawi sie
réwniez wiele rozwazan na temat pierscienia macierzy gérnotréjkatnych oznaczanego przez

Too (F).

Opis cyklu prac [A1]-[A7]

Inwolucja w grupie G nazywamy dowolny element nalezacy do G rzedu 2. Oczywiscie, w szcze-
gdlnoéci oznacza to, ze dla dowolnej inwolucji A spetniona, jest réwnosé A~! = A, dzieki czemu
macierz o takiej wlasnosci bardzo dobrze nadaje si¢ do operacji szyfrowania [76]. Mozna za-
uwazy¢, ze w pelnej grupie liniowej GL,,(F') nad cialem F' charakterystyki r6znej od 2, kazda
inwolucja jest sprzezona z macierza diagonalna postaci

[—]n_k 0

dla pewnego k, 0 < k < n. (1)
0 I

Gdy F jest cialem charakterystyki 2, to inwolucje z GL,, (F') sa sprzezone z sumami prostymi
blokéw postaci

1 1

0 1|’

a takze z macierzami postaci blokowej

In72k 0 0
0 Iy I
0 0 I

- co jest nieco mniej oczywiste.

Niewiele jest prac w ktérych rozwazane sa inwolucje macierzowe nad cialem charakterystyki
2. Najprawdopodobniej jedyne takie prace to [108| 61, B4], przy czym [84] dotyczy przede
wszystkim reprezentacji, natomiast praca [61] poswiecona jest klasom liniowym(®| inwolucji, tj.
klasom postaci

{1+60)A+60B:0c F}, gdzie A, B, to ustalone inwolucje.

Artykuly te nie zawieraja zadnego rodzaju charakteryzacji inwolucji nad ciatem skonczonym,
co oczywiscie rodzi watpliwosci czy w tym przypadku istnieje jakis prosty opis tych elementow.
W przypadku podgrup wlasciwych GL,,(F), jak na przyklad w rozwazanej tutaj grupie macie-
rzy gornotréjkatnych, nie kazda inwolucja musi by¢ sprzezona z inwolucja diagonalng postaci
. Latwo natomiast zauwazy¢, ze gtéwna przekatna kazdej macierzy gornotréjkatnej, stopnia
skofczonego badz nieskoniczonego, musi sktadaé sie z elementéw nalezacych do zbioru {—1,1}.
Prawdziwe jest stwierdzenie nieco stabsze od powyzej wspomnianego. Mianowicie:

SW oryginale autor nazywa je linear classes.



Lemat 1. ([A6], Lem.2.1) Jesli F jest cialem charakterystyki réznej od 2, natomiast A in-
wolucjg bedgcq macierzg gorno-, odpowiednio dolnotréjkgtng dowolnego ustalonego stopnia
n € N, to istnieje macierz B gérno-, odpowiednio dolnotréjkgtna, taka, ze AB := B~1AB jest
macierzq diagonalng.

Dowdd tego lematu dodatkowo pozwala sformutowaé:

Whniosek 1. Jesli F' jest cialem charakterystyki réznej od 2, natomiast A inwolucjg bedgcq
macierzg NxXN gdrno-, odpowiednio dolnotrdjkgtng, to istnieje macierz G gérno-, odpowiednio
dolnotréjkgtna, taka, ze AC jest macierzq diagonalng.

Wniosek stanowi pewien punkt wyjscia do sformulowania charakteryzacji inwolucji z Too (F).

Twierdzenie 2. ([A2], Thm.1.1) Niech char(F) # 2. Macierz T = [t;;] € Too(F) jest inwo-
lucjqg wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq poniisze warunksi.

(a) Dla wszystkich i > 1 mamy t;; € {—1,1}.
(b) Dla wszystkich par i, j, 1 < i < j, takich Ze t;; = —t;;, elementy t;; mogq byé wybrane
dowolnie.

(¢) Dla wszystkich par i, j, 1 < i< j, takich Ze t;; = tj;, element t;; musi byé réwny

j—1
—(275”‘)_1 Z tiptpj ]€§l2 j >14+1,
iy = p=i+1
0 jedli =i+ 1.

Oczywiscie analogiczne twierdzenie jest spelnione dla macierzy kwadratowych skonczonego
stopnia. W tym przypadku twierdzenie [2] jest punktem wyjscia do wyznaczenia liczby inwo-
lucji tréjkatnych ustalonego stopnia n nad cialem g-elementowym. Doktadniej, ustaliwszy, ze
gléwna przekatna macierzy T' € T, (F) speliajacej T? = I,, ma postaé (t;;)!;, mozna zauwa-
zy¢, ze liczba elementéw, ktére moga by¢ wybrane dowolnie, a ktore znajduja sie na przekatnej
k-tej, 1 < k < m — 1, jest réwna liczbie par postaci (¢i;, titx,i+k) takich, ze t;ititr ik = —1.
Sumujac po wszystkich przekatnych ostatecznie mozna otrzymaé ponizsze:

Twierdzenie 3. ([A2], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem charakterystyki réznej od 2. Jesli
|F| = g, to liczba macierzy T = [t;;] € T,,(F) spelniajgcych T? = I,, jest réwna

2 2

n2 n-—p
2

1<p<n
2|(n — p)

gdzie

0 gdy  21{n.

Tabela [1| zawiera zestawienie liczb Z(n, F') dla kilku wybranych wartoéci n € N.

Inwolucje bardzo czesto sa rozwazane w kontekscie generatoréw. W szczegdlnosci wiadomo,
ze jesli skonczona prosta grupa nieabelowa jest generowana przez inwolucje, to kazdy element
tej grupy moze byé zapisany jako iloczyn co najwyzej czterech inwolucji [I17]. Teoria grup
liniowych zawiera bardzo wiele podobnych wynikow. Prawdopodobnie pierwszy z nich nalezy
do Samsona [I56].



Tabela 1: Tabela zawierajaca Z(n, F') dla F, |F| = gq.

Z(n,F)

24 2q

2 + 64>

2+ 8¢% + 6¢*

2 4+ 10g* + 204°

2+ 12¢° + 30¢® + 20¢°

2 + 14¢° + 42¢'° + 704¢'2

2 + 16¢" + 56¢'2 4+ 112¢'® + 70416

2+ 18¢% + 72¢™ + 168¢'® + 252¢%°

2 4 20¢° + 90¢'6 4 240¢%' + 420¢%* + 252¢%°

© 0w O Ul W NS
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Twierdzenie 4. ([156], Thm.1) Jesli A jest macierzq o elementach rzeczywistych takq, zZe
det(A) = £1, to A jest iloczynem skoriczonej liczby inwolucyi.

W pracy [I56] nie jest wyznaczona dokladna liczba inwolucji potrzebna do zapisu ustalonego
elementu. Pierwsza konkretna warto$é podal Radjavi [152].

Twierdzenie 5. ([I52), Thm.8) Dla dowolnego ciala F kazda macierz A € GL,(F) taka,
ze det A = +1 jest iloczynem 2n — 1 inwolucji takich, zZe rank(M — I,,) = 1. Ponadto, jesli
char(F) = 2, to liczba prostych inwolucji w rozkladzie moze byé zmmiejszona do 2n — 2.

Powyzsze wyniki sugeruja, ze liczba ta rosnie wraz ze stopniem macierzy, jednak w istocie
w przypadku macierzy okreslonych nad ciatami oraz niektérymi pierécieniami, liczba ta jest
ustalona dla dowolnego stopnia. Jako pierwszy zauwazy! to (réwniez) Radjavi [151] dla klasy
macierzy unitarnych korzystajac m.in. z pewnego twierdzenie Frobeniusa.

Twierdzenie 6. ([I51)], Thm.3) Niech U bedzie macierzqg unitarng okreslong nad cialem liczb
zespolonych. Mamy det(U) = £1 wtedy i tylko wtedy, gdy U jest iloczynem czterech inwolucjﬂ.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla macierzy Symplektycznycfﬂ [47]. Wynik dla przypadku
ogoblnego, korzystajacy z macierzy stowarzyszonych z wielomianami, zostat udowodniony przez
Gustafsona, Halmosa i Radjavi’ego [67].

Twierdzenie 7. ([67]) Dla dowolnego ciala F kazda macierz A € GL,(F) taka, Ze
det A = +1 jest iloczynem co najwyzej czterech inwolucyi.

Co ciekawe, jeszcze przed opublikowaniem dowodu twierdzenia [7] wiadomo bylo, ze pojawia-
jaca sie tam liczba 4 nie moze by¢ zmniejszona do 3, a dowdd tego faktu [68] jest czysto

"Warto dodaé, ze Radjavi zaobserwowal réwniez, ze w takim rozktadzie: U = Hi:l A;, iloczyn A1 A jest prze-
mienny z A3Ay.

8Jednak warto dodaé, ze w tym przypadku dowéd jest bardziej skomplikowany niz w przypadku macierzy unitar-
nych.



teorio—grupowyﬂ Warto wspomnieé, ze istnieja pewne charakteryzacje iloczynéw mniejszej
liczby inwolucji. Dla iloczynu dwdch takich elementéw kryterium zostalo udowodnione naj-
pierw przez Wonenburger [195] w przypadku ciala o charakterystyce réznej od 2, a nastepnie
przez Djokoviéa [54] oraz Hoffmana i Paige’a [77] w przypadku dowolnego ciata. Dokladniej,
spelnione jest

Twierdzenie 8. Macierz A € GL,(F) taka, Ze det A = £1, jest iloczynem dwdch inwolucji
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest sprzeiona z A7L.

Istnieja pewne warunki [7, T3] opisujace iloczyny trzech inwolucji. Doktadniej, warunki te
sprowadzaja sie do nieréwnosci, ktore muszg speiniaé¢ jadra tych iloczynéw. Kryteria te sa
bardziej skomplikowane niz stosowne kryteria w przypadku iloczynu dwéch inwolucji.

W przypadku nieskonczenie wymiarowym liczba wynikow dotyczacych rozktadéw z uzyciem
inwolucji nie jest imponujaca. Niemniej, znane jest pewne twierdzenie ”operatorowe” analo-
giczne do twierdzenia [7] udowodnione zreszta prawie dwadziescia lat wezesnie;.

Twierdzenie 9. ([68], Thm.1) W nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta kazdy ope-
rator unitarny jest iloczynem czterech inwolucyi.

Praca [A1] poSwiecona jest rozktadom gérnotréjkatnych macierzy N x N na iloczyny inwolucji.
Oczywiscie gléwna przekatna takiego iloczynu sklada sie z elementéw réownych 1 badz —1.
Stad, niech +UT.(F) oznacza grupe gérnotréjkatnych macierzy N x N o wlasnie takich
przekatnych. Pomimo, iz gléwny wynik uzyskany w [A1] jest analogiczny jak w twierdzeniach
|§|, to nie sposéb wykorzystaé¢ w przypadku +U T, (F') zastosowanych tam metod dowodu —
rozpatrywane macierze niekoniecznie reprezentujg operatory unitarne, nie zawieraja rowniez
jako podmacierzy macierzy nie bedacych tréjkatnymi, np. wykorzystanych w [67] inwolucji

postaci
0 =z
10
x

czy macierzy stowarzyszonych z wielomianami. Niemniej w [A1] wykorzystywane sa proste
inwolucje stopnia 2, tzn. macierze:

b ]

Przy ich pomocy udowodnione jest ponizsze

7

Twierdzenie 10. ([A1], Thm.3.1) Niech F bedzie dowolnym cialem. Jesli macierz
G = [gi;] € UToo(F) spelnia warunek g; ;1 # 0 dla wszystkich i € N, to G jest iloczynem co
najwyzej dwdch inwolucji z grupy +UT s (F).

Korzystajac ponownie z prostych inwolucji oraz inwolucji bedacymi macierzami diagonalnymi
mozna otrzymaé gléwny wynik [A1].

9Dokladniej, uwaga ta dotyczy dowodu przedstawionego w [68].



Twierdzenie 11. ([A1], Thm.].ﬂ) Dla dowolnego ciala F, kazdy element grupy +UTu (F)
moze byc przedstawiony jako iloczyn co najwyzej czterech inwolucyi.

Twierdzenie to zostalo pdzniej uogdlnione na przypadek macierzy okreélonych nad pewnymi
pierscieniami [82] [83].

Najoczywistsza konsekwencja twierdzenia [11] jest fakt, ze kazda macierz skoniczonego stopnia
okreslona nad dowolnym cialem, gérno- lub dolnotréjkatna, o elementach gléwnej przekatnej
réwnych +1, réwniez jest iloczynem co najwyzej czterech inwolucji. Ponadto, metody zasto-
sowane przy dowodzie twierdzen moga by¢ wykorzystane réwniez przy badaniu grupy
Vershika-Kerova GLy i (F):

GLyg(F) = U { %‘%

neN
Dokladniej, laczac twierdzenia [7] a takze korzystajac z rozkladu:
Gla ] [-L|HK? -G |0
B 0 | K

0K 0 | I
Whiosek 2. ([A1], Cor,4,4z|) Jesli F' jest dowolnym cialem, natomiast

o

jest elementem GLy kg (F) takim, ze det(G) = £1 oraz K € £UT(F), to A jest iloczynem
co najwyzej pieciu inwolucyi.

. G E€GL,(F), K € Tou(F), He Man(F)} .

mozna otrzymaé nastepujacy

W teorii macierzy nieskoniczonych pojawia si¢ pewna grupa macierzy dolnotréjkatnych, dla
ktérej problemy dotyczace inwolucji, a takze elementéow zwiazanych z inwolucjami staly sie
juz klasyczne. Chodzi o grupe Riordana R(F). Grupa ta zostala zdefiniowana w [160]. Jej
elementy utozsamiane sa z parami formalnych szeregéw potegowych (d(t), h(t)) postaci:

d(t) = dnt", h(t)=> hnt",  gdze do,hy # 0.
n=0 n=1

Mnozenie tychze par zdefiniowane jest za pomoca wzoru

(d(t), h(t)) * (D(t), H(t)) = (d(t)D(h(t)), H(h(t))) ;

10Bez trudu mozna zauwazyé, ze w rzeczywistoéci w [A1] twierdzenie to jest sformutowane dla ciat charakterystyki
réznej od 2. Jest to moje niedopatrzenie. W [A1] przed twierdzeniem 1.2 udowodnione jest twierdzenie 1.1 stwier-
dzajace, ze dowolna macierz z +UT(F), gdzie F jest dowolnym cialem, moze by¢ zapisana jako iloczyn co najwyzej
pieciu inwolucji. Rozktad ten zawiera inwolucj¢ diagonalng, ktéra oczywiscie w przypadku ciata o charakterystyce 2
jest macierza jednostkowa.

HPodobnie jak w przypadku twierdzenia oryginalnie we wniosku 4.1 pojawia sie iloczyn szesSciu inwolucji.




jest ono laczne, a kazdy element z R(F') posiada element odwrotny réwny

(d(), (1))~ = (d(,-jwﬁa)) ,

gdzie h oznacza szereg formalny potegowy odwrotny do h w sensie skladania szeregéw.
Para (d(t), h(t)) jest utozsamiana z macierza R = [rp,] rozmiaru Ny x Ny nastepujaco:
Tam = [t"]d(t) (h(£))™

gdzie notacja [t"]f(t) standardowo oznacza wspdlczynnik szeregu f(t) stojacy przy jedno-
mianie ¢*. Innymi stowy, szereg d(t) (h(t))" jest funkcja generujaca m-tej kolumny macierzy

R:
(d(t), h(t)) [ d(t) | d(t) - n(t) | d(t) - (h(t))* | - ] _

Z definicji macierzy Riordana wynika, ze gléwna przekatna dowolnej macierzy z R(F') tworzy
ciag geometryczny. Zatem biorac pod uwage fakt, ze gléwna przekatna inwolucji sklada sie

z elementéw +1, w R(F) gléwna przekatna inwolucji musi byé postaci 1, —1, 1, —1,... lub
—1,1, —1, 1, ... Bez utraty ogdlnoéci skupie sie tu na pierwszym przypadku. Niech I oznacza
macierz Riordana:
1
-1
(1,—t) = 1

W [158] Shapiro postawit kilka probleméw, gléwnie kombinatorycznych, sposréd ktérych dwa
dotyczyly inwolucji w R(F'). Mianowicie:

Q8 Czy kazda inwolucja z R(F') jest sprzezona z Iw R(F)?

Q9.1 Jesli R = (d(t),h(t)) € R(F) jest inwolucja, to czy istnieje prosty warunek
wyrazajacy d za pomoca h?

Juz od kilkunastu lat znane sa odpowiedzi na obydwa pytania@ Rozwiazania przedstawili
jako pierwsi Cheon i Kim [36] postugujac sie pewnymi réwnaniami funkeyjnymi.
Twierdzenie 12. ([30], Thm.2.8) Jesli (d(t), h(t)) € R(F) jest inwolucjq, to

d(t) = exp (P(¢, th(t)))

dla pewnej antysymetrycznej funkcji ®. Ponadto

BYd(t),h(t))B = I, gdzie B = <exp (q’(t,;h(t))) | @(t,tth(t))> |

12Qczywiscie nieco niejednoznaczne stowo ”prosty” wystepujace w sformutowaniu problemu Q9.1 rodzi mozliwoéé
nieskoniczonego podtrzymywania negatywnej odpowiedzi, jednak pozwole sobie na uwage, ze przez wzglad na pewne
prace dotyczace Q9.1 wiemy juz wystarczajaco wiele, by uznaé, iz na to pytanie réwniez znaleziono odpowiedz.




Niedlugo pézniej Kida [94] polegajac na szeregach formalnych i korzystajac, miedzy innymi
z wynikéw O’Farrell’a [138]|E|7 réwniez udowodnil, ze kazda inwolucja Riordana jest sprzezo-
na z I. Jeszeze jeden dowdd tego faktu, ktéry zaowocowal jeszcze prostsza forma macierzy
przejécia przedstawil Cohen. Dokladniej, udowodnil ponizsze

Twierdzenie 13. ([{j], Rem.1.6) Jesli R = (d(t), h(t)) € R(F) jest inwolucjg, to

a0 t—hn))

d(t) t— h(t)
G| ) (0

=TI
do = 2

Oczywiscie, poruszenie tematu inwolucji w grupie Riordana spowodowalo zainteresowanie
istnieniem réznych charakteryzacji inwolucji z R(F'). Mozna uznaé, ze znane sa dwa, zdecy-
dowanie rézniace sie od siebie, opisy tychze elementéw. Pierwszy z nich wykorzystuje podwy-
znaczniki danej inwolucji.

Twierdzenie 14. ([3§], Thm.3.1) Niech R = [r; ;| bedzie macierzq Riordana o gldwnej
przekgtnej 1, —1, 1, ... Wowczas R jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ciggu kolejnych indekséw o = {i1,...,ix} C No (k = 3) spelniona jest réwnodé:

det(R[a]) = (—1)i2+“'+ik*l’l“ik7i1,

gdzie R|a] powstaje z macierzy Rla] poprzez “wykreslenie” pierwszego wiersza i ostatniej
kolumny, a R[a] to podmacierz R skladajgca sie z wierszy i kolumn indeksowanych elementami
ciqgu Q.

Pomimo, iz powyzsze kryterium jest wyrazone za pomoca zwartego wzoru, moze by¢ oczywi-
$cie trudne do zweryfikowania. Prostsze wydaje sie ponizsze kryterium zaproponowane w [115],
ktore przypomina nieco warunek z twierdzenia

Twierdzenie 15. ([I15], Thm.6) Niech R,, oznacza macierz stopnia n, ktéra powstaje z usta-
lonej macierzy Riordana R poprzez wybranie pierwszych n wierszy oraz pierwszych n kolumn.
(a) Jesli 2|n, to Ry11 jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy

1. Element r,1 moze byé wybrany dowolnie,

11. Flement r,q jest rowny

n—1
1
Tno = *T § T'nkTk0-
00 1

(b) Jesli 24 n, to R,11 jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy
1. Element r,o moze byé wybrany dowolnie,
1. Flement r,1 jest rowny

n—1
1
Tnl = — § TnkTk1-
27‘11
k=1

13Zacytowana tu praca jest §wietnym zrédlem wiedzy na temat szeregéw bedacych inwolucjami. Warto jednak
dodaé, ze pierwsze wyniki w tym temacie znane byly duzo wczesniej [90].
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Shapiro nazwe grupy Riordana zaproponowal na cze$é¢ znakomitego kombinatoryka Johna
Riordanﬂ Istotnie praca [160] poswiecona jest wylacznie interpretacjom kombinatorycz-
nym. Z tego tez powodu niektorzy autorzy rozpatruja jedynie te macierze Riordana, ktérych
elementy sa calkowite, a nawet wylacznie catkowite nieujemne. Oczywiscie, nawet po ogra-
niczeniu si¢ do macierzy, ktorych gléowna przekatna sklada sie wylacznie z jedynek, zbiér
macierzy Riordana o elementach z Ny nie tworzy grupy. Co wiecej, zbiér ten nie zawiera
zadnych inwolucji. Stad w [31] wprowadzono ponizsza definicje.

Definicja 1. ([31], Def.1) Méwimy, ze R € R(Np) ma pseudo-rzad réwny 2 lub ze R jest
pseudo-inwolucja, jesli RI jest inwolucja.

Co ciekawe macierz Riordana okreslona nad Z lub nad R moze mie¢ rzad rowny 1 albo 2 albo
nieskonczony [158] [31].

Cameron i Nkwanta [31], ktérzy jako pierwsi studiowali pseudo-inwolucje, wskazali w szcze-
gblnoéci rodziny uogdlnionych tréjkatéw Pascala oraz uogdlnionych trojkatow RNA, ktore
skladaja sie z pseudo-inwolucji. Cheon, Kim i Shapiro podali opis pseudo-inwolucji analo-
giczny do twierdzenia [14] [38]. Kolejne rodziny pseudo-inwolucji rozwazali Phulara i Shapiro
[143], Barry [8] oraz He i Shapiro [70]. W artykule [70] wskazana jest pewna wyjatkowo uzy-
teczna wlasnoéé pseudo-inwolucji, ktorej nie posiadaja inwolucje. Mianowicie, jesli A i B sa
pseudo-inwolucjami, to kazde stowo palindromiczne utworzone za pomoca A i B réwniez jest
pseudo-inwolucja.

W [143], oprécz licznych przykladéw inowolucji, mozna znaleZé pewne problemy otwarte.
W szczegdlnoscei, analogiczne do wymienionego powyzej Q9.1:

Question 3 Majac dany szereg h spetniajacy h(—h(—t)) =t lub h(t) = h(—t) jakie
sa mozliwosci, aby wyznaczy¢ szereg d taki, ze (d(t), h(t)) jest inwolucja?

Praca [A5] po$wiecona jest podobnemu problemowi, tyle, ze dotyczy pseudo-inwolucji. Roz-
wazane tam macierze sa macierzami Riordana o elementach nieujemnych. Rozumowanie jest
oparte na porownaniu dwéch interpretacji pseudo-inwolucji. Z jednej strony sa one traktowane
jako macierze, ktére pomnozone przez I sa inwolucjami, a zatem sa scharakteryzowane jak
w twierdzeniu [2} z drugiej sa one macierzami Riordana, a zatem ich elementy wyrazaja sie
(na rézne sposoby) za pomoca pewnych elementéw sasiednich [I28] — w [A5] zastosowana jest
podobna zaleznosé, jednak w tym przypadku, nieco inaczej niz w [12§], elementy kolejnych
przekatnych wyrazaja sie za pomoca elementow z poprzedzajacych je przekatnych. Wyko-
rzystanie tych dwoch wlasnosci skutkuje uzyskaniem ukladu réwnan wiazacym wspoélczynniki
danej macierzy, ktory przy konkretnych zalozeniach moze mie¢ co najwyzej jedno rozwiazanie.
Ostatecznie w [A5] udowodnione jest twierdzenie{ﬂ

Twierdzenie 16. ([A5], Thm.1.1) Niech R = (d(t),h(t)) € R(R) bedzie pseudo-inwolucjq
o elementach nieujemnych takq, ze di # 0. Wtedy szereg h jest jednoznacznie wyznaczony
przez szereg d.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, iz twierdzenie nie gwarantuje, ze dla dowolnego szeregu
d spelniajacego di # 0 mozna znalezé szereg h taki, ze (d(t),h(t)) jest pseudo-inwolucja.
W istocie, nie jest to czeste, co mozna zaobserwowaé na ponizszym przyktadzie.

14Powszechnie znana jest monografia [I53] — obecnie jako klasyka kombinatoryki, ktéra doczekata si¢ m.in. ttuma-
czenia na jezyk rosyjski.
150dnotujmy, ze twierdzenie to nie do kofica stanowi odpowiedz na Question 3.
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Przyklad 1. Niech d(t) = 1+t i niech h(t) =t + a(t), gdzie a(t) = >, a,t". Wowczas
(d(t), h(t)) * (1, —t) = (1 + 1, —t —a(t)) ,

zatem (d(t), h(t)) jest pseudo-inwolucja wtedy i tylko wtedy, gdy

5 1—t2—(1+t)a(t) =1
[(d(t), h(t) * (L, =0)]" =1 <« {Ha(t)_a(_t_a(t)):t.

7 pierwszego réwnania otrzymanego uktadu wynika, ze

t2 — n n
alt) =~ = D (-
n=2

co, whrew zalozeniu, oznacza, ze h ma wyrazy ujemne.

Dowéd twierdzenia pozwala na sformutowanie innych podobnych wnioskéw. W szczegdl-
nosci mamy

Whiosek 3. ([A5], Cor.2.1) Jesli R = (d(t),h(t)) jest macierzq Riordana o elementach
nieujemnych calkowitych oraz 2t dy, 2|ha, to R nie jest pseudo-inwolucjq.

Po zapoznaniu si¢ z twierdzeniami [[2} [I3] [I4] [I5] moznaby przypuszczaé, ze temat inwoucji
w grupie Riordana jest juz wyczerpany, jednak z racji pojawienia sie pewnego uogélnienia
grupy Riordana nadal istnieja sposobnosci do nowych odkryé. W [9] Barry zdefiniowal grupe
macierzy prawie-Riordang'0|

Definicja 2. Zbiér macierzy postaci

ao
a1 do

‘ az dy dohi

- a3 do dohso+dihy doh? 9

agp

20 | (d(1), h(1))

t

gdzie a(t) = Y 0% ant™, d(t) = Y0 o dnt™, h(t) = 307, hnt", ag,do, h1 # 0, oznaczamy
RW(F) i nazywamy macierzami prawie-Riordana stopnia 1.

Powyzsza definicja moze byé uogdélniona indukcyjnie.
Definicja 3. Zbiér macierzy postaci

agp

a(t)—ao
- R

)

gdzie a(t) = > 07, ant™, ag # 0, oraz R jest macierzg prawie-Riordana stopnia n, oznaczamy

symbolem R(”Jrl)(F ), a jej elementy nazywamy macierzami prawie-Riordana stopnia n + 1.

16W oryginale almost-Riordan arrays.
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Nietrudno jest sprawdzi¢, ze dla dowolnego n € N zbiér R("+1)(F ) tworzy grupe, chociaz
nalezy przyznaé, ze wraz z rosnacym n wzory wyrazajace iloczyn oraz macierz odwrotna do
macierzy prawie-Riordana staja sie coraz to bardziej skomplikowanﬂ

7Z racji uogolnienia pojecia macierzy Riordana, naturalnym stalo sie pytanie dotyczace opisu
i wlasnosci inwolucji w grupach macierzy prawie-Riordana. W [10] Barry i Pantelidis poda-
ja przyktady rodzin inwolucji, pseudo-inwolucji, a takze quasi—inwolucjﬂ przede wszystkim
w R (F). Przyklady te sa wynikiem operacji wykonywanych zrecznie na macierzach prawie-
Riordana interpretowanych jako tréjki szeregéw. Zaprezentowane w [I0] rodziny inwolucji
stanowia bardzo eleganckie przyklady, jednak wielu Czytelnikom moze nasunaé sie pytanie
o bardziej ogdlny opis lub bardziej ogblne wlasnosci. Jak sie okazuje do$¢ uzyteczne jest w tym
przypadku podejécie macierzowe, a dokladniej potraktowanie elementéw grupy R(™ (F) jako
macierzy blokowych. Polgczenie twierdzenia [I3] lematu [T} a takze pewne uogdlnienie tego
ostatniego owocuja ponizszym, doéé ”spodziewanym”, twierdzeniem.

Twierdzenie 17. ([A6], Thm.1.1) Kazda inwolucja z R (F) jest sprzezona z diagonalng

inwolucjq.

Twierdzenie a doktadniej jego dowodd, dostarcza ”wzoréw” opisujacych dowolng inwolucje
w R (F):

Dy | o
RU(L, — Do)y | I

; (2)

Dy | o ]
w7

R(-UD, +)L;* | T7

gdzie D,, jest dowolna macierza diagonalng stopnia n o elementach na glownej przekatnej
nalezacych do zbioru {—1,1}, L, jest dowolna macierza dolnotréjkatna, odwracalna stopnia
n, R — dowolna macierza Riordana, natomiast U dowolna macierza o przeliczalnej liczbie
wierszy i liczbie kolumn réwnej n. Wzory moga by¢ pomocne przy konstrukcji zaréwno
bardzo konkretnych jak i nieco bardziej ogélnych przyktadow.

Warto dodaé, ze oprocz podejscia blokowego w uzyskaniu wzoréw , (4)) istotna role odegrato
zastosowanie nastepujacego Zasadniczego Twierdzenia Macierzy Riordan

Twierdzenie 18. ([159], Thm.2.8) Jesli A(t), B(t) sq funkcjami generujgcymi odpowiednio
kolumny:

T T
[ao ar az as } ) [bo by by a3 } ;
to rownosé:
ao bo
aq b1
(d(t),h(t)) |a2| = |b2
as b3

7Istotnie, zaréwno w [9] jak i w [I0] prézno szukaé wzoru na iloczyn.
187e wazgledu na to, ze quasi-inwolucje sa macierzami Riordana do$é szczegdlnej postaci, ktére po pewnych mo-
dyfikacjach znakéw tworzg inwolucje, wiec w swoich rozwazaniach pozwalam sobie nie poswiecaé im tu zbyt wiele

uwagi.

YW oryginale jest to Fundamental Theorem of Riordan Arrays (FTRA).
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jest spelniona wtedy @ tylko wtedy, gdy
d(t)A (h(t)) = B(t).

W szczegdlnosci spelnione sa:

Whiosek 4. ([A6], C’or,4,2, Kazda inwolucja z RV o gléwnej przekgtnej (1,1,-1,1,-1,..

jest postaci

1 | 0
l a-d(t) - U(h(t)) \ (ﬁﬁ(tm,ﬁ(fh(t))) ] ’ ?

gdzie U jest funkcjq nieparzystq i o € C.

Whiosek 5. ([A6], Cor.4.2.2) Kazda inwolucja z R o glownej przekgtnej (—1,1,—1,1,—1,. ..

jest postaci

-1 ‘ 0
[ a-d(t) - U(h(t)) ‘ <%,B(—h(t))) ] ) (4)

gdzie U jest funkcjq parzystq i o € C.

Rozwazania dotyczace inwolucji w grupie Riordana i grupach macierzy prawie-Riordana za-
koncze uwaga na temat ich iloczynéw, ktore zostaly dokladnie zbadane w [116]@ Ich wlasnosci
przypominaja nieco wyniki spelnione w grupie 7o (F'), jednak nie sa dokladnie takie same.
Zachodzi

Twierdzenie 19. ([116], Thm.1) Kazdy element R(F'), ktéry jest iloczynem inwolucji, moze
by¢ zapisany jako iloczyn co najwyzej czterech inwolucyi.

W powyzszym twierdzeniu ponownie pojawia sie liczba 4, jednak nalezy podkresli¢, ze nie
wynika z niego, iz kazda macierz Riordana mozna zapisa¢ w postaci iloczynu inwolucji. Istot-
nie jak zauwazaja autorzy pracy [116]@ jesli macierz Riordana (d(t), h(t)) jest inwolucja, to
h3 = hihs, i te samg réwnoéé speia iloczyn dowolnej liczby inwolucji, zatem nie jest moz-
liwe, by dowolna macierz Riordana mogta by¢ zapisana w postaci iloczynu skonczonej liczby
inwolucji.

Jako, ze inwolucje to elementy grupy rzedu 2, w $wietle wynikéw przedstawionych powyzej
nasuwa sie pytanie czy podobne wyniki mogg by¢ otrzymane w przypadku macierzy innych
skoniczonych rzedéw. Dobra znajomo$¢ rzedéw elementéw w grupie moze, na przyktad, po-
moéc w rozpoznaniu tej grupy [124] 125]@ Najwiecej wiadomo na temat elementéw ustalone-
go skonczonego rzedu w grupach skonczonych. Oczywiscie, w szczegdlnosci istnienie elemen-
tow rzedow bedacych pewnymi potegami liczb pierwszych dzielacych rzad grupy gwarantuje

20Nalezy dodaé, ze w [A6] wkradt sie btad — w prawym dolnym bloku zamiast ilorazu

) N— pojawia sie
d(h(—h(t)))

iloczyn d(t) - d(h(—h(t))); jest to przeoczenie, ktére pozwalam sobie tutaj sprostowaé.

21pPraca ta zawiera jeszcze (co najmniej!) jeden istotny wynik. Mianowicie, opis komutanta R, co stanowi tym
samym odpowiedz na pytanie Q11 z pracy [158].

22Nalezy dodaé, ze fakt ten jest sformutowany jako skromna uwaga (Remark 6).

23Doktadnoéé nakazuje dodaé, ze wymienione prace sa poéwigcone nie tylko grupom, ktére moga byé rozpoznane
na podstawie znajomosci zbioru wszystkich rzedéw, ale takze tym, ktére na pewno w ten sposéb nie moga zostaé
wyznaczone.
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nam twierdzenie Sylowa [I77]. Same p-podgrupy Sylowa pelnej grupy liniowej zostaly opisane
w [193], 194, [65], [85], [86, [T55].

Niech ordg(g) oznacza rzad elementu g w grupie G. Mozna zauwazy¢, ze w pelnych grupach
macierzowych okreslonych nad ciatami elementy skonczonego rzedu k sa sprzezone z macie-
rzami diagonalnymi

dy
di ’
L dn_
ktorych elementy d;, 1 < i < n, spelniajg réwnanie
(di)F =1 dla wszystkich i, (5)

i jednoczesnie k jest najmniejsza liczba naturalng o tej wlasnosci. Warunek oznacza,
w szczegdlnodei, ze ordp-(d;)|k, chociaz réwnos$é ordp-(d;) = k moze nie byé spelniona dla
zadnego ¢, 1 <1 < n.

Literatura dotyczaca opisu elementéw rzedéw wiekszych od 2, jest nieco mniej pokaZna niz
w przypadku inwolucji. Do tej pory najbardziej wyczerpujacymi pracami dotyczacymi ele-
mentéw skoniczonego rzedu w pelnej, specjalnej, projektywnej oraz specjalnej projektywnej
grupie liniowej nad cialami skoficzonymi pozostaja artykuly Darafsheha [49] [50], w ktérych
autor wskazuje pewne ograniczenia oraz pewne szczegdlne rzedy w tych grupach. Znane sa
réwniez rézne ograniczenia wiazace rzad grupy skonczonej oraz rzedy jej elementéw, np. [198].
Co ciekawe, pomimo braku znajomosci dokladnej liczby elementéw zadanego rzedu znane jest
bardzo dobre oszacowanie éredniego@ rzedu macierzy w pelnej grupie liniowej [I75] oraz gru-
pie unitarnej [162].

Rozwijajac metode zaproponowana w [A2], w pracy [A4] udowodniono odpowiednik twierdze-
nia

Twierdzenie 20. ([A4], Thm.1.1) Niech k € N oraz niech F bedzie cialem takim, ze char F' 4
k. Macierz T = [t;j] =€ Too(F') ma rzqd k wtedy i tylko wtedy, gdy jest scharakteryzowana za
POMOCE PONIZSZEJO OPISU.
(a) Mamy

i. th =1 dla wszystkich i € N;

(b) jesli tii # tj;, to element t;; moze ustalony dowolnie;

24\W sensie éredniej arytmetycznej.
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c) jesli t;; =t;;, to element t;; jest rowny°|:
JJ J

0 gdy j=1i+1
b= —k~tg;; > Liratrirs = tra_yj w przeciwnym przypadku.
’ i< ru <rupr <
Fu (ru 1V Tu #7J)

(6)

Chociaz twierdzenie jest zdecydowanie podobne do twierdzenia zwraca uwage fakt,
iz warunek @ jest bardziej rozbudowany niz w przypadku rzedu réwnego 2. Oczywiscie,
jest to konsekwencja zwickszania sie liczby k i potrzeby rozpatrywania poteg o wiekszych
wyktadnikach.

Naturalnym jest pytanie czy twierdzenie [3] réwniez ma swdj odpowiednik. OdpowiedZ jest
pozytywna, jednak wynik komplikuje sie, nie tylko z powodu zwigkszajacego sie rzedu, ale
réwniez zwiekszajacej sie liczby dzielnikéw k. Dokladniej, w [A4] sformulowane jest ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 21. ([A4],Thm.1.2) Niech k € N oraz niech F' bedzie cialem skoriczonym takim,
Ze char F't k i |F| = q. Jedli F' zawiera | elementéw g takich, ze ordp-(g)|k, to grupa T, (F)

zawiera
min(l,n) !
N(n, k, F) = 3 - ( n >q2<n Sy m)
i—1 (lijyg(ml,amj) my,...,mj
I= m1 <mg <...<my
mi1+---+mj=mn
elementéw T takich, Ze ordr, (p)(T)|k, gdzie g(my,...,m;) oznacza r1!---r,! zakladajgc, Ze

My =My =...=Mp FMpy41 = My 42 = o = My gy 7 My prgt1 =

Jak wspomniano powyzej, twierdzenie 21 nie jest dokladnym odpowiednikiem twierdzenia [3]
gdzie aby otrzymaé liczbe inwolucji wystarczylo od Z(n, F') odja¢ 1. Niemniej, oznaczajac
przez O(n, k, F) liczbe elementéw T, (F), ktérych rzad wynosi (dokladnie) k oraz stosujac do
oczywistej réownosci

S1 Sr —
N(n,pit---pir F) = E O(n,m, F)
mlpyt-pr”
wzOr Mobiﬁsa@ mozna otrzymacé wzor

O(n,pit---py, F) = > Nnpi ™ eeppr ™ m, F) - p(m).

mlpl”'l)r

25Symbol k oznacza tu sume 1+ 14 --- + 1.
| —

k razy
26¢zyli nastepujacg réwnosé zachodzacy, dla dowolnych funkcji arytmetycznych f, g

SHd=gm) & f) =D n@g (),
d|n d|n
1 dlan=1,
gdzie p jest funkcjg Mobiiisa, tzn. p(n) = ¢ 0 gdy n jest podzielna przez kwadrat jakiej$ liczby pierwszej,

m  gdy n jest iloczynem m réznych liczb pierwszych.
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Kolejnym, dosé naturalnym, pytaniem jest czy spelniony jest réwniez jakis odpowiednik twier-
dzenia [11] Istotnie, w [A3] mozna znalez¢ ponizszy wynik.

Twierdzenie 22. ([A8], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem g-elementowym, q > 2. Kazdy
element grupy Tso (F) jest iloczynem co najwyzej czterech macierzy z Too (F), ktorych rzedy
sq dzielnikami g — 1.

Oczywiscie, z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze kazda macierz trojkatna odwracal-
na okreslona nad cialem skonczonym réwniez jest iloczynem co najwyzej czterech macierzy
tréjkatnych rzedow skonczonych, ale réwniez

Whiosek 6. ([A3], Thm.1.4) Niech F bedzie ciatem g-elementowym, ¢ > 2. Grupa GLy i (F)
jest generowana przez elementy, ktorych rzedy sq dzielnikami g — 1.

We wniosku[6] w odréznieniu od pozostalych cytowanych tutaj wynikéw, nie jest podane zadne
ograniczenie wskazujace liczbe macierzy odpowiednich rzedéw potrzebnych do otrzymania
dowolnej macierzy, jednak liczba ta zdecydowanie jest skonczona. Latwo wywnioskowaé to na
przyklad z zacytowanego ponizej tWierdzeniﬂ

Twierdzenie 23. ([13]], Thm.1.3) Niech A € M, (F), gdzie n = 2 oraz niech F bedzie
dowolnym cialem. Wtedy istniejg macierze dolnotrojkgtne L, M oraz macierz gornotrijkgtna
U takie, 2e A = LUM. Ponadto, macierze L i U sq unitréjkgtne.

W swietle tegoz twierdzeniﬂ oraz réwnosci
G|H]|
0K

mozna wskazac liczbe 12 jako ograniczenie gorne liczby macierzy wystepujacych w rozkltadzie
z wniosku [6

VL] 0
0 | Ix

UlL'volH
0] K

] , gdzie G =VLU,

Zauwazmy, ze twierdzenie [22]dotyczy wylacznie cial skoniczonych. W istocie, z dowodu wynika
jednak, ze dla dowolnego ciala spelnione jest

Twierdzenie 24. ([A3], Thm.2.2) Zalézimy, ze F jest cialem zawierajgcym pierwiastek pier-
wotny stopnia k z 1. Jesli macierz T = [t;;] € Too(F') spetnia warunek NWW;(ordp-«(t:;)) = k,
to T mozna przedstawié w postaci iloczynu co nawyziej czterech macierzy, ktorych rzedy sq
dzielnikams k.

W éwietle wynikow dotyczacych macierzy rzedow réznych od 2 warto zapytaé czy analogiczne
twierdzenia sg spelnione w grupie Riordana. Oczywiscie zalezy tﬂ od pierscienia nad ktérym
zdefiniowane sa rozpatrywane macierze Riordana. Zazwyczaj jest to ciato liczb zespolonych

2"Nalezy wspomnieé, ze jest to wspaniale uogélnienie réwnie pigknego i klasycznego rozktadu postaci LU L, ktérego
istnienie zostalo udowodnione przez Vasersteina i Wheland w [184] dla macierzy nieosobliwych. Co wiecej, niedtugo
p6zniej [134] udowodniono, ze jest ono réwniez spelnione dla pewnej klasy pierscieni.

28 A dokladniej, jego wersji ”transponowanej”.

291 to nie tylko w przypadku grupy Riordana, ale dowolnej grupy macierzowe;j.
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— jak juz wezedniej byto wspomniane, przypadki R(R) oraz R(Z) nie sa zbyt ciekawe. Oczy-
wiscie, R(C) zawiera zaréwno elementy dowolnego skorniczonego rzedu, ktérych najprostszym
przyktadem sa macierze

ek
27
€ k
27 27
<l,ek -t): eF | dla k €N,
622’1
jak i macierze rzedéw nieskonczonych, np.
ik
ik
(1,e" - t) e’ dla k € Q.
ik

Macierzami Riordana o rzedach réznych od 2 jako pierwsi zainteresowali sie Cheon i Kim [37],
ktorzy rozszerzyli pojecie pseudo-inwolucji na przypadek pseudo-inwolucji rzedu &k (k > 2),
natomiast Cohen udowodnit uogdlnienie twierdzenia

Twierdzenie 25. ([{J], Thm.2A) Zalézmy, ze
d(t) = do + dit + dot® + - --

oraz
h(t) = wt + hot® + - - -

Jesli (d(t), h(t)) ma skoriczony rzad w R(F), to (d(t), h(t)) jest sprzezona z (do,wt).

Powyzszy wynik stanowil jedna z inspiracji do napisania artykulu [A7]. Druga byla, cyto-
wana juz wezesniej, praca [I16] zawierajaca interesujaca Wzmiankﬂ dotyczaca inwolucji i
ich iloczynéw. Mianowicie, grupa generowana przez wszystkie inwolucje z R(C) sktada sie ze
wszystkich elementéw postaci (d(¢), h(t)) takich, ze

h2 = hyhs. (7)

W szczegoélnosci, wynik ten oznacza, ze nie mozna zapisa¢ dowolnej macierzy Riordana o prze-
katnej sktadajacej sie z samych jedynek w postaci iloczynu inwolucji. Z drugiej strony, réwnosé
(7) sugeruje, ze odpowiedni dobér wspolezynnikéw hy, ho, hy moze pombe uzupehié te luke
i pozwoli zapisa¢ macierze Riordana jako iloczyny macierzy o innych, skonczonych rzedach.
Istotnie, mamy

30Dokladniej, podane wezeéniej twierdzenie jest konsekwencja przytoczonego teraz twierdzenia
31Ktéra réwniez byla tu juz przytoczona.
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Twierdzenie 26. ([A7], Prop.2) Niech k > 3 oraz niech hi,hao,hg € C. Wtedy istnieje
funkcja h(t) =307 | hyt™, ktdrej rzqd (wzgledem skiadania) jest réuny k.

Funkcja pojawiajaca sie w twierdzeniu [26] stanowi $wietne ”uzupelnienie” dla iloczynéw in-
wolucji i pozwala udowodnié¢ ponizsze

Twierdzenie 27. ([A7], Thm.1) Kazdy element R grupy R(C), ktdrego gldwna przekgtna
sktada sie z samych jedynek, moze byc zapisany w postaci tloczynu co najwyiej pieciu macie-
rzy Riordana skoniczonych rzedow. W szczegdlnosci, jesli R moze byé zapisana jako iloczyn
tnwolucyi, to jest iloczynem co najwyzej czterech inwolucyi; w przeciwnym przypadku, R moze
by¢ zapisana jako iloczyn trzech inwolucyi i dwoch elementéow rzedow wiekszych niz 2.

Przyktad 2. ([A7], Ex.1) Macierz R:

1 t
R: _— =
(1—t’1—t2>

I T = T = =
N N = =
—

nie spelnia warunku h3 = hihs, zatem nie da si¢ jej zapisa¢ w postaci iloczynu inwolucji.
Niemniej, mozna ja zapisa¢ w postaci iloczynu inwolucji i macierzy rzedéw wiekszych niz 2,
np.

ay
Il
TN
-
£
\
~
N~—
*
/N
—_
—
©
-l
|
N—
*
—~
[a—y
[
.
~+
~

1
1 1 [1 11 1
1 -1 0 —i 0 —i
1 -1 1 0 0 -1 0 0 -1

-~ |1 -1 1 —1 0 —i 0 0 0 O '
1 -1 1 -1 1 0 0 -2 0 1 00 0 01

gdzie pierwsza macierz to, na podstawie [I10], iloczyn trzech inwolucji, a kolejne dwie to
macierze rzedu 4.

Oczywiscie, nie tylko macierze o przekatnej skladajacej sie z samych jedynek moga by¢ zapi-
sane jako iloczyn macierzy skonczonych rzedéw. Dokladniej, mamy

Whniosek 7. ([A7], Cor.1) Macierz Riordana R € R(C) jest iloczynem macierzy Riorda-
na skoriczonych rzedow wtedy i tylko wtedy, gdy najmniejsza wspdlna wielokrotno$é rzedow
elementow glownej przekgtnej jest skornczona.
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Opis cyklu prac [B1]-[B6]

Prace [B1]-[B6] po$wiecone sa pewnym grupom macierzy N x N, gléwnie tréjkatnym. To co
laczy wszystkie te prace to pojawiajace sie w nich pewne pojecia podstawowe — mianowicie
operacja sprzezenia i/lub macierze elementarne.

W [B1] wskazana jest wlasno$é macierzy unitréjkatnych, ktéra moze znacznie uproscié badanie
podgrup normalnych macierzy tréjkatnych. Niech symbole UT s (m, R) (m € N), UTpgnd,c0 (R)
oraz UTpand,co (M, R) oznaczaja odpowiednio:

UTw(R) gdy m=0,

UT,(m,R) =
(m, R) {{U:[unk]EUTOO(R):unk:0dlan,keNtakiCh,2eO<k—n<m},

gdzie przypomnijmy UT,,(R) oznacza podgrupe grupy T (R) skladajaca sie z macierzy,
ktérych wszystkie elementy z gtéwnej przekatnej sa rowne 1,

UTvand,co(R) = {U = [unk] € UTso(R): 3m € Ny pyr =0dlan,r € Noile r > m},

UTband,oo(ma R) = UTband,oo(R) N UToo (m7 R)
Macierze z UTpund,oo (R) nazywamy Wste;gowymﬂ Pierwszyﬁ wynik [B1] jest nastepujacy.

Twierdzenie 28. ([B1J, Thm.2.1) Niech R bedzie pierscieniem lgcznym z jedynkq, H —
podgrupg normalng UTx (R), natomiast m € N. Jesli H zawiera UTpgnd,co(Mm, R), to zawiera
rowniez Ul (m, R).

Mniej formalnie ujmujac, twierdzenie 2§ méwi, ze jesli podgrupa normalna zawiera macierze
o pierwszej, drugiej, ..., m — 1-ej przekatnej zerowej, w ktorych skonczong liczbe przekatnych
powyzej m-tej mozna ustali¢c dowolnie, to zawiera réwniez wszystkie macierze o pierwszej,
drugiej, ..., m — 1-ej przekatnej zerowej. Ponadto spelnione jest

Twierdzenie 29. ([B1], Thm.2.2) Niech R bedzie pierscieniem lacznym z jedynkq. Jesli H
jest podgrupg UToo(R) zawierajgcg UTpand,oo(R) oraz UToo(m, R) dla pewnej liczby m € N,
to H=UTw(R).

Polaczenie powyzszych wynikéw prowadzi, miedzy innymi do opisu komutanta grupy Te.(R),
czyli grupy generowanej przez wszystkie komutatory z T, (R):

[Too(R), Too(R)] = ([T1, T2]: T1, Ty € Too(R)), gdzie [T1, Ty := Ty ' Ty ' Th Ts.

Dokladniej, z twierdzen oraz pracy [169]@ wynika

320ryginalnie: banded.
331 w zasadzie najwazniejszy, chociaz nie zacytowany we wstepie
34Poniewaz praca ta byla czescig rozprawy doktorskiej, nie jest wymieniona w dorobku podanym powyzej.
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Twierdzenie 30. ([B1], Thm.1.1) Jesli R jest lacznym, przemiennym pierscieniem z jedyn-
ka, stabilnej rangi co najwyzej 1, to [Too(R), Too(R)] = UTwo (R).

Warto dodaé, ze z twierdzen i na podstawie pracy [169] mozna réwniez otrzymaé opis
ciagu komutantéw, a takze opis dolnego ciagu centralnego T, (R) oraz UT (R), jednak z racji,
iz wiekszo$¢ tych wynikéw bylta znana wezedniej (zob. prace [20]) nie bede ich tu powtarzac.
Oczywiscie, w analogiczny spos6b mozna otrzymaé opis komutanta grupy Vershika-Kerova.
Oznaczajac przez SLy ik (R) grupe:

SLvk(R) = { %%] . S€SLy(F), UeUTw(F), H eMan(F)}

neN
Twierdzenie 31. ([B1], Thm.1.2) Jesli R jest lacznym, przemiennym pierscieniem z jedyn-
kg, stabilnej rangi co najwyzej jeden, w ktorym jedynka moze byc zapisana jako suma dwdch
elementéw odwracalnych, to [GLyk(R),GLy k(R)] = SLyk(R).

mamy

Artykul [B2] po$wiecony jest macierzom tréjkatnym skonczonego stopnia, ktére sa sprzezone
ze swoimi odwrotnymi. Ustalmy, ze takie elementy pewnej grupy macierzy bedziemy nazywac
rzeczywistymﬂ Berrgren [I§] badal grupy skoniczone skladajace sie wylacznie z elementéw
rzeczywistych 1 udowodnil, ze 2-podgrupy Sylowa S, sa grupami o tej wlasnoéci, a takze, ze
kazda skoniczona 2-grupa jest zanurzalna w 2-grupe skladajaca si¢ z elementéw rzeczywistych.
Ponadto, z twierdzenia [§] wiadomo juz, ze w pelnej grupie liniowej nad dowolnym cialem ma-
cierze posiadajace te wlasnosé sa iloczynami dwoéch inwolucji. Macierze rzeczywiste stopnia
drugiego zostaly opisane w [30]@ Nie majac pewnosci czy w grupie macierzy tréjkatnych
spelniony jest analogon twierdzenia [§] mozna postawi¢ pytanie o nature elementow rzeczy-
wistych w T, (F). W [B2] podany jest pewien ”skromny” przyklad rodziny macierzy o tej
wlasnosci.

Twierdzenie 32. ([B2], Thm.11) Niech F bedzie cialem przemiennym oraz niech n € N.
Jesli macierz T = [t;;] € T,,(F) spelnia nastepujgce warunki:
(a) dla wszystkich i, 1 <i<n mamyt; =1 lubt; = —1,
(b) istnieje liczba m, 0 < m < n — 1, taka ze
2. b i4r = 0 dla wszystkich v, 1 <r <m — 1, oraz wszystkich i, 1 <i<n—r,

2. tii4m # 0 dla wszystkich i, 1 <i<n—m,

to macierz T jest rzeczywista.

Warto zauwazy¢, ze w grupie macierzy unitréjkatnych zbiér elementéw rzeczywistych jest
"ubogi”. Dokladniej, spelnione jest

350ryginalnie sa to real elements (réwniez reversible elements), gdyz charaktery grup sktadajacych sie z elementéw
o takiej wlasnodci sa rzeczywiste. Jedna z klas grup skorficzonych o tej wlasnosci wyznaczona jest w [I80]. Istniata
hipoteza [95], ze charaktery grup skladajacych sie z macierzy unitréjkatnych zdefiniowanych nad cialem dwuelemen-
towym maja te wlasnos$é, jednak w [84] znaleziono kontrprzyklad dla macierzy stopnia 13.

36 Aczkolwiek chyba warto dodaé, ze bez pomocy twierdzenia
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Twierdzenie 33. Jesli F' jest cialem przemiennym o charakterystyce rézinej od 2, to jedynym
elementem rzeczywistym w UT, (F) jest macierz jednostkowa.

Warto dodaé, ze powyzsze twierdzenia zostaly niedawno wywnioskowane réwniez za pomoca
metod teorii Liego [62].

Praca [B3] jest po$wiecona pewnej podgrupie grupy UTgs(F), ktéra to definiujemy jako
przecigcie UTo (F) i GLgy(F). W ramach przypomnienia zacytujmy definicje.

Definicja 4. Niech G bedzie grupa, a H jej podgrupa. Jesli dla kazdego endomorfizmu
¢: G — G spelniony jest warunek ¢(H) C H, to méwimy, ze H jest podgrupg calkowicie
niezmienniczq (lub calkowicie charakterystyczna) grupy G.

Definicja 5. Niech X = {z;: i € I} bedzie niepustym alfabetem. Ponadto, niech X! :=
{xi_l: 1€l } Dowolny pusty lub skoficzony ciag liter nalezacych do X U X! nazywamy
stowem.

Definicja 6. Dowolna podgrupe ustalonej grupy G generowang, przez elementy, ktére powsta-
ly przez podstawienie dowolnych elementéw grupy G w miejsce liter w stowach z ustalonej
rodziny stéw F' nazywamy podgrupg werbalng i oznaczamy ja Vi (G).

Wiadomo [I35], ze kazda podgrupa werbalna jest generowana przez co najwyzej dwa sto-
wa, z ktérych jedno to stowo potegowe, tzn. postaci z}', gdzie z; € X, natomiast drugie to
stowo komutatorowe, tzn. powstale ze skonczonej liczby zlozen stéw postaci [z;,x;], gdzie
z5,2; € XUX —1. W [19] Bier zbadala podgrupy werbalne w grupach macierzy tréjkatnych
i unitréjkatnych skonczonego stopnia nad ciatem charakterystyki 0, a takze w grupie bedacej
przecieciem stabilnej grupy liniowej z grupa macierzy gornotréjkatnych N x I\ﬂ Sosnovsky
[173] uogdlnil wyniki uzyskane w pracy [19] dotyczace macierzy skonczonego stopnia na przy-
padek macierzy zdefiniowanych nad dowolnym cialem zawierajacym co najmniej 3 elementy.
Praca [B3] réwniez dotyczy podgrup werbalnych, ale grupy Try(F'), ktérej elementy, w odréz-
nieniu od grup wymienionych powyzej, zawieraja macierze o nieskonczonej liczbie elementow
niezerowych nad gléwna przekatna. Pomimo tej, do$¢ istotnej réznicy, mozna skorzystaé z po-
wyzszych wynikéw, aby zbadaé podgrupy werbalne w Ty (F'). Bardzo istotne jest tu istnienie
ponizszego rozktadyy]

Twierdzenie 34. ([79], Thm.1) Dla dowolnego R — pierscienia lgcznego z jedynkaq, grupa
UTgrs(R) jest generowana przez macierze blokowo-diagonalne z UTrs(R). Dokladniej, kazdy
element UTgy(R) jest albo macierzg blokowo-diagonalng albo iloczynem dwdch takich macie-
r2Y.

Laczac przedstawione powyzej fakty w [B3| otrzymano nastepujace wyniki.

37Tytutem przypomnienia: przez stabilng grupe liniowa G'L(R) rozumiemy granicg prosta grup G L., (R) (zob. [I1])
i utozsamiamy ja z podgrupa GLgc ¢(R) sktadajaca si¢ z macierzy postaci:

G| 0
, G € GLp(R) dla pewnego n € N.
0| I

38Warto dodaé, ze rozktady macierzy z grupy GLRys(F) ijej podgrup wykorzystujace macierze blokowo-diagonalne
pojawily sig pierwotnie w [I87]. Zaréwno w [I87] jak i w [79] macierz blokowo-diagonalna NxN okreslana jest terminem
string, jednak z racji istnienia znanego polskiego okreslenia, pozostaje tu przy nazwie macierz blokowo-diagonalna.
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Twierdzenie 35. ([B3], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem zawierajgcym co najmniej trzy
elementy. Wowczas kazda podgrupa UTrs(F'), ktora jest catkowicie niezmiennicza w Trys(F)
jest réwna pewnemu wyrazowi dolnego ciggu centralnego UTgs(F).

Twierdzenie 36. ([B3], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem zawierajgcym co najmniej trzy
elementy. Jesli f jest stowem komutatorowym, to grupa Vy(Tr;(F)) jest réwna pewnemu
wyrazowt dolnego ciggu centralnego Try(F').

Twierdzenie 37. ([B3], Thm.1.3) Niech F bedzie cialem zawierajgcym co najmniej trzy
elementy. Dla dowolnego m € N grupa Vym (UTgrs(F')) jest rowna pewnemu wyrazows dolnego
ciggu centralnego Try(F').

Twierdzenie 38. ([B3], Thm.1.4) Niech F bedzie cialem zawierajgcym co najmniej trzy
elementy. Dia dowolnego m € N grupa Vym (Try(F)) przyjmuge postaé Vym (Doo(F))-UTgs(F)
albo jest réwna pewnemu wyrazowi dolnego ciggu centralnego Try(F).

Niezaleznie od [B3] opis podgrup werbalnych grup T (F'), UTs (F') zostal uzyskany przez
Bier w [20)].

Artykul [B4] zawiera uzpelnienie wynikéw uzyskanych w pracy [80], ktéra wchodzita w sklad
mojej rozprawy doktorskiej. Prace te wskazuja zwiazek pomiedzy podgrupami macierzowymi
parabolicznymi oraz sieciowymi.

Definicja 7. Niech R bedzie pierécieniem z 1, n € N, natomiast H pewna podgrupa GL,,(R).
Jesli H zawiera T, (R), to méwimy, ze H jest podgrupa paraboliczna GL,(R).

Definicja 8. Rodzine dwuindeksowanych idealéw (o4;): jer (alternatywnie powiemy: syste-
mem idealéw (0;); jer), gdzie § C I C N, ustalonego piericienia R nazywamy siecig, jesli dla
dowolnych 4, j, k € I spelniony jest warunek

OikOkj C 0.

W szcezegdlnodcei, sieci spelniajace warunek
0 = R dla wszystkich 4, j takich, ze i < j.
nazywamy 7-sieciami.

Niech G bedzie podgrupa G'L,,(R), natomiast (04;); je{1,2,...n} Dedzie siecia idealéw pierdcie-
nia R. Przez M (o) oznaczamy nastepujacy podzbiér M, (R):

M(o) = {M = [my;] € M,(R): m;; € 0;; dla wszystkich i,j € I'}.
Mozna zauwazy¢, ze zbiér
I,.+M(o)={I,+M: M e M(o)}

jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie macierzy oraz zawiera macierz jednostkowa. Ponadto
wszystkie macierze nalezace do tego zbioru sa odwracalne. Zbiér ten zawiera dokladnie jedna
podgrupe maksymalna, ktéra nazywana jest podgrupg sieciowq i oznaczana przez G(c). W [21]
Borevich udowodnil ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 39. ([21], Thm.1) Niech R bedzie pierscieniem péllokalnyn@ z jedynkq, takim
ze jedynka ta moze byé zapisana jako suma dwoch elementow odwracalnych w tym pierscieniu.
Jesli H jest podgrupg paraboliczng grupy GL,(R), to istnieje jednoznacznie wyznaczona T-sied
idealéw o taka, zZe H = G(0).

Analogiczne twierdzenie jest spelnione dla grupy Vershika-Kerova.

Twierdzenie 40. ([78], Thm.1.2) Niech R bedzie pierscieniem pdllokalnym, w ktdrym je-
dynka moze byé zapisana jako suma dwoch elementéw odwracalnych. Jesli H jest podgrupg
paraboliczng grupy GLy i (R), to istnieje jednoznacznie wyznaczona T-sieé idealdw o taka, Ze
H = G(o).

Co wiecej, wynik ten przenosi sie rowniez na przypadek specjalnej grupy Vershika-Kerova
[80]. Mozna zauwazy¢, ze wszystkie zaprezentowane tu twierdzenia sa spelnione dla macie-
rzy nad wszystkimi cialami zawierajacymi co najmniej trzy elementy. Istotnie, w dowodach
tych twierdzen wykorzystywana jest operacja sprzezenia elementéw za pomocg macierzy dia-
gonalnych nie-jednostkowych. Naturalnym wydaje sie pytanie czy jest mozliwe, oczywiscie
w nieco inny sposéb, dowies¢ rezultatéw analogicznych dla macierzy okreslonych nad cialem
dwuelementowym. Praca [B4] zawiera pozytywna odpowiedz.

Twierdzenie 41. ([Bj], Thm.1.2, 1.3) Jesli H jest podgrupg paraboliczng GL,(Fs), to ist-
nieje jednoznacznie wyznaczona T-sieé idealéw taka, ze H = G(0).

Jesli H jest podgrupg paraboliczng G Ly ik (F2), to istnieje jednoznacznie wyznaczona T-sied
ideatow taka, Ze H = G(0).

Niech J,(a) oznacza klatke Jordana stopnia n odpowiadajaca wartosci wlasnej a, natomiast
Jso(a) jej odpowiednik w Too (F).

Prace [B5], [B6], to skromny wklad dotyczacy pewnego uogélnienia postaci Jordana na przy-
padek macierzy nieskonczonych. Pomimo, iz w pewnych szczegdlnych przypadkach istnieja
bardziej interesujace macierze sprzezone z zadana macierz jest to najszerzej znana i naj-
bardziej uniwersalna sposréd postaci kanonicznych macierz Oczywiscie w przypadku ma-
cierzy N x N problem znalezienia zaréwno postaci jak i bazy Jordana komplikuje sie. W szcze-
gblnosci, gdy dana macierz A posiada wielomian anihilujacy, istnieje baza Jordana macierzy
A [I14). W przypadku ogdlnym, prawdopodobnie jedyny wynik nalezy do Wanga [188], ktéry
sprowadzil ten problem do rozwiazania odpowiedniego ukltadu réwnan i sformulowal waru-
nek wystarczajacy dla macierzy z Mpgs(F) lub Mcf(F) na podobienstwo do nieskoficzonej
klatki Jordana za pomoca minoréw gltéwnych i pewnej ich modyfikacji. Nietrudno zauwazy¢,
ze dla macierzy nieskoiiczonego stopnia traktowanie postaci Jordana jako sumy prostej ma-
cierzy bedacych klatkami Jordana pozwala na posiadanie maksymalnie jednej podprzestrzeni

39Gwoli przypomnienia: czyli pierscieniem o skoniczonej liczbie prawostronnych ideatéw.

400précz postaci Weyra lub Kroneckera warto tu wspomnieé o artykule [28], w ktérym autorzy badaja czy postaé
Jordana macierzy jest macierza sprzezong z dang macierza o mozliwie najwiekszej liczbie zer (niekoniecznie tak jest!),
a takze [71], gdzie z kolei rozstrzygniety jest problem czy kazda macierz jest sprzezona z pewna macierza Toeplitza
(odpowiedZ réwniez jest negatywna).

41Wigcej informacji o postaciach kanonicznych macierzy skoniczonego stopnia mozna znalezé w [182], chociaz sam
dowdd twierdzenia o postaci Jordana jest przejrzysciej przedstawiony w [27].
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niezmienniczej nieskonczonego wymiaru, podczas, gdy juz prosty przyktad:

0 0
0 0

o

=]
S O O
S O = O O

o oo
A= Z €3n,3n+3 T Z €3n+1,3n+4 =

n=1 n=1

S O = O O O
S O O O O O O

pokazuje, ze macierz taka moze mie¢ ich wiecej. Stad w [B5] pojawia sie zaczerpnieta z pracy
[179] definicji uogblnionej sumy proste;j.

Definicja 9. ([B5], Def.1.1) Niech {S,}, .; bedzie podziatlem N, natomiast A, — macierzami
stopni |S,| dla kazdego n € I. Méwimy, ze macierz A = [a;;] jest uogdlniona sumg prosta
macierzy A,, n € I, i piszemy

A - EB’ILEI(AR)Iny

jesli
A= (Ap)zy jeSlii =1y, j=jy, 4,5 € I, = {i1,12,13,...} dla pewnegon € I,
* 0 w przeciwnym przypadku.

W szczegblnosci macierz A podana w (8) jest rowna (Joo(0)) gy, © (Joo(0))gy-

Dla dowolnego podziatu {I,,},.; zbioru N oraz dowolnych macierzy A,,B, € M, (R),
n € I, mamy
@nGI(An) + @nGI(Bn) = Oner (An + Bn) )
oraz

@nEI(An) : @nEI(Bn) = Bner (An : Bn) y

co rozwiazuje problem rodzin macierzy nieskonczonych, ktére spetniajg warunek analogicz-
ny do sumy prostej struktur algebraicznych pomimo, iz nie sa blokowo-diagonalne, czyli nie
spelniaja definicji sumy prostej macierzy. W [B5] macierza Jordana nazywana jest dowolna
macierz N x N, ktéra jest uogdélniona suma prosta dowolnej liczby (stopnia skoficzonego lub
nieskoniczonego) klatek Jordana. Gléwna trudno$é znalezienia bazy Jordana czy tez macierzy
przejécia C' dla macierzy nieskoficzonej - w rozwazanym w [B5] przypadku macierzy tréjkat-
nej, spowodowana jest faktem, iz C' musi naleze¢ do grupy GLcf(F). Wymagania dotyczace
macierzy przejécia sg zazwyczaj trudne do sprawdzenia nawet w przypadku macierzy skon-
czonego stopniﬂ Gléwny wynik [B5] jest nastepujacy.

12W szczegblnoscei w [64] autorzy okreslaja problem opisu klas sprzezonoéci macierzy tréjkatnych w T, (F) stowem
a 5

”wild”. Podobnie w recenzji Mathematical Reviews pracy [148] sam Housholder napisal, ze oczywistym warunkiem

wystarczajacym dla A = [a;;], B = [bi;] € Tn(F') jest a;,i+1 = bii+1, lecz ”Beyond that they become complicated”.
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Twierdzenie 42. ([B5], Prop.2.1) Dla dowolnego ciala F i dowolnej macierzy A € Too(F)
istnieje macierz X € Too(F) taka, ze

AX = @nGI(An)I

n?
gdzie A, spelniajg ponizsze warunki:

(a) (An)ii # (An);; dla dowolnych i, j oraz n # m,
(b) (An)ii = (An);j dla dowolnych i, j, n.

Twierdzenie to sprowadza problem wyznaczania postaci Jordana do macierzy o stalej prze-
katnej; oczywiscie bez utraty ogélnosci mozna uznaé, ze ta przekatna sklada sie z samych
zer. Zbiér takich macierzy tréjkatnych oznaczono przez N'To. (F). Praca [B5] zawiera réwniez
prébe udowodnienia istnienia postaci Jordana dla takich wtasnie macierzy, zawiera jednak
ona blad, stad korekta [B6]. Nie udalo sie w niej, niestety, naprawi¢ wspomnianego bledu.
Zawiera ona mniej ogélny wynik.

Twierdzenie 43. ([B6], Lem.0.7) Niech F bedzie dowolnym cialem oraz A € NToo(F). Za-
{62my, ze my1, mao, ms, ... oznaczajg numery niezerowych kolumn macierzy A uporzgdkowane
rosngco. Jesli dla dowolnego i € N spelniony jest warunek

a i 0 =m;
e A £0) =

to istnieje macierz X € Too(F) taka, e AX jest uogélniong macierzq Joo(0).

W szczegolnosci, powyzsze wyniki sugeruja, ze wiele macierzy z Too(F') posiada swoja uogdl-
niona posta¢ Jordana. Aby uscidlié¢ to stwierdzenie, wprowadzmy w 7T (C) nastepujaca me-
tryke:

d([2ij], [yij]) = min(sup |zi; — vl 1).
4, EN

Dla tej metryki spelniony jest ponizszy wniosek.

Whiosek 8. ([B6], Cor.0.8) Zbiér macierzy trdjkatnych, ktére sq¢ w Too (C) podobne do uogdl-
nionej macierzy Jordana jest gesty w Too(C).

Ponadto, spelniony jest réwniez

Whiosek 9. ([B6], Cor.0.9) Zbiér macierzy z NToo (C), ktére sqg w Too(C) podobne do uogdl-
nionej macierzy Jordana jest gesty w N'Too(C).

Twierdzenie, ktére bylo poczatkowym celem [B5] zostalo udowodnione przez Kosti¢, Petrovi-
¢a, Pucanovica i Roslavcev.

Twierdzenie 44. ([10]], Thm.1.8) Niech A = [a;j] € Too(F') bedzie macierzq gornotréjkgtng
N x N. Wtedy dla przestrzeni F>* = U,>1F™ i operatora L: F>*° — F> takiego, ze A = [L].,
gdzie e jest bazg standardowq dla F™, istnieje taka baza f, ze [L]; jest uogélniong macierzq
Jordana.
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Opis cyklu prac [C1]-[C15]

Prace [C1]-[C15] sa poswigcone réznego rodzaju odwzorowaniom okre$lonym na grupach badz
pierscieniach macierzy N x N. Omoéwienie ich zaczne od artykuléw [C3], [C5] oraz [C9], ktore
skupiaja sie na najbardziej znanych odwzorowaniach pojawiajacych sie w literaturze — ho-
momorfizmach. Bardzo obszerng prace na temat automorfizméw pelnej grupy liniowej nad
cialam@ oraz jej podgrup napisal Dieudonné w 1951 r. [53]. Z czasem jego wyniki zostaly
uogolnione na przypadek macierzy okreslonych nad réznymi klasami pierécien@ W szczegdl-
noéci, automorfizmy grupy macierzy unitréjkatnych, a nastepnie trojkatnych wskazal Levchuk
[105] 106], a takze Zhang i Chongguang [200].

Praca [C3] po$wiecona jest epimorfizmom grup UTw(F) i Teo(F). Do ich zbadania przydaja
si¢ pewne podgrupy niezmiennicze. Doktadniej, pokazano tam, ze podgrupy

RFFFL = MU = [ui] €UToo(F): YV n,m €N (Upm #0, n#m = 1<n<k, m>k+1)}

sa jedynymi normalnymi oraz maksymalnymi abelowymi podgrupami UTw, (F'). Korzystajac
z tego faktu, a takze operacji sprzezenia otrzymano opis epimorfizméw UTy (F'). We wszyst-
kich zacytowanych tu pracach homomorﬁzmﬂ sg, zlozeniami pewnych ”standardowych” od-
wzorowan. Tak jest réwniez w przypadku macierzy nieskonczonych. Dokladniej, standardo-
wych epimorfizméw grup Too(F) i UTs (F) okre$lonych w nastepujacych podpunktach.

(a) Dla dowolnego o — endomorfizmu ciala F', przez ¢ oznaczamy odwzorowanie okreslone
na Too (F) lub UTw (F) takie, ze [0([znm])];; = o(zi;) dla wszystkich 4, j € N.

(b) Symbol Znn 4 oznacza automorfizm wewnetrzny Too (F') (lub UT (F)), tzn. Inna(X) =
ATIX A, gdzie A € Too(F) (odpowiednio A € UTw (F)).

(c) Dla dowolnej macierzy diagonalnej D € T, (F) przez Diagp oznaczamy odwzorowanie
takie, ze Diagp(X) = D7'XD. Jest to automorfizm zaréwno Tn (F) jak i UTw(F),
jednak tylko dla T (F') jest to automorfizim wewnetrzny (zakladajac, ze D nie jest
macierza jednostkowa).

(d) Dla ustalonej liczby k € Ng przez Upy rozumiemy odwzorowanie okre$lone na Too (F) lub
UT (F) takie, ze [Upk([zi;])]nm = Tntk,m+k dla wszystkich n,m € N. Oczywiscie, Up,
jest epimorfizmem obu rozwazanych grup, jednak jest automorfizmem (dowolnej z nich)
wytacznie dla k = 0.

Przy powyzszych oznaczeniach zachodzi nastepujace

Twierdzenie 45. ([C8], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach.
Jesli ¢ jest epimorfizmem grupy UTo(F), to istniejg U € UTo(F), D € Do(F), k € Ny
oraz o — epimorfizm ciala F takie, Ze

¢(X) = Diagp - Inny - & - Upk(X)

Pokazujac, ze kazdy epimorfizm T (F') zachowuje UT (F) oraz korzystajac z twierdzenia
otrzymano nastepnie

43W niektérych przypadkach nad cialami charakterystyki réznej od 2.
44Bez wchodzenia w szczegdly pozwalam tu sobie polecié¢ artykul [142] oraz referencje w nim zawarte.
45 A w zasadzie nie tylko homomorfizmy.
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Twierdzenie 46. ([C3], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach.
Jesli ¢ jest epimorfizmem grupy Too (F), to istniejg T € Too(F), k € No, 0 — epimorfizm ciala
F oraz multiplikatywne odwzorowanie f: (F*)* — F* takie, Ze

d(X) = f(z11,. .. xkk) - Inny - 7 - Upp(X).

Dodatkowo, z twierdzen [45] [46| mozna otrzymac opis grup automorfizméw T (F) oraz UT s (F).
Twierdzenie 47. (/C3], Thm.1.8) Niech cialo F zawiera co najmniej trzy elementy. Wtedy

(a) grupa automorfizméw Ul (F) to splot G H, gdzie G jest izomorficzna z UTs (F),
natomiast H jest izomorficzna z grupg automorfizmow ciata F,

(b) grupa automorfizméw T, (F') to splot GV H, gdzie G jest izomorficzna z grupg ilorazowq
Too(F)/{alyw: a € F*}, natomiast H jest izomorficzna z grupg automorfizmdw ciala F.

Idac tropem wynikéw z [C3] w pracy [C5] opisane sa epimorfizmy 7o, (F') — pierScienia ma-
cierzy trojkatnych N x N. Automorfizmy pierécieni macierzy tréjkatnych skoniczonego stopnia
okreslonych nad pewnymi rodzinami pierécieni zostaly wyznaczone przez Jondrupa w [88] [89).
W szczegdlnoéci w przypadku macierzy tréjkatnych nad pierscieniem R prostym i artinow-
skinﬁ kazdy C-automorfizm T,(R) (gdzie C oznacza centrum R) jest automorfizmem we-
wnetrzny:

Podobnie jak w przypadku epimorfizméw grup UTw (F'), Too(F'), metody badania epimor-
fizméw Too (F) musza réznié sie od metod zastosowanych do wyznaczania automorfizméw
Tn(F). W dowodzie gtéwnego twierdzenia mozna wyodrebnié trzy etapy:

(a) wykazanie, ze dla dowolnego epimorfizmu ¢ pierScienia T (F) mamy ¢(NToo(F)) C
NT(F),

(b) wykazanie, ze réwnosé ¢(eny) = 0 implikuje ¢(RZ*(F)) = {0}, gdzie
'R,gom(F) = {T: [ti]‘] ETOO(F)VZ,] EN(?;>TL Vi<m = tij :0)}

jest pewnym odpowiednikiem RY™(F),

(c) wykazanie, ze ¢ = Upy, - ¢ dla pewnego 9 zachowujacego macierze odwracalne oraz
nieodwracalne.

Z wymienionych powyzej wynikéw czeSciowych w [C5] otrzymano ostatecznie

Twierdzenie 48. ([C5], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach.
Jesli ¢ jest epimorfizmem pierscienia Too(F), to istniejg T € Too(F), o — automorfizm F,
liczby k,n € No oraz multiplikatywne odwzorowanie f: (F*)" — F* takie, zﬁ

A(x) = f(Tha1 bt 1 Tht2,k42 - - > L) - I - T - UPpoyn (T).

46 Czyli w szczegblnosci nad dowolnym ciatem.

47Opis ten pokrywa sie z teza twierdzenia Skolema-Noether, z ktérego wiadomo, ze kazdy C-automorfizm prostej
artinowskiej R-algebry A, gdzie R jest skonczenie wymiarowy nad swoim centrum C, jest automorfizmem wewnetrz-
nym, ktére to byto inspiracja dla pracy [88]. Warto wspomnieé, ze ten sam wynik zostal przedstawiony przez Kezlana
w [92] dla R-automorfizméw algebry Tn(R).

48Praca [C5] zawiera (poprawione tu) drobne usterki w kwestii n oraz k, ktére zostaly mi zyczliwie wskazane przez
pania dr Brusamarello, ktéra streszczala t¢ prace dla Mathematical Reviews.
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Praca [C13], to z kolei pewnego rodzaju

Too(F).

"wariacja” na temat automorfizméw pierécienia

Definicja 10. Niech A bedzie algebra operatoréw liniowych dzialajacych na przestrzeni V
zdefniowanej nad cialem F'. Jesli odwzorowanie liniowe ¢: A — A jest takie, ze dla dowolnego
X € A oraz dowolnego v € V istnieje automorfizm ¢x ,, algebry A taki, ze

¢(X)U = (bX,U(X)Ua

to méwimy, ze ¢ jest dwulokalnynﬁ automorfizmem A.

Do tej pory znane sa opisy dwulokalnych automorfizméw algebr macierzy oraz ograniczo-
nych operatoréw okreslonych na przestrzeniach Hilberta [I30] [132]. W pierwszym przypadku
sg to automorfizmy wewnetrzne, anty-automorfizmy wewnetrzne lub pewne odwzorowania
zdegenerowane, w drugim - sa to pewne endomorfizmy B(H). W badanym w [C13] przypad-
ku rozwazana algebra jest A = T (F), natomiast przestrzen V, to Mﬁ;Zl(F ), skladajaca
sie ze wszystkich wektoréw-kolumn o skonczonej liczbie elementéw niezerowych. Korzystajac
z twierdzenia [48| oraz wynikéw pracy [C8]E| otrzymano

Twierdzenie 49. ([C13], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach.
Odwzorowanie liniowe ¢ jest dwulokalnym automorfizmem Too(F) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest automorfizmem Too (F).

Praca [C9] zawiera opis automorfizméw pewnych pierscieni macierzy N x N, jednak nieko-
niecznie tréjkatnych. Ustalmy, ze pierscienie macierzy z [C9] bedziemy nazywaé pierscieniami
ze strukturﬂ Owa struktura dotyczy rozmieszczenia elementow zerowych. Dokladniej, niech
< bedzie quasi-porzadkiem czyli relacja zwrotna i przechodnia. Pierscien M,, (<, F') zostal
zdefiniowany w [183] nast@pujqcﬂ

W [I70] Smith i van Wyk udowodnili, ze kazdy taki pierscief jest izomorﬁcznﬂ Z pewnym
pierécieniem macierzy blokowo-tréjkatnych.

Zgodnie z @D mozna zdefiniowaé analogiczne pierécienie macierzy N x N:

Mcy (S, F) = {M = [m”] € Mcf(F): (i,7) €<= mij = 0},
TOO(S’F) = {T: [tij] S Too(F) (7/,]) ¢S:> tij = O}7

oczywiscie zaktadajac, ze relacja < spetnia warunek

V(Z,]) eg mij 7& 0 = M= [mlj] € Mcf(F).

49Nazewnictwo jest tu delikatng sprawa; oryginalnie odwzorowania te nazywa sie bilocal automorfizm. Nalezy jednak
zauwazy¢, ze istniejg réwniez (1 w zasadzie sa o wiele lepiej znane) 2-local automorphisms - czyli 2-automorfizmy.

50K tére sa oméwione nieco nizej.

51W oryginale: structural matriz rings.

52W zasadzie nalezatoby sprostowaé, ze w [I83] sa to pierscienie zdefiniowane nad piericieniami (tacznymi oraz z
jedynka).

53Doktladniej, istnieje taka permutacja o zbioru {1,2,...,n}, ze Pgan(g7 F) P, sklada si¢ ze wszystkich macierzy
blokowo-tréjkatnych o ustalonej strukturze blokéw.
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Automorfizmy pierscieni ze struktura skonczonego stopnia zbadata Coelho najpierw dla przy-
padku macierzy nad cialamﬁ [43], a nastepnie dla przypadku macierzy nad pewna klasa
pierscieni [44]. Jak sie okazuje, kazdy taki automorfizm jest ztozeniem automorfizmu wewnetrz-
nego, sprzezenia odpowiadajacego permutacji oraz pewnego automorfizmu zdefiniowanego za
pomoca pewnej relacji przechodniej. Automorfizmy pierscieni Mc (<, F) oraz Too (S, F') réw-
niez sg zlozeniami pewnych standardowych automorfizméw. Zaleza one od pewnych klas na
ktore relacja < dzieli N. Zakladajac, ze nq, no, ..., ng lub ny, ns, ..., ng, ..., sa réoznymi
liczbami naturalnymi, jesli spelnione sa warunki
v1<2,j<k ((ni7nj) ES \/(nj?ni) E<)7

V1<Z<kvm#nlavnk ((nlam) ¢S /\(mv’n‘l) ¢S)7
to klase B, definiujemy jako {ni,na,...,ni} lub odpowiednio {ni,ns,...,nk,...}. Majac
ustalona klase B,, definiujemy podpierscien S(B,,) nastepujaco:

S(Bn):{M: [mij] GMCf(S7F>I (2¢Bn \Y ]%Bn) = My :0}.

Dla dowolnego quasi-porzadku < pierscien M (<, F) jest uogélniong suma prostﬂ swoich
podpierécieni S(By): Mc (S, F) = BnenS(By).
Jak mozna si¢ domysli¢ automorfizmy Too (S, F) i Mceyp(<, F) sa zlozeniami pewnych stan-
dardowych odwzorowan. Przedstawimy je ponizej.

(a) Dla dowolnej permutacji 7 zbioru N przez 7 oznaczane jest odwzorowanie M¢¢(F) (lub
dowolnego podpierécienia M¢;(F')) takie, ze

[ﬁ(X)]ﬂ(i)ﬂ(j) = Xij-

(b) Jesli 7 jest permutacja klas B,, = {ni,na,...}, By = {m1,ma, ...}, gdzie ny <ng < ...
imp <mg <...taka, ze m(n;) = m; dla kazdego i € N, to indukuje ona odwzorowanie
B, o wlasnosci:

[Br(X)]

co odpowiada permutacji blokéw.

mymg; x”'inj’

(¢) Przez J oznaczmy odwzorowanie T, (F) (gdzie n moze byé dowolna liczba naturalna)
zadane za pomoca wzoru:

[j(X)]ij = Tn41—j ntl—i-

Niech (xn), ey bedzie ciagiem odwzorowan odpowiadajacym uogélnionej sumie ©,enS(By)
takim, ze jesli ustalona klasa B,, jest nieskonczonej mocy, to x, = id, natomiast w prze-
ciwnym przypadku x, jest albo identycznoscia albo J. Przez (X )nen Oznaczamy od-
wzorowanie, ktore do kazdego bloku B,, stosuje x,.

(d) Analogicznie, dla pierscienia ®nenS(By) majac dany ciag (0, )nen automorfizméw ciata
F, okre$lamy automorfizm (0, )nen jako odwzorowanie, ktére elementy x;; bloku By,
przeksztalca w o, ().

54 Alternatywne dowody mozna znalezé w [3].
55W tym samym sensie jak uogélniona suma prosta blokéw Jordana w omawianej wczeéniej pracy [B5].
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Automorfizmy pierscieni Too (<, F') sa opisane w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 50. ([C9], Thm.1) Niech F bedzie cialem, natomiast < quasi-porzqdkiem w N.
Odwzorowanie ¢ jest automorfizmem Too(F) = @nenS(By) wtedy i tylko wtedy, gdy mozna
je zapisaé¢ w postaci

¢ =1Inng - ()Zn)neN ’ (5n)n€N - Br
dla pewnej macierzy odwracalnej T € Too(S, F), pewnej permutacji m1 € S(N) oraz rodzin
automorfizméw (Xn)nen 0raz (0p)neN-

Twierdzenie [50] mozna "nieco” uogdlnié¢, by otrzymac opis epimorfizméw. Ot6z, spelnione jest

Twierdzenie 51. ([C9], Cor.8) Niech F bedzie cialem, natomast < - quasi-porzgdkiem. Jesli
@ jest epimorfizmem Too (S, F) = ®nenS(By), to ¢ jest postaci

¢=Innp -9
dla pewnej macierzy odwracalnej T € Too (S, F) oraz odwzorowania v takiego, Ze
$(S(Bn)) € UmS(Bm),

gdzie pierscieri S(By,) jest izomorficzny z Tn (S, F), podezas gdy pierscienie S(By,) sq izo-
morficzne z T, (S, F) takimi, Ze Y, npy <n'.

Automorfizmy pierécieni Mc (<, F) zostaly zbadane przy pewnych dodatkowych zalozeniach
dotyczacych relacji <. Dokladniej, niech M pound(F) oznacza podpierscien Mc¢(F) sklada-
jacy sie z macierzy M = [m;;] dla ktérych supmij¢o(i — J) jest dodatnia liczba naturalna, na-
tomiast My g (F') oznacza najmniejszy podpierscien Mc;(F') zawierajacy grupe GLy k (F),

czyli
A| B
0|C

Twierdzenie 52. ([C9], Thm.2) Niech F bedzie cialem charakterystyki réznej od 2, nato-
miast relacja < quasi-porzedkiem na N takim, Ze Mcy(S, F) = ®nenS(Bn) jest zawarty
w co najmniej jednym z pierscieni M pound(F) lub My k(F). Wéwczas kazdy automorfizm
pierscienia Mo (S, F) jest postaci

My (F) = {

neN

: Ae My (F), C e To(F), Be Man(F)} )

Spelnione jest ponizsze

(b = I’I’L’I’LG : (5n)n€N T

dla pewnej odwracalnej macierzy G € Mcy(<, F), rodziny (0n)nen automorfizmow ciala F
oraz pewnej permutacji m zbioru N.

Praca [C6] odbiega nieco od [C5], jednak réwniez dotyczy pewnych odwzorowan pierécieni
macierzowych.
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Definicja 11. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Jesli §: R — R jest odwzorowaniem
liniowym oraz spelnia warunek

Vz,y € R 6(zy) = 6(x)y + x6(y),
to nazywamy je rozniczkowaniem pierscienia R.

Na przyktad, dla dowolnego pierscienia R oraz dowolnego r € R odwzorowanie 9,. zdefiniowane
nastepujaco:
or(z) = rx — ar

jest rézniczkowaniem R. Roézniczkowania powyzszej postaci nazywane sa rozniczkowaniamsi
wewnetrznymi. Klasyczny juz wynik Hersteina [74] stwierdza, ze jedli R jest cialem, to kazde
rézniczkowanie pierscienia M, (R) jest wewnetrzne. Okazuje sie, ze dla pierscieni R nie be-
dacych ciatami, twierdzenie to nie jest spelnione ani dla M,,(R) ani dla jego podpierscieni
[137]. W szczegdlnosei, w przypadku pierScieni macierzy znane jest jeszcze jedno ”standardo-

we” rozniczkowanie. Niech R bedzie pierscieniem, a A jego rézniczkowaniem. Odwzorowanie
Oa(R): Mn(R) — My(R) takie, ze

= A(zy)

VX = [.T”] S Mn(R) Vi<, g <n: [5A(R)<X)]ij

jest rézniczkowaniem M, (R), ktére nazywamy rdzniczkowanem indukowanym przez A. Wia-
domo, ze dla dowolnego pierscienia R z jedynka, dowolne rézniczkowanie pierscienia 7y, (R)

jest suma rézniczkowania wewnetrznego i rézniczkowania indukowanego. Jak sie okazuje ana-
logiczny wynik jest spelniony dla pierscienia To (R).

Twierdzenie 53. ([C6], Thm.1.2) Niech R bedzie pierscieniem lgcznym z jedynkg. Odwzo-
rowanie § jest rozniczkowaniem Too(R) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg macierz T € Too(R)
oraz rézniczkowanie A piericienia R takie, Ze

6(X) = 0m(X) + da(r)(X).

Co wiecej, uzywajac podobnych metod mozna otrzymaé opis rézniczkowan dla pierscienia
Mcs(R).
Twierdzenie 54. ([C6], Thm.1.1) Niech R bedzie pierscieniem lgcznym z jedynkqg. Odwzoro-

wanie § jest rézniczkowaniem Mc¢(R) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg macierz M € Mcy(R)
oraz rozniczkowanie A pierscienia R takie, Ze

5(X) = 8a1(X) + Sy (X).

Warto dodaé, ze twierdzenie to bylo motywowane analogicznym wynikiem spelnionym dla
pierscieni macierzy N x N, ktére maja jedynie skoniczona liczbe elementéw niezerowych [103].
Artykuly [C1-C2,C4,C7-C8,C10-C12,C14,C16] zawieraja rozwiazania réznych tzw. lineaf|
preserver problems. Zagadnienia te maja swoje korzenie w pracy [60], w ktérej Frobenius udo-

wodnil, ze kazde odwzorowanie liniowe ¢: M, (C) — M, (C), ktére zachowuje wyznacznik,
tzn. det(¢(X)) = det(X) dla wszystkich X € M,,(C), jest jednej z postaci

¢(X)=MXN, (10)

56 Jak sie okaze ponizej, w istocie o niektérych z tych odwzorowaniach niekoniecznie zaktada sie liniowosé, a jakis
pokrewny warunek.
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#(X)=MXTN, (11)

dla pewnych macierzy M, N € M,,(C) speliajacych warunek det(MN) = 1. Kolejny krok
milowy dla tej teorii postawil Dieudonné [52], ktéry udowodnil, ze kazdy odwracalne odwzo-
rowanie liniowe ¢: M, (C) — M, (C), ktére odwzorowuje zbiér macierzy osobliwych w siebie
réwniez przyjmuje jedna z postaci lub (LI).

Ogolnie, linear preserver problems, krbcej — problemy Ipp, dotycza opiséw odwzorowan okre-
slonych na pewnej przestrzeni, algebrze, ewentualnie innej strukturze algebraicznej, ktére
zachowujg pewne okreslone wlasnosci. Przede wszystkim sa to

(a) pewne ustalone funkcje f, co oznacza badanie operatoréw ¢ spelniajacych réwnosé
flo(X)) = f(X),

(b) pewne ustalone podzbiory S, co odpowiada wyznaczaniu operatoréw ¢ takich, ze ¢(S) C
S,

(c) pewne relacje ~, co przeklada sie na badanie odwzorowan ¢ takich, ze X ~ Y implikuje

P(X) ~ o(Y).

Oczywiscie z czasem warunki te zaczely podlegaé¢ réznorakim modyfikacjom, a zalozenia osta-
bieniom. Problemy Ipp sa liczne i maja znaczacy wktad do algebry liniovvejZI7 chociaz nalezy
tu nadmienié¢, ze problemy te coraz czesciej staja sie nieliniowe. Ponizej przedstawione zostang,
wyniki badan dotyczace odwzorowan zachowujacych trzy bardzo czesto badane rodzaje tych
funkcji oraz jedno mniej popularne.

Praca [C2] dotyczy odwzorowan okreslonych na pierscieniu T (F'), ktére zachowuja elementy
idempotentne. W [131] wykazano, ze kazde odwzorowanie liniowe 7, (C) w dowolna algebre ze-
spolona A jest homomorfizmem J ordanﬂ W literaturze mozna jednak znalezé¢ catkiem sporo
wynikow otrzymanych z zalozen zmodyfikowanej liniowosci. Najbardziej ogdlny z nic}ﬁ nalezy
do Semrla [164] i opisuje ciagle, bijektywne odwzorowania ¢: M, (C) — M,,(C) zachowujace
elementy idempotentne — sa one postaci

p(X)=MXM™' lub ¢(X)=MXTM™! (12)

dla pewnej macierzy M € M, (C). Nie wystepuje tutaj zalozenie liniowosci czy tez pokrewne
zalozenie addytywnosci, co jest sporym osiggnieciem, jednak zalozenie bijektywnosci jest dosé
wymagajacym warunkiem. W zwiazku z tym powstalo kilka prac, ktére prébuja potaczy¢ rézne
rodzaje zalozen. W [199] Zhang charakteryzuje odwzorowania ¢: M,,(F) — M, (F), gdzie F'
to dowolne ciato charakterystyki réznej od 2, ktore spetniaja warunek

X — )Y jest idempotentem <= ¢(X) — Ap(Y) jest idempotentem. (13)

Okazuje sie, ze one réwniez przyjmuja postaé (12). Podobnie jest dla odwzorowan ¢: T, (F) —
M, (F) spelniajacych warunek — réwnie®| sa one postaci [191]. Praca [C2] jest

57Po wiecej informacji na ich temat pozwole sobie odestaé zainteresowanych Czytelnikéw do artykuléw przeglado-
wych [110, I11] oraz ksigzki [129].

58Czyli spelnia warunek ¢(ab + ba) = ¢(a)d(b) + ¢(b)¢(a).

59W sensie rezygnacji z liniowosci.

60Ty nalezy si¢ stowo wyjasnienia. W istocie, w [I91] rozwazane sa macierze okreslone nad C oraz macierze k-
potentne. W przypadku macierzy k-potentnych istotne jest istnienie w ciele elementu rzedu k — 1. Stad potrzeba
nalozenia pewnych zalozen na cialo. W przypadku idempotentéw i ciata charakterystyki réznej od 2 istnienie takiego
elementu jest zagwarantowane, zatem przedstawiam tutaj wynik w nieco ogdlniejszej postaci.
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inspirowana [199, [191], jednak rodzina uzyskanych odwzorowan jest ”bogatsza” niz w przyto-
czonych powyzej przykladach. Przedstawienie gléwnego wyniku [C2] wymaga wprowadzenia
kilku typow odwzorowan.

(a) Niech i : N — 2N bedzie funkeja taka, ze u(n) # 0 dla wszystkich n € N oraz spetniajaca
warunek:

Vn,meNV,jeN(n<m, i€un), jeum) = i<j).

Ponadto, niech {Xpm}, <

o jeslii ¢ p(n) lub j ¢ u(m), to (Xnm)i; =0,
e dla wszystkich n < p < m mamy X, Xpm = Xpm-

bedzie rodzina macierzy tréjkatnych N x N takich, ze

Przez Spl,, (x oznaczamy odwzorowanie na T (F'), ktore spelnia tozsamosé:

nm }n<7n

Spl#v{Xnnz}n<m([$ij]) = Z Z Tnn€ii T Z xnanm

neNicu(n) n<m

dla dowolnej macierzy X = [z;;] € Too(F'), tzn. odwzorowuje zadana macierz w macierz
blokowa, w ktérej elementowi e;; odpowiada blok X;.

(b) Niech N bedzie podzbiorem N postaci {1,2,...,n} lub N\ {n,n+1,...,m —1,m} dla
pewnych n,m € N, n < m. Woéwczas przez Cut y rozumiemy odwzorowanie 7T, (F') takie,
ze

[Cutn ([zwi])];; =

0 jedlil<i<n,
x;; W przeciwnym przypadku,

gdy N ={1,2,...,n}, oraz

[C’U/t ([(E ])] — Titm—-n—1,j+m—n—1 Jeéh 1 < 17.] < m—n+ 17
N(Tkt])]s5 0 w przeciwnym przypadku,

gdy N=N\{n,n+1,...,m—1,m}.

Ponadto, kazde odwzorowanie ¢ bedziemy nazywaé sumg rozlgczng odwzorowan (¢, )nen
(N CN), jedli dla kazdego X € Too(F) warto$é ¢(X) jest uogdélniona suma prosta macierzy
OnenXy taka, ze ¢, (X) = Xﬂ Wieloetapowy dowdd laczy powyzsze pojecia w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 55. ([C2], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem charakterystyki réinej od 2. Jesli
@ Too(F) = Too(F) spelnia (13)), to ¢ jest sumg rozlgczng:

e co najmniej jednego odwzorowania postaci:

Inng - Sply (X}, . s

gdzie macierz T € Too(F) jest odwracalna i Xy # 0 dla wszystkich n < m,

61Podaje tu nieco inna wersje definicji niz ta, ktéra pojawia si¢ w [C2] liczac, ze zaprezentowane wczesniej pojecie
uogdlnionej sumy prostej utatwi zrozumienie.
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oraz

e dowolnej (skoriczonej lub nie) liczby odwzorowari postaci

Inng - Splygx,mt, .
Inng - Sply(x,mt,_,, - Culn,
Innt : Splu,{Xnm}n<m ’ j ' CUtN ’

gdzie N ={1,2,...,n} lub N =N\{n,n+1,...,m} dla pewnych n,m € N, n < m.

Artykuty [C1,C10-C11,C16] po$wiecone sa odwzorowaniom zachowujacym relacje przemien-
nosci (w sensie mnozenia) macierzy. Najogélniejszym warunkiem, ktéry spelnia takie odwzo-
rowanie jest implikacja

XY =YX = ¢(X)o(Y) = o(Y)p(X), (14)
€O przy uzyciu nawiasu Lie’gﬂ przyjmuje postaé

[(X,Y]=0 = [o(X),¢(Y)] =0.

Minimalnie mniej ogélnym warunkiem jest rownowazno$c
XY =YX & ¢(X)o(Y) = ¢(Y)p(X). (15)

Watkins [192] udowodnil nastepujace

Twierdzenie 56. Jeslin > 4 oraz ¢ jest spetniajgcym warunek , odwracalnym, lintowym
odwzorowaniem M, (F), gdzie F jest cialem algebraicznie domknietym o charakterystyce 0,
to ¢ jest jednej z postaci

H(X)=CM XM+ f(X)I,

H(X)=CMXTM + f(X)I,,

gdzie M jest pewng macierzg odwracalng, natomiast f: M, (F) — F jest liniowe.

Nieco p6zniej okazalo sie, ze twierdzenie to jest spelnione rowniez dla macierzy stopnia trze-
ciego [12].

Dla macierzy tréjkatnych skonczonego stopnia spelnione jest analogiczne twierdzenie.
Twierdzenie 57. ([131], Thm.6 oraz [I20], Thm.4) Niech ¢: T,(C) — To(C) bedzie od-
wzorowaniem lLintowym spelniajgcym warunek . Wowczas istniejg macierz odwracalna

T € T,(C), stala ¢ € C oraz odwzorowanie liniowe f: To(C) — C takie, ze ¢ jest jednej
z postaci:

HX)=cTXT '+ f( X)), b ¢(X)=cTT(X)T '+ f(X)I,.

62Gwoli przypomnienia: [z,y] = 2y — yx w odréznieniu od pojawiajacego si¢ w teorii grup symbolu komutatora.
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Mozna zauwazyé, ze twierdzenie z jednej strony zawiera ogélny warunek , z drugiej
strony — doé¢ silne zalozenia o bijektywnosci i liniowosci. Zalozenia te byly modyfikowane
na wiele sposobow, z ktorych trudno wybraé¢ najbardziej interesujace, niemniej na pewno na
uwage zastuguje nieliniowy wynik Semrla.

Twierdzenie 58. ([165], Thm.2.2) Niech n > 3 oraz niech ¢: M,,(C) — M, (C) bedzie
ciggle bijekcjq spelniajgcg . Wtedy istniejg macierz odwracalna M € M, (C), o — auto-
morfizm ciala C oraz funkcja lokalnie wielomianowﬂ px taka, Ze ¢ jest jednej z postaci

H(X) = Mpx(6(X))M~" b ¢(X)=Mpx(G(XT)M~1.

W pracy [C10] aby otrzymad, jak sie okazuje, ” catkiem bogata” rodzine odwzorowan zachowu-
jacych przemienno$é na T (F') rozpatruje sie warunek silniejszy niz lub , doktadniej:

O([X,Y]) = [6(X), o(Y)], (16)

jednak nie narzuca si¢ na ¢ zalozenia bijektywnosci, a ”jedynie” injektywnosé. W opisie uzy-
skanych odwzorowan, oprocz zaprezentowanych wczesniej odwzorowan standardowych poja-
wia sie jeszcze jeden ich rodzaj. Mianowicie, jesli N jest dowolnym niepustym podzbiorem
whasciwym N, to CutfC oznacza odwzorowanie T, (F) takie, ze

0 jedline Nlubme N,

Tnm W przeciwnym przypadku.

[Cut i ([zi))] .., = {

W dowodzie najbardziej istotne role graja opisy pewnych szczegélnych centralizatoréw oraz
odwzorowania zachowujace idempotenty. Otrzymany wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 59. ([C10], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem charakterystyki réznej od 2. Jesli
@ Too(F) = Too(F) jest injekcjq spelniajacq warunek (L6), to ¢ jest sumq rozlgczng:

(a) co najmniej jednego odwzorowania postaci ¥(X) = U+ f(X){/;(IOO), gdzie ¥ moze byé

rowne:
Inng - Sply (Xpm}, ..
lub
ITLTLT . Sle,{Xnmme . CutN
lub
Innp ~Spl#7{Xnm}n<m -J - Cuty ,
gdzie

e N={1,2,....n} lub N=N\{n,n+1,...,m} dla pewnych n,m € N, n < m,
o XomXmk = Xnk dla wszystkich n,m,k € N, n <m <k,
o f:To(F)— F jest liniowe;

oraz

63W oryginale jest to locally polynomial map i oznacza odwzorowanie f: My, (C) — M, (C) takie, ze dla dowolnej
macierzy A € My, (C) mamy f(A) = pa(A), gdzie pa jest wielomianem takim, ze centralizator A oraz centralizator
pa(A) sa réwne.
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(b) dowolnej (skoriczonej lub nie) liczby 1 takich, ze (z) = (¢ - CutB)(z) + f(2)(es),
gdzie ¥ moze bycé réwne

Innt - Splyix,.}

n<m
lub

InnT . Splu,{Xnm}n<m ’ CUtN
lub

Inny - Splu -J - Culy ,

"m’}n<m,
gdzie
e N={1,2,...,n} lub N =N\ {n,n+1,...,m} dla pewnych n,m € N, n < m,
o XXk = Xuk dla pewunych n,m,k e N, n <m <k,
e ) C MCN,
o f:Tx(F)— F jest liniowe;
oraz
(c) oraz dowolnej (skoniczonej lub nie) liczby ¥ takich, ze (z) = ¥(x) + x(x), gdzie
. J(enm) = BumXnm dla pewnych X2, = X,m #0,
o w(enn + emm) = 07
. {/;( [zi;]) = 0 dla wszystkich © spelniajocych Tpm = Trnn = Tmm =0,

e x jest odwzorowaniem takim, Ze x(X) jest przemienna z J(enm) oraz {/;(enn);
oraz

(d) oraz odwzorowania v spelniajacego tozsamodé Y(X)Y(Y) = (Y)Y (X) dla wszystkich
X,Y € Too(F).

Artykut [C11] réwniez dotyczy odwzorowan, ktére zachowuja przemiennoéé, jednak ze wzgledu
na pominiecie zalozenia liniowosci i zastapienie go ciagloscig, ogranicza sie do macierzy tréj-
katnych skonczonego stopnia. Praca ta wykorzystuje wlasnosci funkcji znane bardziej z kursu
topologii niz algebry, w tym twierdzenie Tietzego—Urysohnﬂ pewne pomysty z pracy [165],
a takze opis macierzy tréjkatnych, ktérych centralizatory sa maksymalne badZz minimaln

w rodzinie wszystkich macierzy z Too (F'). Uzyskany wynik istotnie przypomina twierdzenie
0]

Twierdzenie 60. ([C11], Thm.1.1) Niech F bedzie skoviczonym rozszerzeniem R orazn € N.
Wtedy ¢: Tn(F) — To(F) jest injektywnym, cigglym odwzorowaniem spelniajgcym wtedy
1 tylko wtedy, gdy ¢ jest jednej z dwdoch postaci:

#(X) = Innr - px(X), ¢(X) =Innr - J - px(X)

dla pewnej macierzy T € T,,(F) oraz pewnego odwzorowania lokalnie wielomianowego Tp(F') >
X = Px (X)

%4 Kazdg ciggla funkcje okreslong na domknietej podprzestrzeni przestrzeni normalnej mozna przediuzyé w sposéb
ciggly do funkcji okreslonej na calej przestrzeni.
650pis ten pomimo, iz uzyskany wczeéniej, ukazal si¢ w [D5], pdzniej niz [C11].
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W pracy [C16] rozpatrywane sa odwzorowania réwniez zwiazane z relacja przemiennosci, ale
w nastepujacy sposob.

Definicja 12. Niech R bedzie pierécieniem, a m liczba naturalng. Jedli f: R — R jest
odwzorowaniem takim, ze

Ve e R [f(x),2™] =0, (17)
to f nazywamy odwzorowaniem m—przemienny@

W szczegdlnosci, jesli m = 1, to f nazywamy odwzorowaniem przemiennym.

Zainteresowanie odwzorowaniami przemiennymi bierze swoj poczatek z twierdzenia Posnera
[149], ktéry udowodnil, ze kazdy pierscien pierwszym, na ktérym mozna okresli¢ niezerowe
rézniczkowanie posiadajace wlasnosé dla m = 1, jest przemienny. Bresar [26] udowodnit,
ze kazde addytywne odwzorowanie ¢ spelniajace dla m = 1 okreslone na pierscieniu
pierwszym R jest postaci

o(x) = A + (), (18)

gdzie A jest pewna stala nalezaca do Z(R) — centrum R, natomiast u: R — Z(R) jest pew-
nym odwzorowaniem addytywnym. Posta¢ lub jej podobne pojawiaja sie we Wszystkic@
pracach dotyczacych opisu ¢, ktére maja wlasno$é m-przemiennosci. Z [40] wiemy, ze te sa-
ma postaé przyjmuja odwzorowania przemienne okreélone na algebrach tréjkatnych zdefinio-
wanych nad pierscieniami przemiennymi. W stosunkowo niedawno opublikowanej pracy [24]
Bounds rozwazal odwzorowania przemienne zdefiniowane na pierscieniu macierzy Scisle gor-
notréojkatnych okreslonych nad ciatem charakterystyki 0. Udowodnil tam, ze sa one postaci
(18), jednak w tym przypadku p: Ny, (F) — {ae1n—1 + be1n, + cea, }. Metoda uzyta w [24],
z drobng modyfikacja, okazala sie Swietnym narzedziem do otrzymania ponizszego wyniku.

Twierdzenie 61. ([C16], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem nieskoriczonym. Jesli ¢p: Noo(F) —
Noo(F) jest addytywnym, przemiennym odwzorowaniem, to ¢(X) = AX dla pewnego \ € F.

W Swietle powyzszego twierdzenia naturalnym jest pytanie czy podobny wynik jest spetniony
dla pierscienia macierzy gérnotrojkatnych. Odpowiedz jest pozytywna, a wynik nieco ogdl-
niejszy od twierdzenia

Twierdzenie 62. (/C15], Thm.1.2) Niech m bedzie liczbg naturalng, natomiast F cialem
nieskoriczonym, ktdrego charakterystyka nie jest dzielnikiem m. Jedli ¢: Too(F) — Too(F)
jest addytywnym, m-przemiennym odwzorowaniem, to istniejg A € F oraz odwzorowanie ad-
dytywne p: Too (F) — F takie, Ze

6(X) = AX + u(X) .

W szczegdlnosci oznacza to, ze dla cial o odpowiedniej charakterystyce odwzorowania prze-
mienne i m-przemienne pokrywaja sie. Przyktady takich pierécieni byly znane wezesniej [16],
jednak warto wspomnie¢, ze nie jest to ogélna prawidlowosé.

66W oryginale m-commuting maps lub m-power commuting maps.
67Czyli pierécienr R, w ktérym z warunku zRy = {0} wynika, ze x = 0 lub y = 0.
68Bardzo licznych!
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Praca [Cl1], w przeciwienistwie do [C16] i [C10], dotyczy odwzorowan okreslonych na grupach
macierzy trojkatnych i unitréjkatnych. Rozwazany tam warunek, ktéry maja speiniaé¢ takie
odwzorowania ¢ jest zwigzany z komutatorami, dokladniej zakladamy, ze:

P([X,Y]) = [o(X), o(Y)]. (19)

W szczegélnosdei wynika stad, ze jesli XY = Y X, to ¢(X)o(Y) = ¢(Y)d(X), zatem kazde
¢ czynigce zado$é 7 zachowuje przemienno$é. Motywacja dla pracy [Cl] byly artyku-
ty [39, 139], w ktorych opisane zostaly bijektywne ¢ spelniajace okreslone na grupach
macierzy trojkatnych i unitréjkatnych skonczonego stopnia. Dowody, mimo, iz czeSciowo in-
spirowane przede wszystkim praca [39] wymagaja dodatkowych rozwazan, w ktérych, miedzy
innymi pojawiaja sie, rozwazane juz tutaj, podgrupy RY"(F'). Ostatecznie, otrzymane rodzi-
ny odwzorowan wydawaé si¢ moga ”ubozsze” od ich analogonéw otrzymanych dla macierzy
skonczonych stopni, jednak nalezy bra¢ pod uwage, ze zdefiniowane wcze$niej odwzorowanie
J zachowuje przemiennos¢ oraz jest okreslone na grupach lub pierécieniach macierzy skon-
czonego stopnia i nie ma swojego nieskoficzenie wymiarowego odpowiednika. Ponadto, nie
bez znaczenia jest fakt, iz centrum grupy UT., (F') zawiera wylacznie macierz jednostkowa,
podezas gdy centrum grupy UT,,(F) jest réwne {I,, + aey,: a € F'}.

Oprécz pewnych standardowych odwzorowan jakie pojawily si¢ tu wezesniej, w opisie ¢ spet-
niajacych wystepuje jeszcze jeden ich rodzaj. Doktadniej

Definicja 13. Méwimy, ze odwzorowanie ¢: Ul (F) — UTo(F), jest prawie identyczno-
s’ciowﬁ na UToo (F'), jedli dla dowolnej transwekeji ¢;;(o) = Ioo + ae;; mamy:

o(tij (@) = tij(c).
Odwzorowania te oznaczamy ¢qi(ur)-

Definicja 14. Méwimy, ze odwzorowanie ¢: Too (F) — Too(F) jest prawie identycznodciowe
na Too (F), jesli spelnia dwa warunki:

YU € UToo(F) ¢(U)=U  oraz VT €To(F)IacF* T ¢(T)=al..
Odwzorowania te oznaczamy symbolem ¢g;(r).

Ostatecznie w [C1] otrzymano ponizsze:

Twierdzenie 63. ([C1], Thm.2.1) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach.
Odwzorowanie ¢: UToo(F) — UTuoo(F) spelnia warunek wtedy i tylko wtedy, gdy jest
postaci:

¢ =Inty - Diagp - 0 - YaiUT)
dla pewnych macierzy U € UTx(F), D € Doo(F), automorfizmu o ciala F oraz odwzorowania
prawie identycznosciowego ¢qiry na Ulu(F).

Twierdzenie 64. ([C1], Thm.2.2) Niech F bedzie ciatem o co najmniej trzech elementach.
Odwzorowanie ¢: Too(F) = Too (F') spelnia warunek wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest postaci:

¢ =1Intr -G Pai(1)

dla pewnej macierzy T € Too(F), automorfizmu o ciala F oraz odwzorowania prawie iden-
tycznosciowego Gairy na Too(F).

69W oryginale almost identity map.
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Prace [C8,C7,C12] oraz cze$ciowo [C4] sa zwiazane z rzedem macierzy. W przypadku macierzy
N x N ustalmy, ze rzad to maksymalna liczba kardynalna wierszy liniowo niezaleznych, jesli
liczba ta jest skonczona, i w w przeciwnym przypadku. Jeéli odwzorowanie ¢ okreslone na
pewnej algebrze A skladajacej si¢ z macierzy spelia warunek:

VX € A(rank(X) =%k = rank(p(X))=k),

to ¢ nazywamy odwzorowaniem zachowujgcym rzqd k. Marcus i Moyls [121] jako pierwsi wy-
znaczyli liniowe odwzorowania zachowujace dowolny rzad na M,,(C) — przyjmuja one postaci
lub dla pewnych odwracalnych macierzy P, Q). Ta sama para autoréw udowodnila
w [122], ze jesli ¢ zachowuje rzad 1, to zachowuje réwniez wszystkie pozostale rz@dym 7 te-
go powodu odwzorowania zachowujace rzad 1 sg bardzo czesto rozpatrywane w literaturze.
W szczegdlnoscei, dla macierzy skonczonego stopnia mamy:

Twierdzenie 65. ([{1], Thm.2.3) Niech F bedzie dowolnym cialem, n € N, natomiast
@: To(F) = To(F) odwzorowaniem liniowym, ktdre zachowuje rzqd 1. Wtedy albo

(a) im(¢) jest n-wymiarowq podprzestrzeniqg T, (F) skladajacq sie z macierzy rzedu 1 oraz
Mmacierzy zerowej

albo
(b) istniejg nieosobliwe macierze P,Q € T, (F) takie, e ¢ jest postaci
(X)) =PXQ Wb ¢(X)=PI(X)Q.

Okazuje sig, ze uogélniajac nieco metody wykorzystane w pracy [41] mozna udowodnié, ze
analogiczne twierdzenie jest spelnione w Too (F).

Twierdzenie 66. (/C8], Thm.1.1) Niech F bedzie dowolnym cialem, a ¢: Too(F) = Too(F)
odwzorowaniem lintowym zachowujgcym rzqd 1. Wtedy albo

(a) im(¢) jest podprzestrzeniq Too (F') skladajgcq sie z macierzy rzedu 1 oraz macierzy zerowej
albo
(b) istniejg macierze P,Q € Moo (F) takie, Ze ¢ jest postaci

$(X) = PXQ.

Warto podkresli¢, ze P oraz () z powyzszego twierdzenia nie musza by¢ ani odwracalne
w My (F) ani tréjkatne.

Przyktad 3. Dla

o o~ o
o~ o o
- o o o
o o oo

Q

[

e

)ﬂ

0o
P= § En+ln =
n=1

"OWarto dodaé, ze twierdzenie odwrotne jest spelnione przy dodatkowym zatozeniu nieosobliwoéci ¢ [14].

42



¢ z twierdzenia 66| jest nastepujace:

11 T12 T13 T4 0 O 0 0
0 w2y wa3 woy 0 x11 212 213
0 0 w33 z34 L0 0z was ,
0 0 0 T 44 0 0 0 I33

zatem zachowuje macierze rzedu 1 oraz spelnia warunek im(¢) C Too(F), pomimo iz Q ¢
Too(F) oraz P nie jest odwracalna.

Nie jest to wyszczegdélnione w tredci twierdzenia [66] jednak okazuje sie, ze macierze P, Q
naleza do zbioru M¢¢(F). Jak mozna sie spodziewaé, pewne dodatkowe zalozenia nalozone
na ¢ wymuszaja trojkatnosé P i Q. Dokladnie;j:

Whiosek 10. (/C8], Cor.2.1) Niech F bedzie dowolnym cialem. Jesli ¢: Too(F) — Too(F') jest
liniowym, surjektywnym odwzorowaniem zachowujgcym rzqd 1, to istniejg macierze P,Q €
T (F) takie, ze ¢(X) = PXQ.

Oczywiscie, w $wietle wyniku Marcusa i Moylsa [122], naturalnym wydaje sie réwniez:

Twierdzenie 67. (/C8], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem, natomiast k € N, k > 2. Wowczas
¢ Too(F) = Too(F) jest liniowym, injektywnym odwzorowaniem zachowujgcym rzqd 2 wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejg macierze P,Q € My (F) takie, ze ¢(X) = PXQ.

Oproécz odwzorowan zachowujacych rzad macierzy, wielu autoréw interesuje sie rowniez od-
wzorowaniami, ktére zachowuja inne wtasnosci macierzy zwiazane z rzedem. Wprowadzmy
nastepujaca definicje.

Definicja 15. Niech X € M, (F), gdzie F jest dowolnym cialem. Minimalnym rzedem X
nazywamy liczbe:
min {rank(X — al,): a € F}.

Mozna zauwazy¢, ze operacja sprzezenia, operacja dodania do ustalonej macierzy dowolnej
macierzy skalarnej oraz pomnozenie przez dowolng stala nie zmieniaja minimalnego rzedu.
Okazuje sie [I71], ze faktycznie odwzorowania liniowe okres$lone na M., (F )m ktore zachowuja
minimalny rzad - w skrocie mr - tzn. spelniaja warunek

mr(¢(X)) = mr(X) (20)
sg jednej z dwoch postaci:
O(X) =aMXM ™" + f(X),,  $(X)=aMX" "M~ + f(X)I,, (21)

gdzie M € M,,(F) jest dowolna macierza nieosobliwa, o € F*, natomiast f: M, (F) — F jest
liniowe. Przypadek macierzy tréjkatnych okazal sie nieco ciekawszy — Guo i Hou [66] pokazali,

"I Doprecyzowujac: chodzi tu o ciato algebraicznie domknigte charakterystyki 0 i o stopiei n réwny co najmniej 3.
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ze odwzorowania liniovv@ okreslone na T, (F), gdzie F jest cialem algebraicznie domknietym
przyjmuja postaci:

H(X)=aMXM~t + f(x11 — Tpn)ern + H(X)I,

lub
H(X)=aMJ(X)M~t + f(x11 — Tun)ern + R(X)1L,.

Jak si¢ okazuje, analogiczne odwzorowania okreslone na 7o (F') maja opis bardziej podobny
do . Z pewna pomoca twierdzenia |66| otrzymano tam:

Twierdzenie 68. (/C7], Thm.1.1) Niech F bedzie dowolnym cialem. JeSli ¢: Too(F) —
Too(F) jest liniowym odwzorowaniem spelniajgcym , to istniejg macierz odwracalna T €
T (F), stala o € F* oraz odwzorowanie liniowe f: Too(F') = F takie, Ze

H(X)=aT ' XT + f(X) .

Innym przyktadem odwzorowan zwiazanych z rzedem sa odwzorowania zachowujace addy-
tywnos¢é rzedu, tzn. spelniajace implikacje:

rank(X 4+ Y) = rank(X) + rank(Y) = rank(¢(X +Y)) = rank(¢(X)) + rank(¢(Y)). (22)

Beasley [I3] udowodnil, ze odwzorowania liniowe spelniajace na M, xm(F) sa postaci
lub . Chooi i Lim badali odwzorowania addytywne zachowujace addytywnos¢ rzedu,
jednak otrzymany opis jest mocno rozbudowany [42], nawet przy ograniczeniu si¢ do macierzy
trojkatnych i addytywnych ¢. Przypadek macierzy tréjkatnych nieskonczonych okazuje si¢ by¢é
nieco bardziej przejrzysty.

Twierdzenie 69. ([C12], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem. Jesli ¢: Too(F) — Too(F') jest
lintowym, injektywnym odwzorowaniem spetniajgcym , to albo

(a) istnieje macierz X € Too(F) taka, ze rank(X) < oo i jednoczesnie rank(¢p(X)) = oo
albo
(b) dla pewnej liczby k € N oraz macierzy As, ..., A, B1,...,Bi € Mc;(F) mamy
$(X)=A1XBy + - + Ay X By,
przy czym:
o A XB; € Too(F) dla kazdego i, 1 <i <k,

o dla kazdego i, 1 <1i < k, kolumny A; sq liniowo niezalezne,
e dla kazdego v, 1 < i < k, wiersze B; sq liniowo niezalezne.

Prawdopodobnie najbardziej intrygujaca w twierdzeniu [69] jest suma odwzorowan postaci
. Jak pokazuje ponizszy przyklad, w ogdlnym przypadku, nie moze ona sprowadzaé si¢ do
odwzorowania postaci .

"2Doktadniej: w [66] otrzymano wynik nieco ogélniejszy — opis odwzorowan addytywnych, jednak aby ujednolicié
przedstawione rozwazania ogranicze sie do przypadku liniowego.
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Przyklad 4. ([C12], Ex.2.1) Dla nastepujacych macierzy:
(1 0 0 0 -]
1 1.0 0 0 O
0 0 0 O
00 1 1 00
i 01 0 0 00
A=) em1n=19 0 0 0 , Bi=Y (engno1tenza)=|0 0 0 0 11
n=1 ne1 00000 0
0 01 0
00 0 O
0 1 0 0 0
= Lo o 000100
A2 = Z €2nn = 0000 ’ BQ = Zen,QTL 1o 0o o 0 R
n=1 0 0 1 0 n=1

mamy:
11 T11 T12 T12

T11 Ti12 13 . 0 "
11 12

T22 X23

2 Tog Tao
33

Otrzymane odwzorowanie ¢ zachowuje addytywnosé rzedu, mimo, iz nie zachowuje rzedu i nie
daje sie zapisa¢ w postaci .

Praca [C4] zawiera opis jeszcze jednej klasy odwzorowan zwiazanej z rzedem. Niech o bedzie
ustalong permutacja zbioru {1,2,...,k} (k > 1) rézna od identycznosci na tym zbiorze.

Definicja 16. Jedli dla pewnego k-elementowego ciggu macierzy Xi, Xo, ..., Xj spelniony
jest warunek:

rank(X1X2 ce Xk) = rank(XU(l)XU(g) cee Xg(k)),
to méwimy, ze ciag ten jest rzedowo permutowalny wzgledem 0@

Definicja 17. Jesli odwzorowanie ¢ okreslone na pewnej algebrze macierzowej spelnia waru-

nek
rank(X; Xy - - X) = rank(Xo 1y Xo(2) - - Xoi))

& (23)
rank(¢(X1)@(X2) - - (X)) = rank(d(Xo(1))(Xo(2) - O( X))
dla wszystkich k-elementowych ciagéw macierzy Xi, Xo, ..., X, to méwimy, ze ¢ silnie

zachowuje rzedowq permutowalnosé wzgledem o@

73Qryginalnie is rank permutable. Dopisek wzgledem o pochodzi ode mnie. Z uwagi na fakt, ze we wczesniejszej
pracy [4] odwzorowania okreslone sg takim mianem, gdy warunek z definicji jest spelniony dla wszystkich permutacji
zbioru k-elementowego, podczas, gdy w kolejnej pracy [5] mianem tym okreslone sa odwzorowania spelniajace ten
warunek dla ustalonej (jednej!) permutacji, uwazam, ze ta drobna modyfikacja w notacji jest zasadna.

74 Jak powyzej.
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Odwzorowania silnie zachowujace rzedowa permutowalno$é¢ wzgledem dowolnej permutacji
zbadali i opisali Alieva, Guterman i Kuzma w pracaclrm [, B]. Bardzo pomocny okazal sie
w nich wynik pochodzacy od Dieudonné, ktéry stwierdza, ze odwzorowania zachowujace ma-
cierze osobliwe sg postaci lub . Dodatkowa argumentacja wykazala, ze dla kazdego
takiego odwzorowania okre$lonego na M, (F') istnieja macierz M € M,,(F') oraz stala o € F'
takie, ze ¢ jest jednej z postaci:

H(X)=aMXPt lub ¢(X)=aMXTM'.
Poniewaz, klasa odwzorowan zachowujacych macierze osobliwe lub /i nieosobliwe z T, (F') rézni
sie od klasy odwzorowan zachowujacych macierze osobliwe lub/i nieosobliwe z M., (F), wiec

powyzszy wynik nie moze zosta¢ automatycznie przeniesiony na przypadek trojkatny, ktéry
okazuje sie duzo bardziej zlozony. Szczegdlny przypadek — permutacji o:

o=1k)(2(k-1) - (V;J W;D

zbadali Tang i Yang [I78] otrzymujac analogiczny wynik, tzn. odwzorowania ¢ postaci:

H(X)=aMXP™t lub ¢(X)=aMJ(X)M .

W [C4] udowodniono, ze istnieje wigcej permutacji o, dla ktérych odwzorowania silnie za-
chowujace rzedowa permutowalnos$é¢ wzgledem o, przyjmuja standardowa posta¢. Dokladniej,
przy oznaczeniach:

={i: 1<i<k, o(i+1)>0(i)+1},
Lo):={i: 1<i<k, o7 '(i+1)>07'()+1},
I3(0) :={(i,j) : 1<i<j <k, o(i)+1<0(j), o(j) —o(i) #Jj—i},

gedier, (o) (c(i+1)—0o(i)—1) jesli I1(o) £ 0,

ged, (o) = .
k! w przeciwnym przypadku,
ng (O') — ngielg(a) (U_l(i + 1) - O-_l(i) - 1) Jeéh IQ(U) # Q)a
2 k! w przeciwnym przypadku,
sody(0) 1= ged(; jyery (o) (0(d) —o(@) —j+1i)  jesli I3(o) # 0,

k! w przeciwnym przypadku,

ged (o) := ged(ged, (o), gedy (), geds(0),
spelnione jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 70. (/C4], Thm.1.3) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach
oraz niech o bedzie permutacjg zbioru {1,2,...,k} (k > 2) spelniajgcqg co najmniej jeden
z ponizszych warunkow:
(a) o = (i,i+ 1)1 dla pewnej liczby 1 < i < k oraz permutacji T takiej, ze i,i+ 1 ¢ supp(7),
(b) istnieje i, 1 <i <k, takie, ze 0(i) > o(i+ 1) + 1 oraz ged (o)|(0(i) —o(i+1) = 1),

751 nie tylko w nich!
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(c) istniejei, 1 <i <k, takie, ze o~ (i) > o~ (i+1)+1 orazged  (0)] (07 (i) —o (i +1) — 1).

Jesli ¢ : Too(F) = Too(F) jest surjekcja spelniajgcg , to istniejg a € F* oraz macierz
odwracalne T € Too(F) takie, Ze
H(X)=aT 'XT.

Jak wspomniano powyzej, odwzorowania zachowujace rzedowa permutowalnosé nie pozostaja
bez zwiazku z odwzorowaniami zachowujacymi macierze osobliwe i nieosobliwe. W przypadku
pelnej algebry macierzowej s to odwzorowania standardowe lub . W przypadku
macierzy tréjkatnych, gdzie ososbliwo$é jest determinowana przez gléwna przekatna mamy

Twierdzenie 71. ([{1, Thm.53.8) Niech F bedzie cialem takim, zZe |F| > 2, i niech ¢ be-
dzie odwzorowaniem liniowym okreslonym na T, (F). Wowczas ¢ zachowuje macierze osobliwe
i nieosobliwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje permutacja o zbioru {1,2,...,n} oraz stale Ay,
A2, ..., Ay € F* takie, Ze

[B([2i5D)]r = MeTomo) dla kaidego k,1 < k < n.

Przypadek Too (F) jest podobny, choé¢ pozostawia jeszcze wiecej do wyboru.

Twierdzenie 72. (/C4], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem o co najmniej trzech elementach
iniech ¢: Too(F') = Too(F') bedzie liniowe. Wtedy ¢ zachowuje macierze odwracalne i macierze
nieodwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pu: N — 2N\ {0} taka, zZe pu(n)Np(m) =
0 dia n,m € N, n # m, oraz stale oy, € F* (k € N) takie, ze

(([xij])] 1 = kTrn  dla wszystkich n € p(k).

W zwiazku z powyzszymi rozwazaniami naturalnym wydaje sie réwniez pytanie o odwzoro-
wania zachowujace ”odwrotnosci”, tzn.

SXT1) = (B(X) ", (24)

gdzie ¢ jest odwzorowaniem okreSlonym na zbiorze elementéw odwracalnych To.(F), czyli
Too(F).

Poniewaz warunek jest dos¢ wymagajacy, wiec odwzorowania ktére go spelniaja, w po-
réwnaniu do innych, naleza do do$é¢ waskiej klasy, mianowicie sa jednej z postaci [29]:

H(X)=+MXM* lub ¢(X)=+MXTM'.

Podobnie jest w przypadku macierzy nieskoniczonych.

Twierdzenie 73. (/C4], Thm.1.2) Niech F bedzie cialem charakterystyki réznej od 2 i posia-
dajgecym co najmniej cztery elementy. Jesli ¢: Too(F) = Too(F) jest surjektywnym, liniowym
odwzorowaniem spelniajgcym , to dla pewnej odwracalnej macierzy T € Too(F') zachodzi

jedna z toZsamosci
HNX)=T'XT b ¢(X)=-T'XT.
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Pozostajac w temacie ”odwrotnosci”, praca [C15] dotyczy uogélnionych odwrotnosci macierzy
gérnotrojkatnych N x N, a dokladniej pseudoodwrotnosci Drazinam takich macierzy. Przypo-
mnijmy, ze macierz X nazywamy pseudoodwrotnoécia Drazina N x N-macierzy gérnotréj-
katnej X, jesli spelnia ponizsze warunki:

XXP =XxPX,
XPXxXP = XD,
JkeNy: XkIXD =xk

Od samego Drazina [56] wiadomo, ze dla macierzy skonczonego stopnia okreslonej nad pier-
Scieniem tacznym pseudoodwrtotno$é¢ Drazina istnieje i jest jednoznacznie Wyznaczonﬂ Dla
macierzy NxN temat pseudoodwrotnosci Drazina byt studiowany w [32], jednak mozna zauwa-
zy¢, ze w ogdlnodci nie jest to latwe zagadnienie, stad praca [C15] poswiecona jest macierzom
nieskonczonym goérnotréjkatnym. Z pomoca dla tego zagadnienia przychodzi m.in. rozklad
z twierdzenia ktéry pozwala ograniczy¢ rozwazania do macierzy o stalej przekatnej. Oczy-
wiscie, jesli przekatna ta sklada sie z elementéw odwracalnych, to odpowiadajacy jej blok jest
macierzg odwracalna, a jej odwrotna rowniez jest pseudoodwrotnoscia Drazina. W przypadku
macierzy tréjkatnej, ktorej gtéwna przekatna jest zerowa, okazuje sie, ze posiada ona pseu-
doodwrotno$é¢ Drazina wtedy i tylko wtedy, gdy jest nilpotentna. Ostatecznie, dla macierzy
trojkatnych N x N spelnione jest:

Twierdzenie 74. ([C15], Thm.1) Niech F bedzie cialem. Macierz X € Too(F) posiada pseu-
doodwrotnosé Drazina wtedy © tylko wtedy, gdy istnieje k € N takie, ze jesli xp, = 0 dla
pewnego n = 2 oraz i(n) jest minimalnym indeksem takim, Ze x;(,), # 0, to albo

(a) (X*),n =0 dla wszystkich p € N, i(n) <p<n

albo

(b) istnieje p € N, i(n) < p < n, takie ze (X¥),, # 0, przy czym w tym przypadku
(X*H) # 0
p,n+1 .

W szczegdlnosci z powyzszego wynika

Whiosek 11. ([C15], Cor.1) Jesli F jest cialem, natomiast X = [x;;] € Too (F) jest macierzg
takqg, Ze xpy, = 0 dla skoriczenie wielu n € N, to X posiada pseudoodwrotnosé Drazina.

Z racji rozwazanych w tym rozdziale probleméw, mozna zapyta¢ jakie odwzorowania zacho-
wuja pseudoodwrotnosci Drazina, tzn. spelniaja warunek

H(XP) = (¢(X))”.

76 Pseudoodwrotnoéé Moore’a-Penrose’a, aczkolwiek réwnie interesujaca, wymaga spelnienia pewnych warunkéw
zwigzanych z transpozycja danej macierzy, co w przypadku N x N, moze prowadzi¢ do niepoprawnie zdefiniowanych
iloczynow.

"7Co ciekawe, macierz skonczonego stopnia zawsze posiada jednoznacznie wyznaczong odwrotnosé Moore’a-
Penrose’a, natomiast macierz nieskonczona, w dodatku odwracalna, moze posiadaé nieskonczenie wiele takich od-
wrotnosci [168].
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Addytywne odwzorowania o tej wlasnosci okreslone na M, (F) (gdzie F to R lub C) oraz
przestrzeniach skladajacych si¢ z ogranicznych operatoréw na przestrzeni Hilberta zostaty
opisane w [48]. Pozostaja one w zwiazku z odwzorowaniami zachowujacymi idempotenty.
Podobnie jest w przypadku 7o (F') — mamy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 75. (/C15], Thm.2) Niech F bedzie cialem co najmniej 5-elementowym i cha-
rakterystyki réinej od 2. Jesli ¢: Too(F) = Too(F) jest odwzorowaniem liniowym zachowujg-
cym pseudoodwrotnosci Drazina, to ¢ jest sumq rozlgczng ¢ @ —@o, gdzie ¢p1, ¢2 sg opisane
w twierdzeniu [5A

Praca [C14] po$wiecona jest odwzorowaniom okreslonym na T, (F'), ktére zachowuja zerowe
iloczyny macierzy. Dokladniej, méwimy, ze ¢ okreslone na pewnym pierscieniu R zachowuje
obustronnie zerowe iloczyny ) jesli

VX,)YER XY =0 & ¢(X)p(Y)=0. (25)

Badania takich odwzorowaflm zainicjowal Wong [196] [197] i problem ten doczekal sie réznora-
kich modyﬁkacj Swietnym narzedziem do badania takich odwzorowan sa grafy dzielnikéw
zera danego pierScienia wprowadzone przez Becka [I5], a ich wlasnosci w pierscieniach M, (R),
Tn(R) zostaly zbadane odpowiednio w [25] i [I12]. Automorfizmy tych graféw zostaly wska-
zane w [I89]. Idee tej pracy staly sie motywacja do powstania artykutu [C14]. Odwzorowania
spetniajace na T, (F) podobnie jak w oméwionych powyzej przypadkach innych odwzoro-
wan réwniez sa ztozeniami pewnych standardowych funkcji. Oproécz tych, ktore wprowadzono
wczesniej, mamy tu jeszcze jeden szczegdlny automorfiz

Definicja 18. Niech X € 7, (F) oraz niech

Normy(@) = {y € Tu(F) : ay =0},
1oy (@) ={y € To(F) : yx =0}.

Jedli dla macierzy X, Y zachodzg réwnosci ﬁ’]‘n(F)(X) = N)'Tn(p) (V)i NTn(F) (X)= WTH(F)(Y),
to méwimy, ze X, Y sa macierzami bliZniaczymi.

Definicja 19. Jesli p: To(F) — To(F) jest takie, ze p(X) = Y implikuje, ze X, Y sa
macierzami blizniaczymi, to méwimy, ze p jest reqularnym automorfizmem T, (F).

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami mamy:

Twierdzenie 76. ([C14], Thm.1.1) Niech F bedzie ciatem oraz niech n € N. Bijekcja ¢ :
To(F) — To(F) spelnia wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzq ponizsze warunki.

(a) Istniejqg macierz T € T,,(F), automorfizm o ciala F, oraz regularny automorfizm p pier-
Scienia T, (F) takie, Ze dla kazdego X € Tp(F)\ T, (F):

(X)) =Inny -7 - p(X).

T8W oryginale preserves zero products in both directions.

A w zasadzie odwzorowan spetniajacych warunek XY =0 = ¢(X)p(Y) = 0.

80Np. odwzorowan zachowujacych wtasnosé nilpotentnosci czy zerowego kwadratu.

81D]a uscislenia — stowo automorfizm odnosi sie do odpowiedniego grafu, a nie do pierécienia macierzowego.
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(b) Odwzorowanie ¢ ograniczone do T, (F) jest dowolng bijekcjq.

Opis cyklu prac [D1]-[D7]
Prace [D1-D7] po$wiecone sa réznorakim wlasnosciom macierzy N x N, gléwnie tréjkatnych.

Artykut [D1] zawiera pewne warunki wystarczajace do bycia prawym dzielnikiem zera pier-
Scienia Too (F'). Lewymi dzielnikami zera sa te macierze z Too (F), ktore zawieraja co najmniej
jedno zero na gléwnej przekatnej [I76], jednak okazuje sig, ze dla prawych dzielnikéw zera nie
jest to warunek wystarczajacy. Pewien warunek zwiazany z liniowa niezalezno$cia podany jest
w [8I]. W [D1] opis prawych dzielnikéw zera T (F') wykorzystuje kolejne przekatne.

Twierdzenie 77. ([D1], Thm.1) Niech F bedzie cialem oraz niech X € Too(F). Zaldzmy, zZe
k € N jest najmniejszq liczbg takq, zZe k-ta przekgtna X zawiera pewne elementy niezerowe.

(a) Jesli k > 1 i k-ta przekgtna nie zawiera Zadnego zera, to X nie jest prawym dzielnikiem
zera.

(b) Jesli k-ta przekatna X zawiera skoriczong, dodatnig liczbe elementéw zerowych, to X jest
prawym dzielnikiem zera.

Prace [D2-D4] dotycza przedstawiania macierzy nieskoniczonych w postaci sum macierzy o ze-
rowych kwadratach. Macierz skoniczonego stopnia jest suma macierzy o zerowych kwadratach
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej $lad jest réwny 0 [190]. Kryterium to nie przenosi sie na przypa-
dek nieskoniczony — w szczegdlnosci jeszeze wezesniej [57] bylo wiadomo, ze kazdy ograniczony
operator liniowy na nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta jest suma co najwyzej 64
operatorow o zerowym kwadracie. W przypadku macierzy N x N zalozenia réwniez okazuja
sie zbedne, jednak wynik mozna nieco poprawi¢. Dokladniej, mamy:

Twierdzenie 78. ([D2], Prop.2.3, Prop.2.5) Dla dowolnego ciala F i dowolnej macierzy
T e NTo(F), T jest sumg co najwyzej dwéch macierzy o zerowych kwadratach.

Dla dowolnego ciala F i dowolnej macierzy Scisle dolnotréjkgtnej L € Mcy(F), L jest sumg
co najwyzej czterech macierzy o zerowych kwadratach.

Laczac powyzsze twierdzenie z rozkladem pewnej macierzy tré jdiagonalneﬂ na sume czterech
macierzy o zerowych kwadratach, w [D4] otrzymano ostatecznie

Twierdzenie 79. ([D/], Thm.1.1) Niech F bedzie cialem charakterystyki rézinej od 2. Kazda
macierz z Mcy¢(F) jest sumg co najwyzej dziesieciu macierzy o zerowych kwadratach.

Praca [D5] dotyczy podobnego rozkladu jak ten z [D2-D4], jednak [D5] elementy wystepuja-
ce w rozkladzie sa idempotentne. Z klasycznej juz pracy [I74] wiadomo, ze kazdy operator
ograniczony okreslony na nieskonczenie wymiarowej, oSrodkowej przestrzeni Hilberta jest su-
ma co najwyzej odmiu idempotentéw, chociaz nalezy dodaé, ze nieco pdzniej udowodniono,
ze wystarcza cztery [140]. Sumonﬁ macierzy idempotentnych poswiecony jest artykut [69] —

82Czyli macierzy, ktérej wszystkie elementy niezerowe znajduja si¢ na pewnych trzech ustalonych przekatnych.
83 Ale tez réznicom i kombinacjom liniowym.
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w szczegbdlnosci udowodnione jest w nim kryterium rozstrzygajace kiedy macierz moze by¢

przedstawiona jako suma macierzy idempotentnych. Dokladniej,macierz M € M, (F), gdzie

F jest cialem charakterystyki 0, jest suma idempotentow wtedy i tylko wtedy, gdy jej slad

jest rowny kK = 1+ ---+ 1 dla pewnego k € N, wigkszego od rzedu M. W przypadku cial
——

k
charakterystyki dodatniej warunkiem koniecznym jest aby $lad M nalezal do ciala prostego
zawartego w F' [163]. W przypadku macierzy nieskoniczonego stopnia podobne zalozenia nie
sg potrzebne. Dokladniej, spelnione jest

Twierdzenie 80. (/D5], Thm.1.3) Niech F bedzie cialem. Dowolna macierz Mcy(F') moze
byé przedstawiona w postaci sumy co najwyzej 14 idempotentow.

Artykul [D6] poswiecony jest macierzom tréjkatnym i ich wlasnosciom, ktére sa zwiazane
z przemiennoscia. Frobenius [59] udowodnil, ze macierze A, B sa przemiene wtedy i tylko
wtedy, gdy mozna uporzadkowaé¢ ich wartosci wlasne ag, ..., an, 81, ..., B, tak, by warto-
Sciami wlasnymi iloczynu AB byly a1 01, ..., a,8,. Inne kryterium, odnoszace sie do postaci
Jordana, mozna znalezé w rozdziale 12.4 pracy [107]. W dowolnej algebrze macierzowej A
mozna wprowadzi¢ nastepujacy praporzadek:

x=v Y cx)ycow,

gdzie C(X) oznacza centralizator elementu X. Oczywiscie w A wzgledem =< moga istnie¢
pewne elementy maksymalne i/lub minimalne. Dla pelnej algebry macierzy M,,(F) zostaly
one opisane dokladnie w [55]@ Mianowicie, macierze maksymalne naleza do jednej z pewnych
trzech klas. Okazuje sie, ze przypadek macierzy trojkatnych jest do$é podobny.

Twierdzenie 81. (/D6], Thm.1,2) Niech F bedzie dowolnym cialem.
(a) MacierzT € T,(F), n > 3 jest maksymalna wzgledem praporzedku < wtedy i tylko wtedy,
gdy jest postaci al,, + BB, gdzie
1. B jest sprzezona z e;; dla pewnych i, 7,1 < j,
lub
1. B jest idempotentem réinym od 0 i I,.

(b) Macierz T € Too(F) jest maksymalna wzgledem praporzedku =< wtedy i tylko wtedy, gdy
jest postaci ol + BB, gdzie

1. B jest sprzezona z e;5 dla pewnych i, 7, i < j,
lub

1t. B jest idempotentem réznym od 0 i I, .

W przypadku macierzy skonczonego stopnia macierze minimalne to te, ktérych wielomiany
charakterystyczny i minimalny pokrywaja sie. Dla stopnia nieskoniczonego otrzymane kryte-
rium wykorzystuje wprowadzone wcze$niej pojecie uogdlnionej sumy prostej.

Twierdzenie 82. ([D6], Thm.3,4) Niech F bedzie dowolnym cialem. Macierz A = @ner(An)r
nalezgcea do Tp(F) lub Too(F), n = 3, jest minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy

n

84Chociaz nalezy dodaé, ze niebagatelnym przyczynkiem do [55] byta wymieniona tu juz wczeéniej praca [165].
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(a) kazda z macierzy A, jest minimalna w Tz, |(F)
1
(b) dla kazdego n € I mamy |{ann: n € I,} | = min(|I], |F)).

Praca [D7] nawiazuje do odwrotnosci, jednak nie macierzy tréjkatnych, a pewnego ich uogdl-
nienia — macierzy Hessenberga.

Definicja 20. Niech n,k € N, k < n. Méwimy, ze H = [h;;] € M,,(F) jest (dolna) macierza
k-Hessenberga, jesli h;; = 0 dla wszystkich indekséw ¢, j € N takich, ze j —7 > k.

Jedli k = 1, to méwimy krétko, ze H jest macierza Hessenberga.

Asplund [6] jako pierwszy badal odwrotnodci macierzy k-Hessenberga i, w szczegdlnosei udo-
wodnil, ze dla £k = 1 odwrotnosci te sg sumami macierzy rzedu 1 oraz macierzy $ciéle dol-
notréjkatnych. Dla k& > 1 spelnione jest podobne twierdzenie, tyle, ze w tym przypadku sa
to sumy macierzy Scisle dolnotréjkatnych i macierzy rzedu k, ktére daja sie zgrabnie zapi-
sa¢ w postaci iloczynéw macierzy rozmiaru odpowiedniﬂ n x k oraz k x n [144]. Pomimo
istnienia wspomnianych tu wzoréw na H ', w ogdlnym przypadku wyznaczenie zwartej for-
muly na konkretne elementy jest dos¢ klopotliwe i bardzo czesto naklada sie na H pewne
dodatkowe zalozenia — w [D7] rozpatrywane sa macierze 1-Hessenberga, ktére réwnoczesnie
sg macierzami Toeplitza, tzn. maja postac:

- a - .
a1 ap a_1
a9 aq aq a_1
H=H, = (26)
Qp—2 (Ap—3 apg a1
_an—l Gp—2 ay ago dnxn

Wykorzystujac, miedzy innymi prace [I85], w [D7] udowodnione zostalo

Twierdzenie 83. (/D7], Thm.1.1) Niech H bedzie macierzq postaci ([26), gdzie a_y # 0.
Wowczas H jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy:

n—1 1—1
V= Gp—g — Gp_1 — E Ap—i—1 E aj_1bi_j_1 | #0.
i—2 i=1

W tym przypadku

0 0| 1
H =" — —zgyh,
io ~ HYH
gdzie
b dlai>j 1=
A=< = dzie by =1, by=——> aybp_p1 dlak>1
ij {0 dlai<j, gazie Do 5 k a1 Tzoar k 1 aa kR =1,

85Klarowny opis wymienionych tu macierzy znajduje si¢ w [I85] (i nie tylko).
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1 dla i=1,

i—1
(IH)l a — Zajflbi,jfl dla 1<i<n,
j=1

n—1
— Ap—i—1bi_1 dla 1<i<n,
(ya)i = (@H)n41—i = ; S

1 dla 1=n.

Ponadto, z potaczenia wzoru z pracy [1] na elementy H !, ktéry wykorzystuje minory H oraz
twierdzenie wynika ponizszy zwarty wzér na wyznacznik macierzy Hessenberga:

Twierdzenie 84. ([D7], Thm.53.1) Niech H = H,, bedzie zdefiniowana jok w oraz nmiech
a_1 # 0. Wtedy

2 —1

n—2
E aj1bn_j_2
i=1

det(Hn) = (—a_l)"71 . bn—l —

n—1 i1
Op—2 — Gp_1 — E (n—i—1 E aj_1bi_j 1
i=2 j=1

Macierze Toeplitza pojawiaja sie réwniez w [D9], chociaz tu sa one dolnotréjkatne i nieskon-
czonego stopnia, tzn.

ao
a; aog
A= |62 a1 ao . (27)

az az ap aop

Powszechnie znany jest fakt, iz jesli ag # 0, to macierz odwrotna do A istnieje i réwniez jest
dolnotréjkatna macierza Toeplitza. Asymptotyczne zachowanie elementéw A1 jest obiektem
zainteresowania wielu autoré\x@ zwlaszcza zagadnienie, kiedy elementy te sa asymptotycznie
zbiezne (lub nie sa) do 0. Mozna tu wyréznié trzy podstawowe rodzaje zachowar

() szybki zanik elementéw — gdy Z lan| < oo,

n=0

(b) powolny zanik elementéw — gdy lim a, = 0, jednak g |an| = oo,
n—oo
n=0

(c) zastdj elementéw — gdy lim a, = a dla pewnego a # 0.
n—oo

86 Prawdopodobnie najlepsza pracg w tym temacie jest ksigzka 23].
8TW oryginale sa to fast decay, slow decay i stagnation.
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Jaffard [87] udowodnil, ze jeéli A~ reprezentuje operator ograniczony, to elementy A~! oraz
A charakteryzuja sie tym samym zanikiem jak w punktach (a)-(c), jednak dla operatoréw
nieograniczonych analogiczny wynik nie jest spetniony. W [D9] wykorzystujac interpretacje
macierzy (27)) w postaci szeregéw oraz twierdzenie Rouché’ gc@ otrzymano ponizsze kryterium.
Twierdzenie 85. ([D9], Thm.1.1) Niech A bedzie macierzq postaci . Zatdzmy, ze a, =0
dlak>niag=1. Jesli Y _, |a.| <1, to elementy A~' charakteryzuje szybki zanik.

Dodatkows korzyscia jest oszacowanie normy A~!:

Twierdzenie 86. ([D9], Thm.1.2) Niech A bedzie macierzq postaci , Zatdzimy, ze ap, =0
dlak >niag=1. Jesli

1
a) | 7=
= max |— <1,
1<k<I<n | ay,
G.)C;éo

to dla wszystkich v # 1 spelniajgcych

1 1
q > |a1] (1—n> oraz yqg <1
71 gl

||A-1||<( ! )
1 =g

Motywacja do powstania pracy [D8] byl artykul Simona [I67] napisany z okazji urodzin
P. Exneraﬁ dotyczacy pewnej wariacji twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Niech I, (wyjatkowo)
oznacza macierz jednostkowa Z x Z, tzn.

mamy

.10
Z € — 0 1 0 )
i€Z .
0 1
natomiast S macierz: _ -
0
Doeri=lo0 1 0
iE€EL 0 1 0

Definicja 21. Jezeli macierz jest wielomianem zmiennych S i S™!, to méwimy, Ze jest ona
macierza Laurentﬂ

88Stwierdzajace, ze jesli dwie funkcje f, g, holomorficzne w obszarze @ C C, spelniaja nieréwnosé |g(z)| < |f(2)]
dla dowolnego z nalezacego do konturu C' lezacego w obszarze €2, to f oraz f + g maja te sama liczbe zer wewnatrz
C [154].

89Ktéry z kolei jest wybitnym specjalistg, fizyki kwantowej.

90 A zatem macierz Laurenta to binieskonczony odpowiednik macierzy Toeplitza

54



Nietrudno jest zauwazy¢, ze dla macierzy Z X Z nie mozna sformutowaé odpowiednika twier-
dzenia Cayleya-Hamiltona w ten sam sposéb jak dla macierzy skonczonego stopnia. W [167]
pojawia sie zatem nieco inny problem:

Jedli macierz K ma skonczona liczbe niezerowych przekatnych (ale nie jest tréj-
diagonalna) i jej przekatne sa okresowe, to czy istnieje wielomian @ taki, ze Q(K)
jest macierza Laurenta?

Wykorzystujac teorie operatoréw Simon sugeruje w [167], Ze nie, jednak nie podaje konkret-
nego przyktadu. Okazuje sie, ze bardziej bezposrednie spojrzenie na elementy macierzy K
moze daé konkretna odpowiedz. Wiele kontrprzyktadéw mozna podaé przez wzglad na skraj-
ne przekatne:

Twierdzenie 87. (/D8], Thm.1.1) Niech A = Y, _,. S*Uy, bedzie macierzq Z x Z, ktorej
przekgtne sq okresowe, o okresie m, m > 2

(a) Jesli m|r i dla kazdego n € N spetniony jest warunek (U,)f; # (Uy)}; dla pewnych i, j,
to nie istnieje wielomian Q taki, Ze Q(A) jest macierzq Laurenta.

(b) Jesli m|s i dla kaidego n € N spelniony jest warunek (Us)f; # (Us)?}; dla pewnych i, j,
to nie istnieje wielomian @ taki, ze Q(A) jest macierzq Laurenta.

Warto dodaé, ze zalozenie by macierz K nie byla macierza tréjdiagonalna pojawiajace sig¢
w przytoczonym powyzej problemie z pracy [167] moze byé uzasadnione chociazby przez
nastepujacy fakt.

Twierdzenie 88. (/D8], Prop.4.3) Jesli A = Zi:% SkUy, ktérej wszystkie niezerowe prze-
kqtne sq okresowe o okresie podstawowym réwnym 2, to A2 —((Up)oo+ (Uo)11)A jest macierzq
Laurenta.

Opis cyklu prac [E1]-[E4]

Artykuly [E1-E4] poswiecone sa réznym zagadnieniom zwiazanym z grupa Riordana.

Praca [E4] porusza temat postaci Jordana macierzy Riordana. W [126] badane sa posta-
ci Jordana podmacierzy macierzy Riordana, ale wylacznie skonczonego stopnia. Oczywiscie,
z twierdzenia [44] wynika, ze kazda macierz Riordana jest podobna w Mpg;(F') do pewnej
uogdblnionej macierzy Jordana J, jednak z twierdzenia nie mozna wywnioskowaé¢ czy J jest
macierza Riordana ani, tym bardziej, czy macierz przejscia jest macierzg Riordana. Odpowie-
dzi na te pytania zawarte sg w [E4]. Klasa postaci Jordana, ktére jednoczesénie sa macierzami
Riordana jest dos¢ waska — jest to spowodowane specyficzng postacia gtéwnej przekatne;j.

Twierdzenie 89. ([E/], Thm.1) Jedynymi postaciami Jordana z R(C) sq:

(a) macierze diagonalne postaci [+ ™ - 6y k|nk = (o, Bt), gdzie 6,1 to symbol Kroneckera,
(b) klatki Jordana (a4 t,t).

91Nie zaktadamy tu, ze jest to okres podstawowy, a najzwyczajniej najmniejsza wspdlna wielokrotnosé okreséw
podstawowych charakteryzujacych kazda z przekatnych.
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Okazuje sie, ze nawet jezeli macierz Riordana posiada postaé Jordana w R(C), to sama macierz
przejscia niekoniecznie jest z R(C).

Przyklad 5. ([E4], Ex.4) Mozna sprawdzié, ze

1
11
R=(1+tt-2t*)=10 -1 1
0 -2 -3 1

w grupie macierzy dolnotrdjkatnych jest podobna do Jo.(1) = (1+1,t), jednak préba rozwia-
zania réwnania

YTIRY = Jo(1) & (L4t —2t%) = (d(t), h(t)) = (d(t), h(t)) * (1 +t,1)
prowadzi do sprzeczno$ci, zatem macierz przejscia nie jest macierza Riordana.

Opis macierzy przejscia nalezacych do R(C) podaje ponizsze

Twierdzenie 90. ([E4], Thm.2) Macierz Riordana R = (d(t), h(t)) posiada macierz przejscia
rowniez bedgcg macierzg Riordana wtedy © tylko wtedy, gdy jest jednej z trzech ponizszych
postaci.

(a) R=dy- R, gdzie R ma skoriczony rzqd w R(C), dy € C.
(b) ho nie jest pierwiastkien{? z 1.
(c) R=(d(t),t), gdzie dy #0.

Macierze z pierwszego opisanego przypadku maja okresowe przekatne, a ich postaci Jordana sa
diagonalne, w drugim przypadku — gléwne przekatne sktadaja sie z parami réznych elementéw
i ich postaci Jordana sa diagonalne, natomiast w trzecim — macierze Jordana sa macierzami
Toeplitza o pierwszej niezerowe]j przekatnej i ich posta¢ Jordana to Ju(dp).

Praca [E2] i jej korekta [E3] dotycza innego tematu — catkowitej dodatnioéc@ ktéry, chociaz
dla przypadku pelnej algebry macierzowej byl badany juz od dawna, to dla przypadku grupy
Riordana w ciaggu ostatnich kilku lat zyskal na popularnosci.

Definicja 22. Méwimy, ze macierz M € M, xm(R) jest catkowicie dodatnia, jesli wszystkie
jej minory dowolnych stopni sg nieujemn

W szczegdlnoécei macierz Toeplitza, ktéra zarazem jest macierza Riordana:

ao
ay Qo
[an—k] = |92 a1 Go

asz az aip aop

92Tzn. dla zadnego n € N nie mamy hy = 1.

930ryginalnie: total positivity.

94W rzeczywistosci niektérzy autorzy wymagaja, aby minory byty dodatnie. Aby nieco uproécié¢ nazewnictwo dla
rozpatrywanego tu — tréjkatnego przypadku pozostane przy nieujemnosci.
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jest catkowicie dodatnia wtedy i tylko wtedy [2], gdy szereg Y.~ j ant™ jest postaci:

oo oo
(1 it
Zant" =§-tm.et. M dla pewnych v, a;, 3; =0, § >0, m € Ng.
— [12, (1 = Bit)

W tym przypadku ciag (@), nazywany jest ciggiem czestotliwosci Po’ly@ W [33] autorzy
wskazali pewien warunek wystarczajacy do posiadania wlasnosci catkowitej dodatniosci przez
macierz Riordana wykorzystujacy inna charakteryzacje macierzy Riordana — za pomoca cia-
gow A = (an)22, oraz Z = ()22, ktére definiuja macierz Riordana R = [rp,,] za pomoca
zaleznosci [127]:

Tn+l1m+1 = @Tnm +air, m+1 + asrp m+2 + -

(28)
Tn+10 = 20Tn0 + 21Tn1 + 22Tp2 + -+ .

Macierz
Z0 Qo
Z1 air ao
J(R)= |?2 a2 a1 aop

Z3 a3 az a1 G

nazywana jest macierzq produkcji macierzy Riordana R okre$lonej jak w [£1). W [33]
pokazano, ze jesli J(R) jest calkowicie dodatnia, to R réwniez.

Artykut [34] zawiera nieco inny warunek wystarczajacy. Mianowicie, jesli (d,,)22 1 (hn)52,
sa ciagami czestotliwosci Polyi, to (d(t), h(t)) jest calkowicie dodatnia. Niedawno okazalo
sie, ze pewne powiazanie ze soba tych dwéch warunkéw réwniez pozwala otrzymaé warunek
konieczny na to, aby macierz Riordana byla calkowicie dodatnia [119].

Motywacja [E2] byla praca [34], a dokladniej naturalne pytanie, ktére sie nasuwa przy sfor-
mulowaniu warunku wystarczajacego — czy jest on rowniez warunkiem koniecznym, a zatem:

(a) Cazy jesli (d(t), h(t)) jest caltkowicie dodatnia, to czy (d,,)52, musi by¢ ciagiem czestotli-
wosci Polyi?

(b) Czy jesli (d(t), h(t)) jest calkowicie dodatnia, to czy (h,)22; musi by¢ ciagiem czestotli-
woséci Polyi?

(c) Czy jesli (d(t), h(t)) jest catkowicie dodatnia, to czy (d,)52, (hn)52, musza by¢ ciagami
czestotliwosci Polyi?

Okazuje sie, ze odpowiedz na kazde z tych trzech pytan jest negatywna, a kontrprzyktady
najlatwiej sformutowaé przy pomocy ciagéw A i Z.

Twierdzenie 91. ([E2,E3], Thm.1.1) Zaléimy, Ze R = [rpm] = (d(t), h(t)) jest macierzq
Riordana wyznaczong przez ciggi A i Z postaci: A = (ap,a1,0,0,...), Z = (20,21,0,0,...),
gdzie do,ag > 0, a1,20,21 = 0. Jesli rog = 0 © a120 = apz1, to R jest catkowicie dodatnia,
(hn)22, jest ciggiem czestotliwosci Pdlyi, ale (d,,)22, nie jest.

95W oryginale Pélya frequency sequence.
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Twierdzenie 92. ([E2], Thm.1.2) Zaléimy, zZe R = [rpm] = (d(t), h(t)) jest macierzq Rior-
dana wyznaczong przez ciggi A i Z postaci: A = (ag,a1,02,0,0,...), Z = (20,0,0,...), gdzie
do,ag > 0, a1,az,20 = 0. Jesli a? > 4agas, to R jest calkowicie dodatnia, (d,,)SS_ jest ciggiem
czestotliwosci Pélyi, ale (hy)22, nie jest.

Twierdzenie 93. ([E2,E3], Thm.2.2) Zaldimy, ze R = [rpm] = (d(t), h(t)) jest macierzq
Riordana wyznaczong przez ciggi A i Z postaci: A = (ag,a1,0a2,0,0,...), Z = (20,21,0,...),
gdzie dy, ag,a2,z1 > 0, a1,z0 = 0. Wowczas zZaden sposrid ciggéw (dp)o>, (hn)S, nie jest
ciggiem czestotliwosci Polyi wtedy i tylko wtedy, gdy

A = 4z3a? — 1222apas — 12292102 > 0

N
3 2
aa (Vgzam ) +am (YZae) + (e + )Rk > 1,
lub
A <0.

Notka [E1] zawiera propozycje uogélnienia macierzy Riordana do macierzy wyzszego ”wy-
miaru”. Nadladujac [I72] mnozenie ”tréjwymiarowych” macierzy A = [anmk], B = [bnmk)
definiujemy nastepujaco:

i

Ustaliwszy dowolnie k € N macierz [Apmk|nm nazywamy k-ta warstwa tréjwymiarowej ma-
cierzy A.

Niech R{3) oznacza zbiér tréjek postaci (d(t)7 h(t), B(t)), gdzie d, h, h sa formalnymi szere-

gami potegowymi nad C postaci d(t) = 3200 dnt”, h(t) = Y200, hut™, h(t) = 300 hnt™.
Tréjki z R4 mnozymy zgodnie z zasada:

(18, ha(0), ) 5 (Ada(8), ha(8), (1) ) = (dr(2) - da (b (0)), B (P (1)), P (1) - e (1))
aby po utozsamieniu z tréjwymiarowymi macierzami R = [rpmk):
Prmk = [t"]d(t) - K™ (t) - BE(t),

zgadzalo si¢ ono z mnozeniem (29). Cheon i Jin [35] udowodnili, ze R jest rozszerzeniem
grupy R przez grupe szeregdéw formalnych potegowych o wyrazie wolnym réwnym 0 z dzia-
taniem sktadania. W [E1] wskazana jest mozliwo$¢ reprezentacji macierzy z RE) za pomoca
trzech ciggéw analogiczna do .

Twierdzenie 94. ([E1], Thm.1.1) Kaida macierz z R jest scharakteryzowana przez ciggi
A Z, H:
Tn00 = 2071n—1,0,0 T 21Tn—1,1,0 + 22Tn—1,2,0 + ***
Trk0 = G0Tn—1,k+1,0 + @1Tn—1,k+2,0 + 02Tn—1,k+3,0 + - (30)
Trkm = hoTn km—1 +R1Tn—1 km—1 +hoTn_2 g m—1+ -+ .

Ponadto



Korzystajac z klasycznego faktu [I45] o catkowitej dodatniosci iloczynu macierzy catkowicie
dodatnich mozna réwniez otrzymac:

Whiosek 12. ([E1], Cor.2.4) Jesli (d(t), h(t)), (iL(t)7 t) € R sq catkowicie dodatnie, to kazda
warstwa (d(t),h(t)jz(t)) € RB) jest catkowicie dodatnia.

Z kolei [33] implikuje:

Whiosek 13. ([E1], Cor.2.5) Jesli macierz produkcji J ((d(t), h(t))) jest calkowicie dodatnia
oraz H = (hy,)22, jest ciggiem czestotliwosci Pdlyi, to kazda warstwa (d(t), h(t), B(t)) eR®
reprezentowanej przez ciqgi A, Z, H jak w , jest catkowicie dodatnia.

Opis cyklu prac [F1]-[F3]

Ksiazki [F1-F3] to pozycje dydaktyczne powstale dzieki pracy wielu autoréw przeznaczone
dla ambitnych studentéw (i nie tylko studentéw).

Podrecznik [F2] po$wiecony szeregom liczbowym rozpoczyna bogata seria kryteriéw zbiez-
nosci. Nastepnie omoéwiono zagadnienia zwiazane z tempem zbieznosci szeregdéw, twierdzenie
Kronecker@ oraz pewne réwnowazne z nim wyniki, pewne szczegélne szeregi w przestrze-
niach skonczenie wymiarowych, a takze probem Sennottam Nie zabrakto tu réwniez rozdziatu
o iloczynie Cauchy’ego, podobnie jak rozdziatu dotyczacego liczb harmonicznych oraz liczb
harmonicznych utworzonych z odwrotnosci liczb pierwszych. Ponadto [F2] zawiera zagadnienia
zwigzane z szeregami iterowanych logarytméw, a takze szeregéw podwdjnych. Caloéé koncza
propozycja trzech podstawowych metod wyznaczania sum szeregéw oraz solidny zbiér zadan
i probleméw do samodzielnego rozwigzania.

Monografia [F1] dotyczaca szeregdw potegowych to uzupelnienie [F2]. Rozpoczyna ja wy-
bor klasycznych zagadnien zwiazanych z rzeczywistymi i zespolonymi szeregami potegowymi
zawierajacy uczciwg porcje zadan dla ”zadnych wiedzy”. Nastepnie rozwazane sa szeregi zwia-
zane z liczbami Catalana i wspélczynnikami dwumianowymi, szereg Gregory’ego, odwrotno-
Sci szeregdéw potegowych, twierdzenia Abela i Taubera, reguly monotonicznosci dla ilorazéw
szeregow, tozsamosé potréjnego iloczynu Jacobiego oraz funkcje hipergeometryczne. Swoje
miejsce znalazly tu réwniez ogdlne szeregi Dirichleta, pewne szeregi z przestrzeni LP[a, b], [Z?,
[>P, [7P, ale réwniez szeregi geometryczne w algebrach unormowanych i wielokrotne szeregi
potegowe.

Monografia [F3] zawiera wybrane zagadnienia teorii mnogosci. Rozpoczyna sie ona solidnym
wprowadzeniem elementéw logiki, teorii zbioréw, relacji i odwzorowan, by nastepnie przej$é¢ do
pewnika wyboru, lematu Kuratowskiego-Zorna, twierdzenia Cantora-Bernsteina, konstrukeji
Cantora-Koéniga bijekcji kwadratu na odcinek, indukcji matematycznej oraz arytmetyki Pe-
ano. Oprocz tego ksiazka zawiera przykladowe zestawy zadan na kolokwium oraz propozycje
projektéw przeznaczonych dla studentéw do samodzielnego opracowania, czesto zwiazane z

96Chodzi o twierdzenie dotyczace szeregu zbieznego utworzonego z ciggu niemalejacego i ograniczonego oraz pewnej
jego ”sumy wazonej” utworzonej za pomoca wspomnianego szeregu.
97Dotyczacy zbieznoéci szeregu Y oo | nan W zaleznosci od szeregu > oo o an, tj. jego sum czedciowych.
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zagadnieniami rozwazanymi w ” Dodatku”. W tym ostatnim zawarte zostaly zagadnienia zwia-
zane nieco mniej bezposrednio z gléwnymi tematami poruszanymi w [F3].
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