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w Katowicach

Dr Andrzej Olbry$ jako osiggniecie naukowe, o ktéorym mowa w art. 16 Usta-
wy o stopniach naukowych i tytule naukowym, przedstawit jednotematyczny cykl 6
prac, zatytulowany Twierdzenia o oddzielaniu i podpieraniu dla wybranych klas od-
wzorowan, 1 ich konsekwencje. Na ten cykl sktadajg sie prace wymienione — wraz z
doktadnymi danymi bibliograficznymi — na stronie 1 autoreferatu, i oznaczone tam
numerami (I)-(VI). Prace (I)-(V) to samodzielne prace Habilitanta, praca (VI) to
praca wspoélna z Zs. Palesem. O$wiadczenie Zs. Pélesa, doktadnie opisujace wspot-
prace obu autoréw pracy (VI), znajduje sie w dokumentacji.

Ocena jednotematycznego cyklu prac Twierdzenia o oddzielaniu 1
podpieraniu dla wybranych klas odwzorowan i ich konsekwencje

Tematyke badawczg dr Andrzeja Olbrysia — zar6wno prac sktadajacych sie na
jednotematyczny cykl publikacji Twierdzenia o oddzielaniu i podpieraniu dla wybra-
nych klas odwzorowan i ich konsekwencje, jak i pozostatych — mozna ogblnie opisaé
jako badanie réznych klas funkcji, bedacych uogélnieniami funkcji wypuktych i po-
daddytywnych, wtasnosci funkeji z tych klas oraz wzajemnych relacji r6znych klas.

Prace (I)-(III), om6wione na stronach 8-17 autoreferatu,! poswiecone sa badaniu
funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta. Stawiane pytania i uzyskane wyniki nalezy wi-
dzie¢ w kontekscie pytania J. Matkowskiego [76] o to, czy kazda funkcja t-wypukta w
sensie Wrighta jest wypukla w sensie Jensena, oraz odpowiedzi na to pytanie, poda-
nej w pracy Gy. Maksa, K. Nikodem, Zs. Péles [74]. Jak pokazujg autorzy pracy [74],
odpowiedz na pytanie J. Matkowskiego zalezy od algebraicznych wtasnosci liczby ¢:
(A) jesli t jest liczbg wymierng, to kazda funkcja t-wypukla w sensie Wrighta jest
wypukla w sensie Jensena, istniejg tez liczby niewymierne o tej wtasnosci, natomiast
(B) dla t przestepnych oraz pewnych t algebraicznych istniejg funkcje t-wypukte w
sensie Wrighta, ktore sg wkleste w sensie Jensena i nie sg wypukte w sensie Jensena,
w pracy [74] podane sg przyktady takich funkcji. Jak rozumiem ta odpowiedZ na

! Autoreferat przygotowany jest starannie i dokladnie prezentuje otrzymane wyniki, zatem, dla
uproszczenia, w recenzji odwoluje sie raczej do auoreferatu, zamiast do prac.
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pytanie J. Matkowskiego, a w szczegdlnoéci cheé zrozumienia natury przyktadéw z
punktu (B), byty impulsem do badat przedstawionych w pracach (I)-(111) .

W pracach (I), (II) Habilitant bada rézne wtasnoéci funkcji t-wypuktych w sensie
Wrighta, przede wszystkim podaje twierdzenia o oddzielaniu i o podpieraniu, a takze
przyglada sig blizej zwigzkowi miedzy t-wypuktoécia w sensie Wrighta a wypukloscig
w sensie Jensena. Zasadniczy pomyst tych prac widze w zidentyfikowaniu znaczenia
warunku (x), sformulowanego np. w Twierdzeniu 5. Warunek (x) opisuje zachowanie
si¢ badanej funkcji f na kolejnych iteracjach $rednich M i N.2 Jak sie okazuje,
warunek (%) charakteryzuje te funkcje t-wypukle w sensie Wrighta, dla ktérych
istnieje t-afiniczna w sensie Wrighta funkcja podpierajaca, patrz Twierdzenia 6 i 7.
Dalsze Twierdzenie 11 to reprezentacja funkcji spetniajgcych warunek (x) — zwréémy
uwage, ze pojawiajaca sie w Twierdzeniu 11 funkcja g musi byé¢ zaréwno wypukta
w sensie Jensena, jak i t-wypukla w sensie Wrighta. Jesli chodzi o istnienie funkcji
t-wypuklych w sensie Wrighta, ktore nie spelniaja warunku (x), to mamy Uwage
1: funkcje skonstruowane w pracy [74], wspomniane w punkcie (B) powyzej, sg t-
wypukte w sensie Wrighta, ale nie speliaja warunku (%). Zauwazmy jeszcze, ze
wobec punktu (A) i Twierdzenia 11, gdy np. ¢ jest wymierne, to kazda funkcja
t-wypukta w sensie Wrighta spelnia warunek (x). Osobna czes¢ wynikéw stanowi
poszukiwanie warunkéw charakteryzujacych te funkcje ¢t-wypukle w sensie Wrighta,
ktére sa jednoczesnie wypukle w sensie Jensena, patrz Twierdzenia 8 i 10 oraz
Wniosek 1. W dowodach wymienionych wynikéw — przede wszystkim, Twierdzen 6
1 8 — istotne jest techniczne Twierdzenie 5, réwniez odwotujace si¢ do warunku ().
Dopelnieniem tej serii wynikéw sg twierdzenia o oddzielaniu - T'wierdzenie 4, oraz
0 majoryzacji - Twierdzenie 12. Twierdzenie 13 to charakteryzacja tych funkcji ¢-
wypuklych w sensie Wrighta, ktére sg wypukle w sensie Wrighta. Patrzac na dowéd
tego wyniku w pracy (II) widzimy, ze réwnowaznoéé warunkéw (i) oraz (ii) byta
znana juz wezesniej, wklad Habilitanta widze w dodaniu warunkéw (iii) oraz (iv).

Praca (III) dotyczy analogicznych zagadnien co prace (I) i (IT), ale niejako "z
zamiang rolami” funkcji -wypuktych i t-wklestych w sensie Wrighta, patrz np. sfor-
mufowanie twierdzenia o oddzielaniu, tj. Twierdzenia 15. Wiyniki sg analogiczne do
wynikéw z (I), (IT), z tym ze warunek (%) jest zastapiony przez warunek (¢) (warunek
(¢) sformutowany jest np. w Twierdzeniu 16). Dalej, Habilitant interesuje sie pod-
pleraniem "od géry” dla funkcji t-wypuklych w sensie Wrighta, patrz Twierdzenie
16. Twierdzenie 18 podaje charakteryzacje funkeji t-wypuktych w sensie Wrighta, i
jednoczesnie wklestych w sensie Jensena. Zwréémy tez uwage na zmiane zatozeri o
dziedzinie rozwazanych funkcji — w (III) jest to cala przestrzen liniowa X, podczas
gdy w (I) i (IT) moze to by¢ odpowiedni — np. t-wypukly, lub wypukly i algebraicznie
otwarty — podzbiér D C X. Po pierwsze, wigze sie to ze zmiang natury narzedzia
uzywanego w dowodach: w pracach (I), (II) sg to érednie M (z,2) i N(z, z), skiero-
wane ”do wewnatrz” odcinka taczacego z i z, za$ uzywane w (III) funkcje K (z, 2)
i L(z, z) sg skierowane "na zewnatrz” tego odcinka,? za$ iteracje funkcji K i L po-
jawiaja si¢ w warunku (o), bedgcym odpowiednikiem w tej sytuacji warunku (%).

2Srednie M i N sg wprowadzone na stronie 9 autoreferatu.
3Para funkeji (K, L) jest odwzorowaniem odwrotnym do pary érednich (M, N), patrz definicja

na stronie 15.
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Jednoczeénie Example 1 z pracy (III) pokazuje, ze pewna zmiana zalozen o dziedzi-
nie jest konieczna. W pracy (III) podane sg tez odpowiedniki innych wynikéw z (I)
i (IT), np. reprezentacja funkcji -wypuktych w sensie Wrighta, spetiajacy warunek
(¢), patrz Twierdzenie 21, czy twierdzenie o majoryzacj, patrz Twierdzenie 22.
Zauwazmy jeszcze, ze w odréznieniu od [74], ani przedstawione w pracach (I)-
(III) wyniki, ani ich dowody, nie odwoluja sie algebraicznych wlasnosci liczby ¢.

Praca [IV], oméwiona na stronach 18-20 autoreferatu, zawiera twierdzenia o od-
dzielaniu i o podpieraniu dla odwzorowar delta-podaddytywnych. Habilitant widzi
te wyniki jako rozszerzenie rezultatéw z pracy Z. Gajdy i Z. Kominka [37], z odwzo-
rowan pod- i nadaddytywnych na odwzorowania delta-pod- i delta-nadaddytywne.
Podzielam ten poglad. Doktadniej, Twierdzenie 24 (o oddzielaniu) to rozszerzenie
Theorem 1 z pracy [37] z wersji dla odwzorowari pod- i nadaddytywnych do wersji
dla odwzorowan delta-pod- i delta-nadaddytywnych. Idac za autorami pracy [37],
zastanawiam sie, na ile restrykcyjne jest pojawiajace sie w Twierdzeniu 24 zalozenie
sup{f(z) — g(z) : z € S} < co. Na bardziej technicznym poziomie, dowéd Twier-
dzenia 24 opiera si¢ na Lemma 2 z pracy (IV), ktéry to lemat jest rozszerzeniem
Lemma 3 z [37], z odwzorowari pod- i nadaddytywnych na odwzorowania delta-pod-
1 delta-nadaddytywne. Dow6d Twierdzenia 26 (o podpieraniu), bedacego odpowied-
nikiem Theorem 7 z [37], opiera sie¢ na tym samym Lemma 2 oraz na twierdzeniu o
podpieraniu dla funkcji delta-wypuklych w sensie Jensena, otrzymanym przez Ha-
bilitanta we wczeéniejszej pracy (O7) (twierdzenie to znajdujemy w dalszej cze$éi
autoreferatu jako Twierdzenie 38).

W pracy [V], om6wionej na stronach 21-24 autoreferatu, Habilitant wprowadza,
klasg funkcji (w,t)-wypuktych. Z jednej strony, jest to wspélne uogélnienie szeregu
poje¢ wypukltosci znanych w literaturze, patrz lista na stronie 21 autoreferatu, a
takze wstep do pracy (V).* Z drugiej strony, jak stusznie zauwaza Habilitant (patrz
dalej strona 21 autoreferatu), pojecie to jest tak ogélne, ze dla kazdej funkcji f
mozna znalez¢ (wrecz — poda¢ wzorem) funkcje w taka, ze f jest (w,t)-afiniczna.
Gléwny wynik pracy (V) — twierdzenie o podpieraniu dla funkeji (w, t)-wypuklych —
jest przytoczony w autoreferacie jako Twierdzenie 27.°> Widze to twierdzenie naste-
pujaco: jesli dla danej funkcji w istnieje pewna funkcja (w,t)-afiniczna, to funkcja w
musi speinia¢ warunki (a)-(c) z Twierdzenia 27, nawet z réwnoécia zamiast nieréw-

“Niektére z podanych przykladéw wydaja mi sie jednak nieco mylace. Ostatni przyktad z listy
na stronie 21 autoreferau — 217, przyktad nieobecny w pracy (V) — ma laczyé pojecia (w, t)-
wypuktosci i ¢-wypuktodci w sensie Wrighta. O ile dla funkcji f, definiujgce] funkcje w z 217,
pojecia (w, t)-wypuklosci i t-wypuklosci w sensie Wrighta pokrywaja sie, to dla g # f spelnienie
warunku definiujacego (w,t)-wypuklo$é oznacza tu spelnienie nieréwnosci

gtz + (1 = t)y) + f((1 - )z + ty) <tg(x) + (1~ t)g(y) + (1 — ) f(z) + (1 — t)g(y)-

Ta nier6wnos¢ nie pokrywa sie z nieréwnoscia definiujaca t-wypuklo$é w sensie Wrighta funkcji g.
W przypadku przyktadu z 21g, podanego takze w pracy (V), wydaje sie, ze badanie (w,t)-
wypuklosci z funkcja w zdefiniowana jak w 21g, z ustalonym odwzorowaniem F , oznacza badanie
rodziny funkcji f, ktére sa funkcjami kontrolnymi dla tego ustalonego odwzorowania F.
SW autoreferacie, w warunku (c) w Twierdzeniu 27 jest literéwka, zmieniajaca sens tej nieréw-
nosci. Patrz warunek (c) w Theorem 3 w (V).
X \L
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nosci w punkcie (c) i dla dowolnych y, u,v,z,2z € D.® Z drugiej strony, jesli funkcja
w spetnia dla ustalonego y € D warunki (a)-(c) oraz mamy dang (w, t)-wypukla
funkcja f, to dla tej funkeji istnieje (w, t)-afiniczna funkcja podpierajaca w punkcie
y. W konsekwencji, w takiej sytuacji funkcja w musi spelniaé wymieniong wyzej
silniejsza wersje warunkéw (a)-(c). T zaleznoéé mozna wykorzystaé do pokazania,
ze dla zadane] funkcji w nie istniejg funkcje (w, t)-wypukle — jak rozumiem, ten ar-
gument jest istotg dowodu Twierdzenia 32, dla t € (0,1) i w(x,y,t) = —c||z — y| ze
statg ¢ > 0.

Dalej, praca (V) zawiera szereg faktow dotyczacych charakteryzacji funkeji (w,t)-
wypuktych — patrz Twierdzenia 29 i 30, a takze Theorem 4 w (V); dowody tych
faktow opierajg sie na twierdzeniu o podpieraniu, tzn. Twierdzeniu 27.

Interesujace wydaje sie sprawdzenie, dla jakich funkcji w warunki (a)-(c) w
Twierdzeniu 27 sg spelnione. R6zne wyniki w tym kierunku zawiera rodzial 3 pracy
(V). Najciekawszy z tych wynikéw wydaje sie rezultat przytoczony w autoreferacie
jako Twierdzenie 31, ktére méwi kiedy funkcja w(z,y,t) = ct(1 —t)||z — y||2, ¢ > 0,
spetnia warunek (c) z Twierdzenia 27. Jak sie okazuje, wéwczas przestrzeni (X, || -||)
musi by¢ przestrzenig unitarng. Nie jest dla mnie jasne czym jest zbiér D w warunku
(o) z Twierdzenia 27, ale zauwazmy, ze jesli D = X, to implikacje (o) = () mozna
znalez¢ w ksiazce D. Amira [7], patrz Chapter 6, strony 47-49, oraz warunek (6.3)
na stronie 48, patrz tez referencje podane w [7].

Wspolna z Zs. Pélesem praca (VI), oméwiona na stronach 24-29 autoreferatu, do-
tyczy abstrakcyjnej wersji twierdzenia Hahna-Banacha i twierdzenia o podpieraniu,
dla odwzorowan o wartosciach w zbiorze czedciowo uporzagdkowanym z wtasnoscig
lee (lower chain complete). Gtéwne wyniki pracy (VI) sa przytoczone jako Twierdze-
nia 33 i 34. Bezposrednia motywacja pochodzila ze wczesniejszej pracy Habilitanta
(O7), w ktérej pokazat on twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowas delta (s,t)-
wypuktych, patrz Twierdzenie 38 w dalszej czesci autoreferatu. Za gltéwny punkt
pracy (VI) uwazam zidentyfikowanie struktur, pozwalajacych na otrzymanie uogél-
nionej wersji twierdzenia Hahna-Banacha, Twierdzenie 33, i twierdzenia o podpiera-
niu, Twierdzenie 34. Po pierwsze, potrzebne sg algebraiczne odpowiedniki zbioréw
wypuktych i ekstremalnych (sa one opisane w rozdziale 2 pracy). Drugie potrzebne
pojecie to rodziny odwzorowan parami dystrybutywnych (wprowadzone w rozdziale
4 pracy). Istotng czescia pracy jest pokazanie przyktadéw zbioréw czesciowo upo-
rzagdkowanych (Y, <), spelniajacych warunek lcc, interesujacych z punktu widzenia
zastosowan gtéwnych wynikéw, w tym przyktadéw pozwalajacych na umiejscowienie
w tych abstrakcyjnych strukturach wezegniejszych wynikéw z (O7). (Jest to trescia
rozdziatu 3 pracy.) Efektem polaczenia tych przyktadéw i gléwnych wynikéw pracy
sa wyniki przytoczone w autoreferacie jako Twierdzenia 35 i 36.

Podsumowanie. Twierdzenie Hahna-Banacha, jego rézne postacie i konsekwencje,
oraz wlasnosci funkcji takie jak wypuklo$é czy podaddytywnosé, naleza sg podstawo-
wymi narzedziami stosowanymi w wielu dziedzinach matematyki. Pytania stawiane
w pracach skladajacych si¢ na omawiany cykl publikacji wywodzg sie z tych pojeé,

5W istocie, tak przebiega dowéd Twierdzenia 27 w jedng strone, patrz dowéd Theorem 3 w (V).
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dotyczg réznych ich rozszerzen i uogdlniefi, oraz ich wzajemnych powigzan. Niekto-
re wyniki widze jako objaénienie zjawisk zaobserwowanych wczesniej przez innych
autoréw (por. wyniki z prac (I)-(III) oraz [74]). Mimo pewnych uwag sadzg, ze prace
napisane sg starannie, m.inn. dostrzegam dbalos¢ Autora o przedstawienie motywa-
cji rozwazanych pytan. Sadze, ze przedstawiony cykl prac speinia wymogi stawiane
przez Ustawe o stopniach naukowych 1 tytule navkowym .

Ocena pozostalego dorobku naukowego i aktywno$ci naukowej
Habilitanta

Poza pracami wchodzacymi w sktad rozprawy habilitacyjnej, dr Andrzej Olbrys
jest autorem lub wspétautorem 13 prac opublikowanych i 1 preprintu, wymienionych
na stronie 30 autoreferatu jako pozycje (O1) - (0O14). Z tych prac 3, (01)-(03),
wchodzity w sktad Jego rozprawy doktorskiej. Podobnie jak w przypadku prac (I)-
(VI), tematyke prac (O1)-(O14) mozna opisa¢ ogdlnie jako badanie rozmaitych klas
funkcji, bedacych uogélnieniami funkcji wypuktych lub podaddytywnych. Wyniki te
s opisane szczegblowo na stronach 30 — 39 autoreferatu, tutaj potraktuje je wiec
skrétowo.

e Badanie regularnoéci funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta, w tym poszukiwa-
nie warunkéw, ktére w potaczeniu z t-wypukloscia w sensie Wrighta implikujg
lepsze wlasnosci tych funkeji, jak ciagtoéé lub wypuktosé — prace (04), (06),
a takze wczedniejsze (tzn. bedace czescia doktoratu) prace (O1) i (02).

e Wspdlna z M. Lewickim praca (O5) odpowiada na pytanie Zs. Pdlesa o wypu-
kto$é w sensie Jensesna lub t-wypuklosé funkeji niesymetrycznie t-wypuktych,
dla t przestepnych.

e Wprowadzenie nowych rodzajéw wypukltosci — delta (s, t)-wypuklosci oraz del-

ta wypukloéci w sensie Schura, badanie wlasnosci funkeji wypuklych w takim
sensie, prace (O7), (O8).

e Badanie wlasnoéci funkcji h-wypuklych — prace (09), (010).

e Nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda — wspélna z T. Szostokiem praca (O11),
praca (O13) i preprint (O14).

Narzedziem stosowanym w tych ostatnich pracach jest uogélnienie catki Rie-
manna, wprowadzone w (O13).

e Wspdlna z W. Fechnerem praca (0O12) dotyczy rozwigzan pewnych uktadow
nieréwnoséci w klasie odwzorowan miedzy pierécieniami z czeSciowym porzad-
kiem.

Zapoznalam sie z przedstawionymi w zalaczniku 3 danymi bibliometrycznymi
prac Habilitanta, obejmujacymi sumaryczny impact factor, liste cytowan i indeks
Hirscha. Dodam, ze wg bazy MathSciNet prace Habilitanta byty cytowane 43 razy
przez 16 autoréw (dane z 18.111.2019).
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Zapoznatam sie¢ z danymi przedstawionymi w zalgcznikach 4 — 7. Opisujg one
dziatalno$¢ dydaktyczna Habilitanta, otrzymane przez Habilitanta nagrody i wy-
réznienia, udzial w konferencjach, w tym referaty, referaty w ramach seminariéw
naukowych i dziatalnosé recenzencks. Z tych danych chciatabym podkresli¢ zaanga-
zowanie Habilitanta w prowadzenie specjalnosci Matematyka w finansach i ekonomii
w IM US. Odbicie tego zaangazowania wida¢ zaréwno w zestawie prowadzonych za-
je¢ dydaktycznych (wyklady i éwiczenia z przedmiotéw zwigzanych z matematyka
finansowa), jak i w tematach prowadzonych prac magisterskich — odnotujmy, ze ma-
tematyki finansowej dotycza 22 sposréd 30 prowadzonych przez dr Olbrysia prac
magisterskich oraz wszystkie 6 prowadzonych przez niego prac licencjackich. Za-
uwazmy tez, ze jedna ze wspoétprowadzonych przez dr Olbrysia prac magisterskich —
praca pani mgr Matgorzaty Pakuty, ktorej wspétpromotorem byt profesor Ger Koole
z Vrije Universiteit Amsterdam — zostata nagrodzona w organizowanym przez PTM
konkursie na najlepszg prace studencka z teorii prawdopodobienistwa i zastosowan
matematyki (rok 2014, III nagroda).

Podsumowujac, mysle, ze dorobek ten jest wystarczajacy do pozytywnego zaopi-
niowania wniosku habilitacyjnego dr Andrzeja Olbrysia.

Konkluzja

Mysle, ze przedstawiony przez dr Andrzeja Olbrysia jednotematyczny cykl pu-
blikacji Twierdzenia o oddzielaniu i podpieraniu dla wybranych klas odwzorowan
© 1ch konsekwencje oraz pozostata aktywnos¢ naukowa i dydaktyczna Habilitanta
spelniaja wymagania stawiane przez Ustawe o stopniach naukowych i tytule nauko-
wym kandydatom do stopnia naukowego doktora habilitowanego. Proponuje nadanie
dr Andrzejowi Olbrysiowi stopnia naukowego doktora habilitowanego nauk matema-
tycznych.
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