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1 Imi¦ i nazwisko

Hanna Wojewódka-�ci¡»ko

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

2015

doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki
(rozprawa doktorska obroniona z wyró»nieniem)

- stopie« nadano uchwaª¡ Rady Wydziaªu Matematyki, Fizyki i Informatyki Uni-
wersytetu Gda«skiego, na podstawie rozprawy doktorskiej pt. Ergodyczne wªasno-
±ci pewnych stochastycznych ukªadów dynamicznych, przygotowanej pod kierunkiem
prof. dr. hab. Tomasza Jakuba Szarka;

2011

magister matematyki

- tytuª nadano na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gda«-
skiego, na podstawie pracy pt. Modele matematyki �nansowej o dynamicznej struk-
turze czasowej, przygotowanej pod kierunkiem dr. hab. Henryka Leszczy«skiego,
prof. UG.

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych

od 2016

adiunkt w Instytucie Matematyki Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach

(100% etatu)

(1.10.2021-30.06.2023 � urlop bezpªatny, 2.06.2020-31.05.2021 � urlopy: macierzy«-
ski i rodzicielski, 2.03-1.06.2020 � niezdolno±¢ do pracy);

2019-2023

adiunkt w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii
Nauk w Gliwicach

(1.12.2019-30.09.2021 � 50% etatu, 1.10.2021-30.06.2023 � 100% etatu,
1.07-31.10.2023 � 50% etatu),

(2.06.2020-31.05.2021 � urlopy: macierzy«ski i rodzicielski, 2.03-1.06.2020 � niezdol-
no±¢ do pracy);

2015-2016

wykªadowca na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej Politech-
niki Gda«skiej

(25% etatu);
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2015-2016

adiunkt w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astro�zyki Uniwersytetu Gda«skiego,
delegowana do pracy w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku

(1.10-16.12.2015 � 50% etatu, 17.12.2015-30.09.2016 � 75% etatu);

2013-2015

asystent w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astro�zyki Uniwersytetu Gda«skiego,
delegowana do pracy w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku

(50% etatu).

4 Omówienie osi¡gni¦¢, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wy»szym
i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z pó¹n. zm.), a tak»e innych
wyników habilitantki zwi¡zanych z nimi tematycznie

Tytuª osi¡gni¦cia naukowego

Opis ergodyczny pewnych klas niestacjonarnych procesów Markowa

o warto±ciach w przestrzeniach polskich

4.1 Lista prac skªadaj¡cych si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

[H1] R. Kukulski, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The e-property of asymptotically stable Markov-
-Feller operators, Colloq. Math. 165 (2021), 269�283, DOI 10.4064/cm8165-6-2020.

[H2] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, Ergodic properties of some piecewise
deterministic Markov process with application to gene expression modelling, Stoch. Proc.
Appl. 130 (2020), no. 5, 2851�2885, DOI 10.1016/j.spa.2019.08.006.

[H3] D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, Continuous dependence of an
invariant measure on the jump rate of a piecewise-deterministic Markov process, Math.
Biosci. Eng. 17 (2020), no. 2, 1059�1073, DOI 10.3934/mbe.2020056.

[H4] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, A useful version of the central limit
theorem for a general class of Markov chains, J. Math. Anal. Appl. 484 (2020), no. 1,
123725, DOI 10.1016/j.jmaa.2019.123725.

[H5] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The Strassen invariance principle for
certain non-stationary Markov-Feller chains, Asymptot. Anal. 121 (2021), no. 1, 1�34,
DOI 10.3233/ASY-191592.

[H6] K. Czudek, T. Szarek, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The law of the iterated logarithm for
random interval homeomorphisms, Isr. J. Math. 246 (2021), 47�53,
DOI 10.1007/s11856-021-2235-9.
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4.2 Pozostaªe artykuªy habilitantki, które nawi¡zuj¡ tematycznie do osi¡-
gni¦cia naukowego

Najnowszy wynik (praca w recenzji)

[N1] R. Kukulski, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The e-property of asymptotically stable Markov
semigroups, w recenzji w Results Math., arXiv:2211.16424 [math.PR] (2022),
DOI 10.48550/arXiv.2211.16424.

Prace opisuj¡ce wªasno±ci ergodyczne procesów Markowa o warto±ciach w prze-
strzeniach polskich

[E1] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The central limit theorem for Markov
processes that are exponentially ergodic in the bounded-Lipschitz norm, Qual. Theory
Dyn. Syst. 23 (2023), no. 7, DOI 10.1007/s12346-023-00862-4.

[E2] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, Exponential ergodicity in the bounded-
-Lipschitz distance for some piecewise-deterministic Markov processes with random
switching between �ows, Nonlinear Anal. 213 (2022), no. 112678,
DOI 10.1016/j.na.2021.112678.

[E3] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, On absolute continuity of invariant mea-
sures associated with a piecewise-deterministic Markov process with random switching
between �ows, Nonlinear Anal. 13 (2021), no. 112522, DOI 10.1016/j.na.2021.112522.

[E4] D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko, The law of the iterated log-
arithm for a piecewise deterministic Markov process assured by the properties of the
Markov chain given by its post-jump locations, Stoch. Anal. Appl. 39 (2021), no. 2,
357�379, DOI 10.1080/07362994.2020.1798252.

Wyniki dotycz¡ce wªasno±ci ergodycznych pewnych markowowskich ukªadów dy-
namicznych, obejmuj¡cych m.in. prosty model podziaªu komórki
(prace powstaªe w czasie studiów doktoranckich)

[D1] S.C. Hille, K. Horbacz, T. Szarek, H. Wojewódka, Law of the iterated logarithm for some
Markov operators, Asymptot. Anal. 97 (2016), no. 1-2, 91-112,
DOI 10.3233/ASY-151344.

[D2] S.C. Hille, K. Horbacz, T. Szarek, H. Wojewódka, Limit theorems for some Markov
chains, J. Math. Anal. Appl. 443 (2016), no. 1, 385-408, DOI 10.1016/j.jmaa.2016.05.022.

[D3] H. Wojewódka, Exponential rate of convergence for some Markov operators, Statist.
Probab. Lett. 83 (2013), no. 10, 2337-2347, DOI 10.1016/j.spl.2013.05.035.
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4.3 Omówienie osi¡gni¦cia naukowego

4.3.1 Wst¦p

Operatory Markowa dziaªaj¡ce na miarach, a tak»e rodziny tych operatorów, two-
rz¡ce póªgrupy (tzw. póªgrupy Markowa), w naturalny sposób wywodz¡ si¦ od pro-
cesów Markowa (odpowiednio: z czasem dyskretnym i ci¡gªym). Dzi¦ki nim mo-
»emy opisywa¢ dynamik¦ rozkªadów tych»e procesów.

Markowowskie ukªady dynamiczne, opisywane zarówno za pomoc¡ procesów dyskretnych
(ªa«cuchów Markowa), jak i procesów z czasem ci¡gªym, w szczególno±ci procesów Markowa
kawaªkami deterministycznych (PDMPs, od ang. piecewise deterministic Markov processes),
znajduj¡ liczne zastosowania � m.in. w teorii iterowanych ukªadów funkcyjnych (IFSs, od ang.
iterated function systems) i fraktali (zob. np. [BD85, BDEG88, Las95, LM98, DF99, KS20]),
w teorii równa« ró»niczkowych cz¡stkowych (zob. chocia»by [Hai02, LS06, HM08, KPS10,
Sza13], a tak»e prace nawi¡zuj¡ce do modeli pasywnych znaczników [SSU10, KPS13, KS14]),
jak równie» w modelowaniu przechowywania [BKKP05] i ruchu internetowego [GR09], a tak»e
w biologii � jako stochastyczne modele opisuj¡ce dynamik¦ biologii molekularnej, w tym: eks-
presj¦ i autoregulacj¦ genu [HHS16, MTKY13, CDMR12], podziaª komórki [LM99], dynamik¦
membran pobudliwych [RTW12] czy dynamik¦ populacji [AHVG15, BL16, RTK17].

Moje zainteresowania badawcze koncentruj¡ si¦ wokóª pewnych wªasno±ci ergo-
dycznych markowowskich ukªadów dynamicznych (w tym: istnienia i jednoznacz-
no±ci niezmienniczych miar probabilistycznych, równoci¡gªo±ci i asymptotycznej
stabilno±ci tych procesów, a tak»e twierdze« granicznych i innych wªasno±ci). Przy-
czyniªam si¦ do rozwoju tej teorii, szczególnie w kontek±cie rozwa»ania ogólnych
przestrzeni metrycznych stanów, a konkretnie - polskich (a wi¦c zupeªnych i o±rod-
kowych) przestrzeni metrycznych stanów, które niekoniecznie musz¡ by¢ lokalnie
zwarte. Warto zaznaczy¢, »e uzyskane przeze mnie wyniki mog¡ by¢ u»yteczne
w analizie zachowania asymptotycznego ukªadów niesko«czenie wymiarowych.

Przej±cie od przestrzeni (lokalnie) zwartych do przestrzeni polskich nie jest prostym uogól-
nieniem (zauwa»my, »e kula w takich przestrzeniach nie musi by¢ zwarta). Jak podkre±laj¡
wybitni matematycy, tacy jak M. Hairer [Hai02, HM08, CH15] czy A. Lasota [Las95], stanowi
to znacz¡cy post¦p jako±ciowy. W przestrzeniach polskich wi¦kszo±¢ metod opracowa-
nych dla przestrzeni lokalnie zwartych i σ-zwartych staje si¦ niemo»liwa do zasto-
sowania � co sprawia, »e konieczne jest opracowanie nowych koncepcji.

Dodatkowo tego rodzaju badania s¡ silnie motywowane przez konkretne implementacje �
zob. np. [HHS16], gdzie przedstawiono przykªad z biologii molekularnej, wskazuj¡cy na znacze-
nie rozwa»ania przestrzeni nie-lokalnie zwartych jako przestrzeni stanów w uj¦ciu abstrakcyj-
nym; [EHM15], gdzie wykazano istnienie ªagodnych rozwi¡za« (ang. mild solutions) problemu
ewolucji masy, przyjmuj¡cych warto±ci w przestrzeni miar i z warunkami brzegowymi doty-
cz¡cymi przepªywu (ang. �ux boundary conditions); lub [Pic19], gdzie omawiane s¡ równania
ró»niczkowe miarowe (ang. measure di�erential equations).

Poni»ej przedstawiamy zwi¦zªe podsumowanie wyników z serii prac zatytuªowanej Opis
ergodyczny pewnych klas niestacjonarnych procesów Markowa o warto±ciach w przestrzeniach
polskich.
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[H1] W artykule badamy zale»no±ci pomi¦dzy asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ a e-wªasno±ci¡ ope-
ratorów Markowa dziaªaj¡cych na miarach okre±lonych na ogólnych (tj. polskich) prze-
strzeniach metrycznych. Chocia» zwykle skupia si¦ uwag¦ na asymptotycznej stabilno±ci
(a e-wªasno±¢ przez lata byªa wery�kowana tylko w celu jej potwierdzenia), podkre±lmy,
»e sama e-wªasno±¢ ma równie» znaczenie, mi¦dzy innymi dlatego, »e dopiero ona za-
pewnia, »e bª¦dy numeryczne w symulacjach s¡ zaniedbywalne. W artykule dowodzimy,
»e ka»dy operator Markowa-Fellera asymptotycznie stabilny ma e-wªasno±¢ wsz¦dzie poza
zbiorem pierwszej kategorii. Przedstawiamy równie» przykªad, który pokazuje, »e ten wy-
nik jest ±cisªy. Ponadto proponujemy równowa»ne kryterium dla e-wªasno±ci.

[H2] Badamy PDMP Ψ z polsk¡ przestrzeni¡ stanów, którego deterministyczne zachowanie
pomi¦dzy losowymi skokami jest regulowane przez sko«czon¡ liczb¦ póªpotoków, a ka»dy
stan zaraz po skoku jest osi¡gany w wyniku dziaªania losowo wybranej transformacji ci¡-
gªej. Przyjmujemy, »e skoki pojawiaj¡ si¦ w losowych momentach, które pokrywaj¡ si¦
z czasami skoków procesu Poissona o intensywno±ci λ. Podajemy warunki zapewniaj¡ce
pewn¡ form¦ geometrycznej ergodyczno±ci, a tak»e mocne prawo wielkich liczb (SLLN,
od ang. strong law of large numbers) dla ªa«cucha Markowa Φ okre±laj¡cego lokalizacje
tego ukªadu tu» po skokach. Ponadto dowodzimy jednoznacznej odpowiednio±ci mi¦dzy
zbiorami niezmienniczych miar probabilistycznych ªa«cucha Φ i PDMP Ψ. Te wyniki
pozwalaj¡ nam wyprowadzi¢ SLLN dla interesuj¡cego nas PDMP. Badany ukªad dyna-
miczny jest inspirowany pewnymi modelami ekspresji i autoregulacji genów.

[H3] Badamy PDMP Ψ wprowadzony w [H2] (aczkolwiek z tylko jednym póªpotokiem, okre-
±laj¡cym zachowanie ukªadu pomi¦dzy losowymi skokami). Celem artykuªu jest udowod-
nienie ci¡gªej zale»no±ci jedynej niezmienniczej miary probabilistycznej tego procesu od
wska¹nika intensywno±ci skoków λ. Podczas gdy twierdzenia graniczne dostarczaj¡ teore-
tycznych podstaw do odpowiedniej aproksymacji miar niezmienniczych, uzyskany wynik
potwierdza stabilno±¢ tej procedury � przynajmniej lokalnie w przestrzeni parametrów.
Co wi¦cej, potwierdza odpowiednio±¢ tego modelu jako narz¦dzia do analizy dynamiki
ekspresji genów u prokariotów.

[H4] W artykule proponujemy pewne warunki, stosunkowo ªatwe do zwery�kowania, które
zapewniaj¡ centralne twierdzenie graniczne (CLT, od ang. central limit theorem) dla
ogólnej klasy niestacjonarnych ªa«cuchów Markowa-Fellera (o warto±ciach w polskich
przestrzeniach metrycznych). T¦ klas¦ mo»na krótko scharakteryzowa¢ za pomoc¡ dwóch
wªa±ciwo±ci: po pierwsze � operator przej±cia rozwa»anego ªa«cucha speªnia (nieliniowy)
warunek typu Lapunowa, a po drugie � istnieje odpowiednie sprz¦»enie markowowskie
(ang. Markovian coupling), którego funkcj¦ prawdopodobie«stwa przej±cia mo»na roz-
bi¢ na dwie cz¦±ci, z których jedna jest zw¦»aj¡ca i � w pewnym sensie � dominuj¡ca
nad drug¡. Podane warunki gwarantuj¡ zarówno geometryczn¡ ergodyczno±¢ (w metryce
Forteta-Mouriera), jak i CLT. Aby uzasadni¢ przydatno±¢ naszego kryterium, wery�ku-
jemy je dla konkretnego markowowskiego ukªadu dynamicznego z czasem dyskretnym
(wprowadzonego w [H2]), do którego nie udaªo nam si¦ zastosowa¢ »adnej innej istnie-
j¡cej wersji CTG dla ªa«cuchów Markowa.

[H5] Proponujemy pewne warunki implikuj¡ce funkcjonalne prawo iterowanego logarytmu
(LIL, od ang. law of the iterated logarithm) � tzw. zasad¦ niezmienniczo±ci Strassena
dla LIL � dla ogólnej klasy niestacjonarnych ªa«cuchów Markowa-Fellera (zde�niowa-
nych jak wy»ej) o warto±ciach w polskich przestrzeniach metrycznych. W ostatniej cz¦±ci
artykuªu przedstawiamy tak»e przykªadowe zastosowanie naszego gªównego twierdzenia
do konkretnego modelu matematycznego opisuj¡cego stochastyczn¡ dynamik¦ ekspresji
genów (wprowadzonego w [H2]).
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[H6] Dowodzimy LIL dla niestacjonarnych ªa«cuchówMarkowa generowanych przez IFSs skªa-
daj¡ce si¦ z homeomor�zmów zachowuj¡cych orientacj¦ przedziaªu (ang. IFSs consisting
of orientation-preserving homeomorphisms of the interval). Wynik wzbogaca opis ergo-
dyczny tej klasy ªa«cuchów Markowa, wcze±niej badanej przez K. Czudka i T. Szarka
pod k¡tem ergodyczno±ci i CLT [Isr. J. Math., 239 (2012), 75�291]. Nale»y jednak zazna-
czy¢, »e rozwa»ane tutaj ªa«cuchy mog¡ nie zbiega¢ do swoich rozkªadów stacjonarnych
w tempie geometrycznym. Dlatego te» techniki opracowane w [H5] (lub inne podobne)
nie maj¡ tu zastosowania.

Bardziej szczegóªow¡ dyskusj¦ na temat wy»ej przytoczonych wyników (a tak»e tych za-
prezentowanych w artykuªach [N1] oraz [E1]-[E4], z których ka»dy jest powi¡zany tematycznie
z osi¡gni¦ciem naukowym) mo»na znale¹¢ w nast¦pnej sekcji. Omówienie zawiera tªo histo-
ryczne bada«, odniesienia do innych prac naukowych, opis zastosowanych technik dowodowych,
a tak»e pewne otwarte pytania, na które b¦dziemy szuka¢ odpowiedzi w przyszªo±ci.

4.3.2 Opis wyników

Tªo historyczne tej cz¦±ci bada« nad asymptotyk¡ procesów Markowa, która
odwoªuje si¦ do warunku równoci¡gªo±ci

Zachowanie asymptotyczne procesów Markowa � w szczególno±ci istnienie i jednoznaczno±¢ ich
rozkªadów stacjonarnych, a tak»e sªaba zbie»no±¢ rozkªadów tych procesów do ich (jedynych)
rozkªadów stacjonarnych niezale»nie od rozkªadów pocz¡tkowych (asymptotyczna stabilno±¢)
� od lat jest przedmiotem szeroko zakrojonych bada«. W toku tych»e bada« wypracowano
ró»ne techniki, gªównie takie, które odwoªuj¡ si¦ do równoci¡gªo±ci (ang. equicontinuity) rodzin
operatorów Markowa (zob. np. [Ste94, LS06, Wor10, SW11, Cza12, CH14, WW18], w których
wykazano pewne wªasno±ci ergodyczne ªa«cuchów Markowa, lub [SSU10, KS11], w których
przedmiotem bada« jest asymptotyka procesów Markowa z czasem ci¡gªym).

Pocz¡tkowo tego rodzaju techniki rozwijano na potrzeby analizy procesów Markowa o war-
to±ciach w zwartych przestrzeniach metrycznych (por. [Jam64]) lub lokalnie zwartych podprze-
strzeniach przestrzeni Hausdor�a (por. [MT93b]). Pó¹niej wprowadzono tzw. technik¦ ograni-
czenia dolnego (ang. lower-bound technique) dla równoci¡gªych rodzin operatorów Markowa,
dzi¦ki której mo»na skutecznie dowodzi¢ twierdze« dla procesów o warto±ciach w ogólnych (tj.
polskich, a wi¦c zupeªnych i o±rodkowych) przestrzeniach metrycznych (zob. np. [LS06, Sza13],
a tak»e pierwsze wyniki [Sza03, Sza06] dotycz¡ce asymptotyki ªa«cuchów Markowa ewolu-
uj¡cych w przestrzeniach polskich). W literaturze przedmiotu znajdziemy poj¦cia takie jak
e-wªasno±¢ (ang. e-property) [SW11, Cza12, CH14], asymptotyczna e-wªasno±¢ (ang. eventual
e-property) [Wor10, Cza18], Cesáro e-wªasno±¢ (ang. Cesáro e-property) [Wor10], czy nawet
jednorodna równoci¡gªo±¢ na kulach (ang. uniform equicontinuity on balls) [HHS16]. Ostat-
nio, wykorzystuj¡c w tym celu wªasno±¢ typu Schura, autorzy pracy [HSWZ21] pokazali ±cisªy
zwi¡zek zachodz¡cy mi¦dzy poj¦ciami równoci¡gªo±ci dla operatorów Markowa dziaªaj¡cych
na miarach oraz dla ich operatorów dualnych dziaªaj¡cych na funkcjach.

Zale»no±ci pomi¦dzy asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ a e-wªasno±ci¡

Niech (E, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡, oraz niech R b¦dzie dostatecznie du»ym podzbiorem
zbioru Cb(E) skªadaj¡cego si¦ ze wszystkich funkcji f : E → R, które s¡ ci¡gªe i ograniczone.
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Mówimy wówczas, »e regularny operator Markowa P (przy czym operator do niego dualny
b¦dziemy oznacza¢ tym samym symbolem) ma e-wªasno±¢ w R, je±li rodzina {Pnf}n∈N0 iteracji
jest równoci¡gªa dla wszystkich funkcji f ∈ R, tzn. dla dowolnej f ∈ R zachodzi zbie»no±¢

lim
x→z

sup
n∈N0

|Pnf(x)− Pnf(z)| = 0 dla ka»dego z ∈ E.

Podobnie o regularnej póªgrupie Markowa {P (t)}t∈R+ powiemy, »e ma e-wªasno±¢ w R, je-
±li rodzina {P (t)f}t∈R+ jest równoci¡gªa dla wszystkich f ∈ R. W wielu pracach (zob. np.
[KPS10, Wor10, SW11, HSZ17, Cza18]) przyjmuje si¦, »e R jest zbiorem Lipb(E) wszyst-
kich funkcji lipschitzowskich i ograniczonych. Warto jednak pami¦ta¢, »e R mo»e by¢ równie»
zbiorem funkcji ci¡gªych i ograniczonych z ograniczonym (lub zwartym) no±nikiem (zob. np.
[MT93b, Ste94, Cza12]), a nawet caªym zbiorem Cb(E) (jak w naszych pracach [H1] i [N1]).
De�nicje e-wªasno±ci dla ró»nych zbiorów R w ogólno±ci nie s¡ sobie równowa»ne. Je±li jed-
nak zaªo»ymy, »e regularny operator Markowa P jest asymptotycznie stabilny, niektórych
z tych poj¦¢ mo»emy u»ywa¢ zamiennie (zob. uwag¦ 2.1 oraz lemat 3.4 w [H1]). Porównanie
poj¦¢ e-wªasno±ci dla ró»nych zbiorów R w przypadku póªgrup Markowa przedstawiono na-
tomiast w dodatku II do pracy [N1]. Aby zapewni¢ równowa»no±¢ niektórych z tych poj¦¢,
potrzebna jest tym razem nie tylko asymptotyczna stabilno±¢ póªgrupy {P (t)}t∈R+ , lecz tak»e
jej stochastyczna ci¡gªo±¢ w zerze (ang. stochastic continuity at zero), zde�niowana tak jak
w [Dyn65, Dyn00, KW12].

Znaj¡c kryteria asymptotycznej stabilno±ci operatorów Markowa z e-wªasno±ci¡, mo»emy
zapyta¢ o odwrotn¡ zale»no±¢, a mianowicie: Czy asymptotyczna stabilno±¢ operatorów Mar-
kowa automatycznie implikuje ich e-wªasno±¢?. Odpowied¹ na to pytanie jest negatywna � a do-
wiedziono tego w pracy [HSZ17]. Dokªadniej rzecz ujmuj¡c, autorzy tej pracy przedstawiaj¡
przykªady operatorów Markowa-Fellera, które s¡ asymptotycznie stabilne, ale nie maj¡ e-wªa-
sno±ci. Jednocze±nie dowodz¡, »e ka»dy asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera,
którego niezmiennicza miara probabilistyczna µ∗ jest taka, »e wn¦trze jej no±nika jest zbiorem
niepustym (Int(supp(µ∗)) ̸= ∅), speªnia e-wªasno±¢ (zob. [HSZ17, twierdzenie 2.3]).

W [H1] uogólniamy ten wynik, tzn. dowodzimy, »e dowolny asymptotycznie sta- Podsumo-
wanie
wyników
z [H1].

bilny operator Markowa-Fellera ma e-wªasno±¢ wsz¦dzie poza zbiorem pierwszej
kategorii (zob. twierdzenie 3.1 w [H1]; por. rozdziaª 4.3.3 niniejszego autoreferatu). Ponadto
w twierdzeniu 3.5 w [H1] proponujemy warunek równowa»ny e-wªasno±ci dla asymptotycz-
nie stabilnych operatorów Markowa-Fellera � mianowicie pokazujemy, »e asymptotycznie
stabilny operator Markowa-Fellera ma e-wªasno±¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ma
e-wªasno±¢ w co najmniej jednym punkcie no±nika jego niezmienniczej miary pro-
babilistycznej. Wykazane przez nas twierdzenia naturalnie implikuj¡ [HSZ17, twierdzenie 2.3]
(por. rozdziaª 4.3.3 niniejszego autoreferatu). W rzeczywisto±ci implikuj¡ one jeszcze wi¦cej
� poniewa» dzi¦ki lematowi 3.4 w [H1] wiemy, »e przyj¦te zaªo»enia gwarantuj¡ e-wªasno±¢
w Cb(E) (podczas gdy [HSZ17, twierdzenie 2.3] oryginalnie sformuªowano dla e-wªasno±ci
w Lipb(E), co jest mniej ogólne).

W pracy [H1] prezentujemy równie» dwa przykªady istotne z punktu widzenia bada«
nad e-wªasno±ci¡. W pierwszym z nich de�niujemy asymptotycznie stabilny operator
Markowa-Fellera, dla którego zbiór punktów bez e-wªasno±ci jest g¦sty. Tym samym
pokazujemy, »e gªówny wynik pracy [H1], tj. twierdzenie 3.1, jest ±cisªy. W drugim przykªa-
dzie konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera, dla którego
zbiór punktów bez e-wªasno±ci jest nieprzeliczalny (zob. sekcj¦ 4 w [H1]).

Temat zwi¡zku pomi¦dzy e-wªasno±ci¡ a asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ podejmujemy równie» Podsumo-
wanie
wyników
z [N1].

w naszej ostatniej pracy [N1], w której odpowiadamy na pytanie: Kiedy asymptotycznie stabilna
póªgrupa Markowa ma e-wªasno±¢?. Jedno z gªównych twierdze« tej pracy (twierdze-
nie 1) jest odpowiednikiem [HSZ17, twierdzenia 2.3] dla póªgrup Markowa, dlatego
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te» jego dowód opiera si¦ na pewnych koncepcjach pochodz¡cych z [HSZ17]. Ró»nica polega
na tym, »e warunki gwarantuj¡ce e-wªasno±¢ dla pojedynczego asymptotycznie stabilnego ope-
ratora Markowa P (tj. wªasno±¢ Fellera i niepusto±¢ wn¦trza no±nika niezmienniczej miary pro-
babilistycznej tego operatora) s¡ niewystarczaj¡ce, by dowie±¢ tej wªasno±ci dla asymptotycz-
nie stabilnej póªgrupy Markowa {P (t)}t∈R+ (kontrprzykªady podajemy w sekcji 2.2 artykuªu
[N1]). Przy takich zaªo»eniach mo»emy jedynie pokaza¢, »e póªgrupa {P (t)}t∈R+ ma asympto-
tyczn¡ e-wªasno±¢ (tzn. e-wªasno±¢ zachodz¡c¡ od pewnego momentu, a nie � w caªym prze-
dziale czasowym t ∈ R+). Aby udowodni¢ e-wªasno±¢, nale»y przyj¡¢ dodatkowe zaªo»enie o sil-
nej stochastycznej ci¡gªo±ci (ang. strong stochastic continuity ; por. [EK86, str. 6]) póªgrupy
{P (t)}t∈R+ . Dokªadniej rzecz ujmuj¡c, w twierdzeniu 2 w [N1] dowodzimy, »e dowolna sil-
nie stochastycznie ci¡gªa póªgrupa Markowa, która ma asymptotyczn¡ e-wªasno±¢,
ma równie» e-wªasno±¢. Co ciekawe, zaªo»enia nie mo»na osªabi¢. Przykªad 2 w pracy
[N1] ilustruje, »e sªaba stochastyczna ci¡gªo±¢ � czyli taka, w której zbie»no±¢ w nor-
mie supremum zostanie zast¡piona zbie»no±ci¡ punktow¡ � niekoniecznie impli-
kuje po»¡dane twierdzenie, chyba »e podstawowa przestrze« fazowa jest zwarta
(zob. dodatek I do pracy [H1]). Z dwóch powy»szych twierdze« (tj. twierdze« 1 i 2 w [N1])
mo»emy zatem wywnioskowa¢, »e asymptotycznie stabilna póªgrupa Markowa-Fellera
posiada e-wªasno±¢ pod warunkiem, »e jest ona równie» silnie stochastycznie ci¡-
gªa, a wn¦trze no±nika jej niezmienniczej miary probabilistycznej jest niepuste
(wniosek 1 w [N1]).

Nieco ogólniejsze twierdzenie, w którym zamiast asymptotycznej stabilno±ci póªgrupy mar-
kowowskiej zakªada si¦ jej �asymptotyczn¡ ci¡gªo±¢� (ang. �eventual continuity�), zostaªo pó¹-
niej udowodnione w [LL23] (zaznaczmy jednak, »e autorzy tej pracy dowodz¡ mniej ogólnej
e-wªa- sno±ci w Lipb(E)). My natomiast skupiamy si¦ na wykazaniu, »e wyniki w [N1] s¡ ±cisªe
� w tym sensie, »e zaªo»enia o silnej stochastycznej ci¡gªo±ci rozwa»anego operatora Markowa-
Fellera nie mo»na zast¡pi¢ zaªo»eniem o jego stochastycznej ci¡gªo±ci (poj¦cia e-wªasno±ci
i asymptotycznej e-wªasno±ci nie b¦d¡ wówczas równowa»ne). Tym samym odpowiadamy na
pi¡te otwarte pytanie postawione przez autorów pracy [LL23].

Na koniec warto zauwa»y¢, »e je±li pracujemy z póªgrupami Markowa {P (t)}t∈R+ , stocha-
styczna ci¡gªo±¢ nie jest szczególnie restrykcyjnym warunkiem. Zakªada si¦ j¡, np. aby pokaza¢
wspóln¡ mierzalno±¢ póªgrupy (jak zauwa»ono w [Wor10, propozycji 3.4.5]) lub jednoznacznie
scharakteryzowa¢ póªgrup¦ Markowa-Fellera za pomoc¡ jej (sªabego) generatora in�nitezymal-
nego (zob. [Dyn65, twierdzenie 2.5]).

Asymptotyczna stabilno±¢, zwªaszcza osi¡gana w tempie wykªadniczym, jest
jedn¡ z najbardziej po»¡danych wªa±ciwo±ci ergodycznych � jednak dopiero do-
datkowo speªniona e-wªasno±¢ gwarantuje, »e pewne bª¦dy numeryczne w symula-
cjach mo»na traktowa¢ jako pomijalne (zob. równie» prac¦ [CH14], w której udowodniono,
»e asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera zbiega do swojego rozkªadu stacjonar-
nego jednostajnie, o ile speªnia odpowiedni warunek równoci¡gªo±ci). W ±wietle powy»szej
obserwacji czysto teoretyczne wyniki z prac [H1] i [N1] okazuj¡ si¦ by¢ wa»ne rów-
nie» z punktu widzenia zastosowa« praktycznych.

Nasze dalsze badania dotycz¡ce zwi¡zku mi¦dzy asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ a e-wªasno±ci¡
b¦d¡ koncentrowa¢ si¦ wokóª próby zast¡pienia zaªo»enia o niepusto±ci wn¦trza no±nika nie-
zmienniczej miary probabilistycznej danego operatora/póªgrupy Markowa przez inny, mniej
restrykcyjny i ªatwiejszy do zwery�kowania warunek � na przykªad zaªo»enie, »e jedyny nie-
zmienniczy rozkªad stacjonarny jest rozkªadem bezatomowym (ang. atomless distribution).
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Techniki sprz¦gania asymptotycznego (ang. asymptotic coupling techniques)

Jak ju» wspomniano w rozdziale 4.3.2: Tªo historyczne tej cz¦±ci bada« nad asymptotyk¡ pro-
cesów Markowa, która odwoªuje si¦ do warunku równoci¡gªo±ci, asymptotyczne zachowanie
markowowskich ukªadów dynamicznych cz¦sto bada si¦ przy u»yciu technik opartych na wy-
korzystaniu warunku równoci¡gªo±ci. Jednak aby wykaza¢ ergodyczno±¢ danego ukªadu loso-
wego � a dodatkowo oszacowa¢ tempo, w jakim ukªad j¡ osi¡ga � mo»na skorzysta¢ z zupeªnie
innej metody, opartej na sprz¦ganiu asymptotycznym caªych trajektorii procesów Markowa. To
nowoczesne podej±cie zaproponowaª M. Hairer w swojej gªo±nej pracy [Hai02], inspirowanej
gªównie artykuªem [Mat02] J.C. Mattingly'ego na temat drugiego równania Naviera-Stokesa.
W kolejnych latach metod¦ sprz¦gania asymptotycznego rozwijano zarówno dla operatorów
Markowa � szczególnie tych, które opisuj¡ ewolucj¦ IFSs (por. [�11, Cza18, CK19, KS20] lub
[D3], [H2]) � jak i dla póªgrup Markowa, opisuj¡cych m.in. PDMPs (zob. np. [CH15] lub [E2]),
dziaªaj¡cych na ogólnych (polskich) przestrzeniach metrycznych.

Ide¦ le»¡c¡ u podstaw wszystkich technik sprz¦gania asymptotycznego mo»na krótko opisa¢
w sposób przedstawiony ni»ej. Dla danego ªa«cucha Markowa {ϕn}n∈N0 z funkcj¡ prawdopodo-
bie«stwa przej±cia P rozwa»amy jego dwie instancje: jedn¡ z punktem pocz¡tkowym x0, ozna-
czan¡ przez {ϕ(1)n }n∈N0 , oraz drug¡ z punktem pocz¡tkowym y0, oznaczan¡ przez {ϕ(2)n }n∈N0 .

Celem opisywanej metody jest zbli»enie trajektorii ªa«cuchów {ϕ(1)n }n∈N0 i {ϕ
(2)
n }n∈N0 (na tyle,

na ile to mo»liwe) poprzez tworzenie odpowiednich korelacji mi¦dzy nimi. Przy pewnych (do±¢
ogólnych) zaªo»eniach mo»na to zrobi¢ dzi¦ki rozbiciu funkcji prawdopodobie«stwa przej±cia

sparowanego ªa«cucha {(ϕ(1)n , ϕ
(2)
n )}n∈N0 na dwie cz¦±ci, z których jedna jest zw¦»aj¡ca oraz �

w pewnym sensie � dominuj¡ca nad drug¡ (szczegóªow¡ konstrukcj¦ mo»na znale¹¢ np. w sek-
cji 1.3 artykuªu [H4]).

W literaturze przedmiotu znajdziemy równie» poj¦cie tzw. czasu sprz¦»enia τcouple, tzn.
losowego momentu, w którym obie kopie ªa«cucha Markowa {ϕn}n∈N0 po raz pierwszy osi¡gaj¡

ten sam stan, tj. τcouple = min{n ∈ N0 : ϕ
(1)
n = ϕ

(2)
n }. Wiemy, »e je±li τcouple <∞, to ªa«cuchy

mo»na sparowa¢ w taki sposób, by od momentu τcouple ich trajektorie byªy ze sob¡ �skle-
jone� (zob. np. [Lin02, MT93b]). Nie jest to jednak przypadek, z którym mamy do czynienia
w niniejszym autoreferacie � dlatego, pod¡»aj¡c za pomysªem M. Hairera [Hai02], trajekto-
rie ªa«cuchów, które nie mog¡ si¦ spotka¢ w sko«czonym czasie, sprz¦gamy asymptotycznie
(zob. równie» [HM08], gdzie podano przykªad ªa«cucha Markowa o warto±ciach w przestrzeni
niesko«czenie wymiarowej, którego kopie startuj¡ce z dwóch ró»nych punktów pocz¡tkowych
indukuj¡ miary wzajemnie singularne).

Na zako«czenie warto wspomnie¢, »e techniki sprz¦gania asymptotycznego mog¡ posªu»y¢
nie tylko do wykazywania wykªadniczej ergodyczno±ci, lecz tak»e do dowodzenia twierdze«
granicznych � takich jak SLLN (por. [HS16]), CLT (zob. np. [D2], [Hor16], [H4]), czy LIL
(por. [D1], [H5], [E4]). W szczególno±ci artykuªy [H4] i [H5] � oba oparte na twórczej
adaptacji technik sprz¦gania asymptotycznego � stanowi¡ wa»ny wkªad w badania
nad ogólnymi wersjami twierdze« granicznych dla procesów Markowa przyjmuj¡-
cych warto±ci w przestrzeniach polskich.

PDMPs sterowane przez póªpotoki przeª¡czane losowo

Nasz¡ pocz¡tkow¡ motywacj¡ do kreatywnego zastosowania technik sprz¦gania asymptotycz-
nego byªa ch¦¢ przygotowania opisu ergodycznego pewnego losowego ukªadu dynamicznego,
który sªu»y m.in. do opisu prostego modelu podziaªu komórki. Ukªad ten byª ju» wcze±niej ba-
dany pod k¡tem stabilno±ci przez A. Lasot¦ i M.C. Mackeya w pracy [LM99]. My natomiast,
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korzystaj¡c z technik sprz¦gania asymptotycznego M. Hairera [Hai02] (zob. równie» [�11]), Podsumo-
wanie
wyników
z serii
prac
[D1]-[D3].

oszacowali±my tempo zbie»no±ci do jedynego rozkªadu stacjonarnego tego ukªadu
jako geometryczne [D3] i wykazali±my zarówno CLT [D2], jak i LIL [D1] (tutaj dodat-
kowo odwoªuj¡c si¦ do pewnych pomysªów z prac [MW00] i [BMS12]). W tym samym czasie
R. Kapica i M. �l¦czka zaadaptowali te techniki, aby wykaza¢ swoje kryterium ergodyczno±ci
geometrycznej ([KS20, twierdzenie 2.1]) dla ªa«cuchów Markowa o warto±ciach w przestrze-
niach polskich, ze szczególnym zastosowaniem do losowych iteracji z prawdopodobie«stwami
zale»nymi od poªo»enia. Wszystkie powy»sze wyniki i le»¡ce u ich podstaw idee okazaªy si¦
przydatne do analizy pewnej klasy PDMPs, sterowanych przez póªpotoki przeª¡czane losowo.

PDMPs, wprowadzone przez M. Davisa [Dav84] (zob. tak»e [Cos90, Dav93, Dav06]), sta-
nowi¡ obszern¡ klas¦ niedyfuzyjnych procesów Markowa, dla których losowo±¢ wynika wy-
ª¡cznie z mechanizmu skoków, obejmuj¡cego czasy skoków, lokalizacje tu» po skokach i inne
zmiany zachodz¡ce w momentach skoków. Ta rodzina procesów znajduje liczne zastosowania
w dziedzinach takich jak biologia [CDMR12, MTKY13, RTK17], modelowanie przechowy-
wania [BKKP05] i ruchu internetowego [GR09], a tak»e w teorii sterowania i optymalizacji
[CD99, CD08]. PDMPs s¡ te» rozwi¡zaniami pewnych wariantów stochastycznych równa«
ró»niczkowych sterowanych procesem Poissona (zob. np. [CK19, Hor02, Kaz13, MZ10]), które
badali przede wszystkim A. Lasota i J. Traple [LT03], a które maj¡ istotne zastosowania w bio-
matematyce, �zyce i in»ynierii (zob. np. [Sny75, DHT84]).

W tym autoreferacie zajmiemy si¦ m.in. pewnym losowym ukªadem dynamicz- Opis klasy
losowych
ukªadów
dyna-
micznych
badanych
w pracach
[H2]-[H5],
[E1]-[E4].

nym o przestrzeni stanów Y b¦d¡cej polsk¡ przestrzeni¡ metryczn¡ (wyposa»on¡
w σ-algebr¦ B(Y ) zbiorów borelowskich), którego ewolucj¦ zaburzaj¡ losowe skoki, wy-
st¦puj¡ce w momentach odpowiadaj¡cych czasom skoków procesu Poissona. Ozna-
cza to, »e odst¦py w czasie pomi¦dzy kolejnymi skokami maj¡ rozkªad wykªadniczy o staªej
intensywno±ci λ. Pomi¦dzy dwoma s¡siednimi skokami dynamik¦ tego ukªadu okre±la jeden
z póªpotoków, losowo wybrany z pewnego sko«czonego zbioru {Si}i∈I wszystkich dost¦pnych
póªpotoków, gdzie Si : R+ × Y → Y . Wybór póªpotoku okre±la macierz [πij ]i,j∈I funkcji ci¡-
gªych πij : Y → [0, 1], speªniaj¡cych warunek

∑
j∈I πij(y) = 1 dla ka»dego y ∈ Y i ka»dego

i ∈ I. Losowy stan ukªadu osi¡gany zaraz po skoku (dalej nazywany lokalizacj¡ tu» po skoku;
od ang. post-jump location) zale»y od stanu bezpo±rednio go poprzedzaj¡cego, a jego rozkªad
okre±la j¡dro stochastyczne J : Y × B(Y ) → [0, 1]. Z tego typu ukªadem zwi¡zany jest wi¦c
zarówno PDMP, jak i ªa«cuch Markowa opisuj¡cy stany ukªadu tu» po skokach.

Mówi¡c nieco dokªadniej, badamy proces stochastyczny Ψ := (Y (t), ξ(t))t∈R+, który przyj-
muje warto±ci w X := Y × I, a którego dynamik¦ mo»emy opisa¢ w nast¦puj¡cy sposób.
Startuj¡c z pewnego punktu (y0, i0), proces Ψ ewoluuje deterministycznie zgodnie z funkcj¡
t 7→ (Si0(t, y0), i0) a» do momentu t1 pierwszego losowego skoku. W tym momencie trajek-
toria pierwszej wspóªrz¦dnej �skacze� do innego punktu y1 przestrzeni Y , przy czym praw-
dopodobie«stwo tra�enia do zbioru B ∈ B(Y ) wynosi J(Si0(t1, y0), B). Jednocze±nie indeks
�aktywnego� póªpotoku, okre±lany przez {ξ(t)}t∈R+ , zostaje losowo zmieniony z i0 na inny (lub
ten sam) indeks i1, z prawdopodobie«stwem πi0i1(y1). Nast¦pnie, po starcie z nowego stanu
(y1, i1), caªa procedura zostaje wznowiona i przebiega analogicznie. Formalnie proces Ψ mo»na
zatem zde�niowa¢ przez nast¦puj¡ce równania:

Y (t) := Sξn (t− τn, Yn) i ξ(t) := ξn dla t ∈ [τn, τn+1) , n ∈ N0, (1)

gdzie Φ̄ := {(Yn, ξn, τn)}n∈N0 jest ªa«cuchem Markowa jednorodnym w czasie, przyjmuj¡cym
warto±ci w przestrzeni stanów X × R+, z funkcj¡ prawdopodobie«stwa przej±cia speªniaj¡c¡

P
(
Φ̄n+1 ∈ Ā | Φ̄n = (y, i, s)

)
=
∑
j∈I

∫ ∞

0
λe−λt

∫
Y
1Ā(u, j, t+ s)πij(u) J (Si(t, y), du) dt (2)
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dla dowolnych n ∈ N0 oraz dla ka»dego zbioru borelowskiego Ā ⊂ X × R+. Oczywi±cie, caªa
losowo±¢ procesu Ψ zawiera si¦ w ªa«cuchu Φ̄. Co wi¦cej, ci¡g Φ := {(Yn, ξn)}n∈N0 zmiennych
losowych, opisuj¡cych lokalizacje procesu Ψ tu» po skokach, równie» jest ªa«cuchem Markowa
o warto±ciach w przestrzeni X (wzgl¦dem swojej �ltracji naturalnej). Wówczas jasnym jest,
»e funkcja przej±cia tego ªa«cucha ma posta¢

P ((y, i), A) := P (Φn+1 ∈ A |Φn = (y, i))

=
∑
j∈I

∫ ∞

0
λe−λt

∫
Y
1A(u, j)πij(u) J (Si(t, y), du) dt

(3)

dla ka»dego n ∈ N0 i dowolnego zbioru borelowskiego A ⊂ X.

Rozwa»ana tutaj podklasa PDMPs przypomina nieco t¦ badan¡ w [Cos90, CD99, CD08, Porównanie
rozwa»a-
nej tutaj
klasy
PDMPs
z tymi,
które ba-
dane s¡
w innych
pracach.

BLBMZ12, BLBMZ15, BHS18, BS19].Autorzy wszystkich wymienionych prac skupiaj¡
si¦ jednak na procesach ewoluuj¡cych w przestrzeniach sko«czenie wymiarowych
(a wi¦c lokalnie zwartych). W takim przypadku, je±li chce si¦ pokaza¢ istnienie
niezmienniczych miar probabilistycznych b¡d¹ ergodyczno±¢ (zwykle w normie
wahania caªkowitego, od ang. total variation norm), mo»na korzysta¢ z ró»nych
adaptacji konwencjonalnych metod S.P. Meyna i R.L. Tweediego [MT93a, MT93b],
odwoªuj¡cych si¦ przede wszystkim do ªa«cuchów powracaj¡cych w sensie Harrisa
(któr¡ to wªasno±¢ mo»na wykaza¢, np. u»ywaj¡c warunków typu Hörmandera, od
ang. Hörmander-type bracket conditions, tak jak zrobiono to w [BLBMZ15]), lub
pewnych kryteriów odnosz¡cych si¦ do tzw. dryfu w kierunku �maªego zbioru�
(ang. drift towards a petite set). Warto jednak zwróci¢ uwag¦, »e tego typu tech-
niki s¡ zazwyczaj efektywne tylko dla procesów ψ-nieredukowalnych, co oczywi±cie
nie dotyczy naszych rozwa»a« (zob. równie» odpowiedni komentarz we wst¦pie
do artykuªu [H2] i w streszczeniu pracy [HM08] na temat tzw. luki spektralnej
(ang. spectral gap) w odlegªo±ci Wassersteina dla póªgrup Markowa o warto±ciach
w przestrzeniach Banacha, gdzie wyja±niono, dlaczego potrzebne jest nowe po-
dej±cie do pracy z niesko«czenie wymiarowymi przestrzeniami, w których zwykªe
warunki Harrisa czy Doeblina � ukierunkowane na zbie»no±¢ w normie wahania
caªkowitego � zwykle nie speªniaj¡ swojej roli; por. [HM11]).

Zaznaczmy, »e w serii artykuªów [H2], [H3], [E1]-[E4] (skupionych na pewnych wªasno-
±ciach ergodycznych póªgrup Markowa) zwracamy uwag¦ na szczególny przypadek opisanych
wcze±niej PDMPs, w którym j¡dro skoków J jest prawdopodobie«stwem przej±cia pewnego
losowo zaburzanego IFS, zadanym przez

J(y,B) =

∫
supp(ν)

∫
Θ
1B(wθ(y) + v) pθ(y)ϑ(dθ)ν(dv) dla y ∈ Y i B ∈ B(Y ), (4)

w którym to przypadku Y jest domkni¦tym podzbiorem przestrzeni Banacha H, ν jest bore-
lowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ na H z ograniczonym no±nikiem, Θ oznacza dowoln¡ przestrze«
topologiczn¡ wyposa»on¡ w miar¦ borelowsk¡ ν, {wθ}θ∈Θ jest dowoln¡ rodzin¡ ci¡gªych prze-
ksztaªce« przestrzeni Y w siebie, tak¡ »e wθ(Y ) + v ⊂ Y dla dowolnego v ∈ supp(ν), a od-
wzorowania Θ ∋ θ 7→ pθ(y) ∈ R+, y ∈ Y , s¡ odpowiadaj¡cymi jej funkcjami g¦sto±ci prawdo-
podobie«stwa wzgl¦dem miary ϑ, zale»nymi od poªo»enia.

W takim uj¦ciu rozwa»any model mo»e posªu»y¢ do analizy dynamiki ekspresji
genów u prokariotów (zob. np. [BTK16], [MTKY13], sekcj¦ 5.1 w [H2] lub przykªad 7.3
w [E2]). Ponadto, je±li ν = δ0, ϑ(Θ) = 1 oraz pθ ≡ 1 dla ka»dego θ ∈ Θ, to {Y (t)}t∈R+
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mo»na traktowa¢ jako rozwi¡zanie stochastycznego równania ewolucji z szumem
Poissona (zob. np. [Hor02, LT03, MZ10, Kaz13, CK19]).

Z kolei dyskretny ukªad dynamiczny Φ z j¡drem skoków J zadanym przez (4) Motywacja
do rozwa-
»ania
procesów
z ogóln¡
(polsk¡)
przestrzni¡
stanów.

mo»e sªu»y¢ jako model autoregulacji genu (opisany w [HHS16] lub w sekcji 5.2 arty-
kuªu [H2]). Wªa±nie dzi¦ki temu przykªadowi widzimy, jak istotne jest rozwa»anie
modeli abstrakcyjnych z przestrzeni¡ stanów, która nie jest lokalnie zwarta (w mo-
delu autoregulacji genu rozpatruje si¦ przestrze« fazow¡ zªo»on¡ z funkcji ci¡gªych
okre±laj¡cych koncentracj¦ zwi¡zków chemicznych w poszczególnych punktach cy-
toplazmy komórki). Ergodyczno±¢ i twierdzenia graniczne dla tego modelu wykazali±my
w pracach [H2], [H4] i [H5].

Ergodyczno±¢ rozwa»anej klasy PDMPs i odpowiadaj¡cych im ªa«cuchów
opisuj¡cych ich lokalizacje tu» po skokach

W ostatnich latach podczas naszych bada« skupiali±my si¦ w du»ej mierze na analizie PDMP
Ψ i powi¡zanego z nim ªa«cucha Φ, opisuj¡cego jego lokalizacje tu» po skokach (oba pro-
cesy zostaªy wprowadzone i omówione w poprzedniej sekcji). Naszym gªównym celem byªo
opracowanie ich opisów ergodycznych, a tym samym � udzielenie odpowiedzi na nast¦puj¡ce
pytania:

� Czy procesy Φ i Ψ s¡ ergodyczne � a je±li tak, to jak szybko stabilizuj¡ si¦ ich rozkªady?,

� Jakie wªasno±ci maj¡ ich niezmiennicze miary probabilistyczne? Jak zale»¡ od para-
metrów modelu? Czy s¡ singularne, czy absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem miary Lebesgue'a
(w przypadku uproszczonego modelu, w którym przestrze« fazowa tych procesów to Rd)?,

� Czy zachodz¡ jakie± twierdzenia graniczne dla tych procesów?.

Aby rozpocz¡¢ nasze badania, najpierw musieli±my ustali¢ zaªo»enia, przy których procesy Podsumo-
wanie
wyników
z [H2].

Φ i Ψ maj¡ rozkªady stacjonarne (w rzeczywisto±ci zrobili±my nawet wi¦cej � tzn. zapropo-
nowali±my stosunkowo ªatwe do zwery�kowania warunki, które gwarantuj¡, »e te
rozkªady stacjonarne, oznaczone odpowiednio jako µΦ∗ i µΨ∗ , nie tylko istniej¡, ale
równie» s¡ jedyne).

Dla szczególnej wersji modelu z j¡drem skoków J zadanym wzorem (4), w któ-
rym to przypadku funkcja przej±cia P ªa«cucha Φ (zob. (3)) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

P ((y, i), A) :=
∑
j∈I

∫ ∞

0
λe−λt

∫
supp(ν)

∫
Θ
1A (wθ (Si(t, y)) + v, j) πij (wθ (Si(t, y)) + v)

× pθ (Si(t, y)) ϑ(dθ) ν(dv) dt dla dowolnych (y, i) ∈ X, A ∈ B(X),

(5)

zrobili±my to w pracy [H2], a konkretnie � w twierdzeniu 4.1 dla ªa«cucha Φ
i we wniosku 4.5 dla PDMP Ψ (por. rozdziaª 4.3.3 tego autoreferatu). Zaproponowane
w twierdzeniu 4.1 warunki s¡ równie» wystarczaj¡ce, aby zapewni¢ geometryczn¡
ergodyczno±¢ ªa«cucha Φ, przez któr¡ rozumiemy istnienie takiej jedynej niezmienniczej
miary probabilistycznej µΦ∗ tego procesu, która przyci¡ga (ang. attracts) wszystkie pocz¡t-
kowe rozkªady tego procesu (o sko«czonych pierwszych momentach) w tempie geometrycznym
wzgl¦dem odlegªo±ci Forteta-Mouriera (de�nicj¦ normy Forteta-Mouriera mo»na znale¹¢ np.
w [Las95, str. 236] lub [LY94, str. 46]; por. [Dud66], w której omawiana jest równowa»na
jej norma Dudleya). Taka metryka, w literaturze przedmiotu znana równie» jako bounded-
Lipschitz distance, jest zde�niowana na sto»ku nieujemnych sko«czonych miar borelowskich

13



na X i indukuje topologi¦ sªabej zbie»no±ci takich miar ([Dud66, twierdzenia 8 i 9]). Za-
znaczmy równie», »e z twierdzenia 4.1 w prosty sposób wynika stabilno±¢ samego ªa«cucha
{Yn}n∈N0 (zob. wniosek 4.2 w [H2]).

W dowodzie gªównego twierdzenia artykuªu [H2] (tj. twierdzenia 4.1) korzystamy z tech-
nik sprz¦gania asymptotycznego wprowadzonych przez M. Hairera [Hai02] (por. [�11] i [D3])
i stosujemy oparty na nich wynik R. Kapicy i M. �l¦czki [KS20] (aby zrozumie¢ gªówne po-
mysªy stoj¡ce za [KS20, twierdzeniem 2.1], odsyªamy do dodatku znajduj¡cego si¦ na ko«cu
artykuªu [H2], gdzie przedstawiamy szkic dowodu tego twierdzenia; zob. tak»e sekcj¦ 2 w [H4],
ze szczególnym uwzgl¦dnieniem lematów 2.2 i 2.3, w których dowodzimy po±redniego wyniku
� cho¢ w nieco silniejszej wersji ni» w [KS20]).

Warunki naªo»one na komponenty modelu, a wi¦c na póªpotoki Si, i ∈ I i macierz [πij ]i,j∈I Uwagi
dotycz¡ce
zaªo»e«
naªo»onych
na kompo-
nenty
modelu.

ich (zale»nych od poªo»enia) prawdopodobie«stw, a tak»e na przeksztaªcenia ci¡gªe wθ, θ ∈ Θ,
decyduj¡ce o stanach ukªadu tu» po skokach, i odpowiadaj¡cy im zbiór {pθ}θ∈Θ (zale»nych od
poªo»enia) funkcji g¦sto±ci (wzgl¦dem miary ϑ), wymieniamy np. w sekcji 2 w [H2] (por. sekcja
4 w [H4] i sekcja 5 w [H5]). Zasadno±¢ tych zaªo»e« omawiamy szczegóªowo w sekcji 3
w [H2]. Wyja±niamy tam m.in., »e póªpotoki speªniaj¡ce te warunki mog¡ by¢ gene-
rowane np. przez pewne równania ró»niczkowe z udziaªem operatorów dyssypatyw-
nych (zob. tak»e sekcj¦ 4 w [E2] lub sekcj¦ 3 w [H3]; por. [IK02, CK19]). Dodatkowy warunek
dotycz¡cy parametru λ, okre±laj¡cego intensywno±¢ skoków, a tak»e staªych wyst¦puj¡cych
w przyj¦tych zaªo»eniach, jest konieczny, aby pokaza¢ warunek dryfu typu Fostera-Lapunowa,
wyst¦puj¡cy w kryterium ergodyczno±ci wykªadniczej R. Kapicy i M. �l¦czki ([KS20, twierdze-
nie 2.1]), do którego odwoªujemy si¦ w dowodzie naszego gªównego wyniku. Tego typu warunki
znajdziemy w wielu pracach po±wi¦conych wªasno±ciom ergodycznym procesów Markowa (por.
[MT93a, MT93b]). Podobne wymaganie pojawia si¦ te» np. w [Las95, propozycji 5.1], gdzie
rozwa»ane jest stochastyczne równanie ró»niczkowe sterowane procesem Poissona.

Kolejnym wa»nym wynikiem artykuªu [H2] jest wykazanie jednoznacznej odpowied-
nio±ci mi¦dzy zbiorami niezmienniczych miar probabilistycznych ªa«cucha Φ i pro-
cesu Ψ (twierdzenie 4.4 w [H2]) � mianowicie pokazujemy, »e je±li µΦ jest niezmiennicz¡
miar¡ probabilistyczn¡ ªa«cucha Φ, to µΨ := µΦG jest niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡
procesu Ψ, oraz µΨW = µΦ (odwrotna zale»no±¢ jest równie» prawdziwa), gdzie funkcje
G,W : X × B(X) → [0, 1] s¡ j¡drami stochastycznymi zadanymi przez

G((y, i), A) =

∫ ∞

0
λe−λt

1A (Si(t, y), i) dt, (6)

W ((y, i), A) =
∑
j∈I

∫
supp(ν)

∫
Θ
1A (wθ(y) + v, j)πij (wθ(y) + v) pθ(y)ϑ(dθ) ν(dv) (7)

dla wszystkich (y, i) ∈ X i wszystkich A ∈ B(X). Zaznaczmy, »e w celu udowodnienia powy»-
szego faktu zaªo»yli±my dodatkowo, »e miara ϑ, okre±lona na zbiorze Θ, jest sko«czona. Dowód
twierdzenia 4.4 oparty jest na technikach podobnych do tych zastosowanych w [Hor08, twier-
dzeniu 5.3.1] i [BLBMZ15, twierdzeniach 2.1, 2.4] (w lematach 6.3 i 6.5 w [H2] pokazujemy,
»e póªgrupa przej±cia {P (t)}t∈R+ procesu Ψ jest - odpowiednio - fellerowska i stochastycz-
nie ci¡gªa). Ponadto w dowodzie twierdzenia 4.4 w [H2] korzystamy równie» z kilku faktów
z teorii póªgrup operatorów liniowych w przestrzeniach Banacha, m.in. dotycz¡cych sªabych
generatorów in�nitezymalnych (zob. [Dyn65, str. 36�43, 47�61] oraz [Dyn00, str. 437-448]).

Z twierdze« 4.1 i 4.4 w [H2] uzyskujemy wniosek, »e PDMP Ψ ma jedyn¡ niezmien-
nicz¡ miar¦ probabilistyczn¡ µΨ∗ (wniosek 4.5 w [H2]).
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Nast¦pnie, w propozycjach 7.1 i 7.2 oraz twierdzeniu 7.1 w [E2] wykazujemy wykªad- Podsumo-
wanie
wyników
z [E2].

nicz¡ ergodyczno±¢ rozwa»anego ukªadu z ogólnym j¡drem skoków J (lecz ze sta-
ªymi � tj. niezale»nymi od aktualnego stanu ukªadu � prawdopodobie«stwami
πij, i, j ∈ I). Zatem, mówi¡c ±ci±le, celem artykuªu [E2] jest wskazanie stosunkowo ªatwych
do zwery�kowania warunków na j¡dro J oraz póªpotoki Si, i ∈ I, które gwarantuj¡, »e zarówno
operator przej±cia ªa«cucha Φ, jak i póªgrupa przej±cia procesu Ψ s¡ wykªadniczo ergodyczne
wzgl¦dem metryki Forteta-Mouriera.

W naszym podej±ciu, cz¦±ciowo zainspirowanym technikami wykorzystanymi w dowodzie
[CH15, twierdzenia 1.4], przyjmujemy nast¦puj¡c¡ strategi¦:

(I) pokazujemy, »e gdy j¡dro J speªnia pewn¡ wzmocnion¡ wersj¦ wªasno±ci Fellera, to
istnieje jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy zbiorami niezmienniczych miar probabi-
listycznych procesów Φ i Ψ (twierdzenie 5.1 w [E2]);

(II) zauwa»amy, »e kopie Φ(1) i Φ(2) ªa«cucha Φ mo»na sparowa¢ w taki sposób, by ±rednia
odlegªo±¢ mi¦dzy nimi malaªa (w czasie) w tempie geometrycznym, co � w poª¡czeniu
z tzw. warunkiem dryftu Fostera-Lapunowa (zob. np. [DMS14, de�nicja 6.23]) i narzucon¡
na P wªasno±ci¡ Fellera � zapewnia wykªadnicz¡ ergodyczno±¢ Φ (lemat 6.1 w [E2]);

(III) dowodzimy, »e dla danego sprz¦»enia (Φ(1),Φ(2)) ªa«cucha Φ, maj¡cego wªasno±¢ wska-
zan¡ w kroku (II), odpowiadaj¡ce mu sprz¦»enie dla procesu Ψ ma analogiczn¡ wªasno±¢
� pod warunkiem, »e póªpotoki Si speªniaj¡ warunek typu Lipschitza (lemat 6.2 w [E2]);

(IV) zauwa»amy, »e przy odpowiednich zaªo»eniach dla póªpotoków Si i j¡dra J , gwaran-
tuj¡cych speªnienie wszystkich warunków z kroków (I)-(III), istnienie odpowiedniego
sprz¦»enia (asymptotycznego) trajektorii procesu Φ implikuje wykªadnicz¡ ergodyczno±¢
odpowiadaj¡cego mu PDMP Ψ (twierdzenie 6.1 w [E2]);

(V) wskazujemy dodatkowe zaªo»enie, które w poª¡czeniu z wcze±niejszymi zapewnia istnienie
sprz¦»enia (asymptotycznego) trajektorii procesu Ψ, opisanego w kroku (II), co prowadzi
nas ju» bezpo±rednio do gªównego twierdzenia pracy [E2], tj. twierdzenia 7.1 (wymagamy
istnienia podstochastycznego j¡dra QJ , okre±lonego na Y 2, o wªa±ciwo±ciach podobnych
do tych, których wymaga si¦ w pracach [H4] i [KS20], tzn.

QJ((y1, y2), · × Y ) ≤ J(y1, ·) i QJ((y1, y2), Y × ·) ≤ J(y2, ·),

co nast¦pnie pozwala na skonstruowanie podstochastycznego j¡dra Q̃P na X2, maj¡cego
analogiczne wªasno±ci wzgl¦dem P ; zob. lemat 7.1 w [E2]);

(VI) zauwa»amy, »e funkcja przej±cia po»¡danego sprz¦»enia mo»e by¢ zde�niowana jako suma
Q̃P i odpowiedniego uzupeªniaj¡cego j¡dra podstochastycznego (propozycja 7.1 w [E2]).

Na szczególn¡ uwag¦ zasªuguje tu fakt, »e w zaproponowanym podej±ciu wida¢, w jaki spo-
sób wykªadnicza ergodyczno±¢ PDMP Ψ wynika z analogicznej wªasno±ci powi¡zanego z nim
ªa«cucha Φ (zob. kroki (I) i (III)). Podobny efekt zaobserwujemy, gdy w kolejnych sekcjach
omawia¢ b¦dziemy ró»ne wªasno±ci niezmienniczych miar probabilistycznych procesów Φ i Ψ,
a tak»e zachodz¡ce dla nich twierdzenia graniczne.

Na koniec musimy jednak zaznaczy¢, »e kwestia wykªadniczej ergodyczno±ci dla PDMP
Ψ (w szczególno±ci wynikaj¡cej z analogicznej wªasno±ci dla ªa«cucha Φ) wci¡» pozostaje
otwarta w przypadku modelu z rodzin¡ macierzy prawdopodobie«stw {[πij(y)]i,j∈I}y∈Y zale»-
nych od aktualnego stanu ukªadu.
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SLLN dla rozwa»anej klasy PDMPs i odpowiadaj¡cych im ªa«cuchów opi-
suj¡cych ich lokalizacje tu» po skokach

Wiedz¡c ju», »e dany proces ma jedyny rozkªad stacjonarny, mo»emy oczywi±cie zapyta¢ Podsumo-
wanie
wyników
z [H2].

o jego aproksymowanie, np. za pomoc¡ ±rednich (wielu) trajektorii próbkowych tego procesu.
W zwi¡zku z powy»szym w pracy [H2], oprócz dowodu wykªadniczej ergodyczno±ci, prezen-
tujemy równie» dowód SLLN zarówno dla ªa«cucha Φ (twierdzenie 4.3), jak i dla
PDMP Ψ (twierdzenie 4.7).

SLLN dla Φ, mówi¡ce o tym, »e dla ka»dej funkcji g : X → R, która jest lipschitzow-
ska i ograniczona, ±rednie n−1

∑n−1
k=0 g(Φk) zbiegaj¡ do

∫
X g dµΦ∗ prawie na pewno (gdzie µΦ∗

oznacza jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡ ªa«cucha Φ ), wynika z jego geometrycz-
nej ergodyczno±ci (wykazanej ju» w twierdzeniu 4.1 w [H2]) i zmody�kowanej wersji [Shi03,
twierdzenia 2.1], przedstawionej jako twierdzenie 6.2 w [H2], która jest wersj¡ SLLN dla mie-
szaj¡cych (ang. mixing-type) ªa«cuchów Markowa. Oryginalny wynik A. Shirikyana ([Shi03,
twierdzenie 2.1]) zostaª sformuªowany dla ªa«cuchów Markowa ewoluuj¡cych w przestrzeniach
Hilberta � jednak po dokªadnym przeanalizowaniu jego dowodu wida¢, »e wynik ten mo»na
ªatwo zaadaptowa¢ do ªa«cuchów Markowa o warto±ciach w przestrzeniach polskich (twierdze-
nie 6.2 w [H2]).

Nast¦pnie, korzystaj¡c z metody martyngaªowej (por. [BLBMZ15]), pokazujemy SLLN dla
PDMP Ψ na podstawie ju» wykazanego SLLN dla Φ oraz jednoznacznej odpowiednio±ci nie-
zmienniczych miar probabilistycznych procesów Ψ i Φ (zob. twierdzenie 4.4 w [H2]). Mówi¡c
nieco precyzyjniej, je±li chcemy przeprowadzi¢ dowód tego faktu, wymaga to porównania ±red-
nich t−1

∫ t
0 g(Ψ(s)) ds i n−1

∑Nt−1
k=0 Gg(Φk), gdzie G jest zde�niowane w (6), g : X → R

jest pewn¡ funkcj¡ lipschitzowsk¡ i ograniczon¡, a {Nt}t∈R+ oznacza proces zliczaj¡cy zda-
rzenia (ang. renewal counting process) z momentami przyj±cia (ang. arrival times) τn, tj.
Nt := max{n ∈ N0 : τn ≤ t} dla t ∈ R+. U»ywaj¡c argumentów podobnych do tych z dowodu
[BLBMZ15, lematu 2.5], pokazujemy, »e ró»nica mi¦dzy tymi dwoma ±rednimi maleje do zera,
gdy t→ ∞. Kolejne kroki wynikaj¡ z twierdze« 4.3 i 4.4 w [H2].

Wªasno±ci niezmienniczych miar probabilistycznych dla rozwa»anej klasy
PDMPs i odpowiadaj¡cych im ªa«cuchów opisuj¡cych ich lokalizacje tu»
po skokach

Wiedz¡c, »e zarówno operator przej±cia P ªa«cucha Φ, jak i póªgrupa przej±cia {P (t)}t∈R+

procesu Ψ maj¡ swoje jedyne niezmiennicze miary probabilistyczne, postanowili±my zbada¢
ich wªa±ciwo±ci.

Niech λ > 0 oznacza intensywno±¢ skoków w badanym modelu. W [H3] badamy wersj¦ Podsumo-
wanie
wyników
z [H3].

PDMP Ψλ, okre±lonego wzorami (1) i (2) (oraz odpowiadaj¡c¡ mu wersj¦ ªa«cucha Φλ opi-
suj¡cego stany tu» po skokach), tak¡ »e deterministyczna ewolucja tego procesu pomi¦dzy
losowymi skokami jest okre±lona przez jeden póªpotok S, a mechanizm skoków opisuje j¡dro
J zadane wzorem

J(y,B) =

∫
Θ
1B (wθ(y)) pθ(y)ϑ(dθ) dla ka»dego y ∈ Y i ka»dego B ∈ B(Y ). (8)

Celem pracy [H3] jest wykazanie ci¡gªej (w odlegªo±ci Forteta-Mouriera) zale»-
no±ci niezmienniczych miar probabilistycznych µΦλ

∗ i µΨλ
∗ (odpowiednio ªa«cucha

Φλ i procesu Ψλ) od parametru λ, okre±laj¡cego intensywno±¢ losowych skoków
(zob. twierdzenia 5.2 i 5.3 w [H3]; por. rozdziaª 4.3.3 tego autoreferatu). Idee le»¡ce u pod-
staw dowodów tych wyników mo»na krótko podsumowa¢ w ni»ej opisany sposób. Po pierwsze

16



� zauwa»amy, »e dla dowolnego parametru λ > 0 i dowolnej miary µ nale»¡cej do pewnej
podprzestrzeni przestrzeni Banacha Msig(Y ) wszystkich sko«czonych i borelowskich miar zna-
kozmiennych (ang. signed measures) okre±lonych na Y , miar¦ µPλ, gdzie Pλ jest regularnym
operatorem Markowa indukowanym przez funkcj¦ przej±cia

Pλ(y,B) =

∫ ∞

0
λe−λtJ(S(t, y), B) dt

=

∫ ∞

0
λe−λt

∫
Θ
1B (wθ(S(t, y)) pθ(S(t, y))ϑ(dθ) dt, y ∈ Y, B ∈ B(Y ),

(9)

ªa«cucha Φλ, mo»na zapisa¢ jako odpowiedni¡ caªk¦ Bochnera (zob. de�nicj¦ w [DU77] lub
w sekcji 2 w [H3]), tj.

µPλ =

∫ ∞

0
λe−λtµΠ(t) dt,

gdzie

Π(t)(y,B) :=

∫
Θ
1B (wθ(S(t, y))) pθ(S(t, y))ϑ(dθ) dla y ∈ Y i B ∈ B(Y ) (10)

(zob. lemat 4.1 w [H3]). Po drugie � w lemacie 4.2 w [H3] pokazujemy, »e dla ka»dej miary
µ ∈ Msig(Y ) norma Forteta-Mouriera miary µΠ(t) jest nie wi¦ksza ni» norma Forteta-Mouriera
µ pomno»ona przez pewn¡ staª¡ (zale»n¡ od t i parametrów modelu z wyª¡czeniem λ). W le-
macie 4.4 w [H3] pokazujemy z kolei, »e odwzorowanie (λ, µ) 7→ µPλ jest wspólnie ci¡gªe.
Je»eli wi¦c odwoªamy si¦ do twierdzenia 4.1 z pracy [H2], to otrzymamy, »e (przy jego zaªo-
»eniach) ªa«cuch Φ jest geometrycznie ergodyczny (w odlegªo±ci Forteta-Mouriera). Ponadto
dowodzimy, »e dla dowolnego λ z pewnego przedziaªu [λmin, λmax] i dowolnej miary probabili-
stycznej µ z pierwszym momentem sko«czonym, odlegªo±¢ Forteta-Mouriera pomi¦dzy miarami
µPn

λ i µΦλ
∗ zbiega do zera jednostajnie wzgl¦dem λ (lemat 4.5 w [H3]). Wreszcie, korzystaj¡c

z powy»szych obserwacji, mo»emy wnioskowa¢ o ci¡gªo±ci (w topologii sªabej zbie»no±ci miar
probabilistycznych) odwzorowania λ 7→ µΦλ

∗ (twierdzenie 5.2 w [H3]). W rezultacie, maj¡c
na uwadze wzajemn¡ odpowiednio±¢ miar µΦλ

∗ i µΨλ
∗ , wykazan¡ w twierdzeniu 4.4 w [H2],

otrzymujemy ci¡gªo±¢ odwzorowania λ 7→ µΨλ
∗ (twierdzenie 5.3 w [H3]).

Podczas gdy twierdzenia graniczne (takie jak SLLN czy CLT) stanowi¡ teo-
retyczne podstawy odpowiedniej aproksymacji miar niezmienniczych poprzez ob-
serwacj¦ lub symulacj¦ (wielu) próbkowych trajektorii badanych procesów, wy-
niki z artykuªu [H3] potwierdzaj¡ stabilno±¢ tej procedury � przynajmniej lokalnie
w przestrzeni parametrów. Jest to warunek wst¦pny dla rozwoju teorii bifurkacji.
Co wi¦cej, do zastosowa« w teorii sterowania lub estymacji parametrów (zob. np. [GHLSG19])
potrzebna byªaby nawet silniejsza regularno±¢ tej zale»no±ci od parametru (tj. ró»niczkowal-
no±¢ w odpowiedniej normie w przestrzeni miar).

Dodajmy równie», »e poniewa» rozwa»any model matematyczny ma na celu
opisanie pewnych zjawisk rzeczywistych (takich jak autoregulacja genów, ekspre-
sja genów czy podziaª komórek; por. [H2], a tak»e [LM99, MTKY13, HHS16]),
po»¡dana jest ci¡gªa zale»no±¢ miary niezmienniczej od parametru modelu.
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Natomiast w pracy [E3] rozwa»amy wersje procesów Φ i Ψ o przestrzeni stanów X := Y ×I, Podsumo-
wanie
wyników
z [E3].

gdzie Y jest domkni¦tym (ale niekoniecznie ograniczonym, w przeciwie«stwie do [BLBMZ15])
podzbiorem Rd. Mechanizm skoków jest opisany przez j¡dro J , okre±lone wzorem (4), gdzie Θ
jest albo przedziaªem w R, albo zbiorem sko«czonym, a ν = δ0. Gªównym celem pracy [E3]
jest wskazanie pewnych, mo»liwych do sprawdzenia w praktyce, warunków, które
implikowaªyby absolutn¡ ci¡gªo±¢ wszystkich stacjonarnych rozkªadów PDMP Ψ,
które odpowiadaj¡ ergodycznym rozkªadom stacjonarnym powi¡zanego z nim ªa«-
cucha Φ (zob. twierdzenie 3.2 w [E3]). Zaznaczmy, »e mowa tu o absolutnej ci¡gªo±ci wzgl¦dem
miary produktowej l̄d, która jest iloczynem d-wymiarowej miary Lebesgue'a i miary licz¡cej
na I. W praktyce problem sprowadza si¦ do badania niezmienniczych rozkªadów ªa«cucha Φ.

Nale»y podkre±li¢, »e zaªo»one w twierdzeniu 4.4 w [H2] warunki nie gwarantuj¡ abso-
lutnej ci¡gªo±ci jedynego (a wi¦c ergodycznego) rozkªadu stacjonarnego procesu Φ (b¡d¹ Ψ).
Najprostszym kontrprzykªadem mo»e by¢ tutaj ukªad z jedn¡ transformacj¡ w1 ≡ 0, którego
jedyny rozkªad stacjonarny to oczywi±cie δ0.

Z drugiej strony dobrze wiadomo, »e gdy operator przej±cia ªa«cucha Markowa zachowuje
absolutn¡ ci¡gªo±¢ miar, to ka»dy ergodyczny rozkªad stacjonarny tego ªa«cucha musi by¢
albo singularny, albo absolutnie ci¡gªy (zob. [LM94, lemat 2.2, wraz z uwag¡ 2.1]; por. [BH12,
twierdzenie 6]). Jak wyja±niono w lemacie 3.1 w [E3], dzieje si¦ tak w przypadku ªa«cucha
Φ, o ile np. wszystkie transformacje wθ i Si(t, ·) s¡ niesingularne wzgl¦dem miary Lebesgue'a.
Jednak, jak pokazano w przykªadzie 5.2 w [E3], nawet przy takim zaªo»eniu warunki narzucone
w [H2] nie gwarantuj¡, »e jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna ªa«cucha Φ � a tym
samym odpowiadaj¡ca jej jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna procesu Ψ � b¦dzie
absolutnie ci¡gªa. Nale»y równie» podkre±li¢, »e singularno±¢ niektórych z transformacji wθ

niekoniecznie wyklucza absolutn¡ ci¡gªo±¢ miar niezmienniczych (zob. np. [Löc18]).
Oczywi±cie wspomniana wy»ej dychotomia pomi¦dzy absolutn¡ ci¡gªo±ci¡ a singularno±ci¡

miar znacznie upraszcza analiz¦, gdy» je±li ma si¦ j¡ na uwadze, wystarczy zagwarantowa¢,
»e �ci¡gªa cz¦±¢� danego ergodycznego rozkªadu stacjonarnego µΦ∗ ªa«cucha Φ jest nietrywialna.
Mo»na to zrobi¢ np. poprzez wykazanie istnienia maªego, wzgl¦dem miary l̄d, zbioru otwartego
(w sensie [MT93b]), który jest jednostajnie osi¡galny (ang. uniformly accessible) z pewnego
mierzalnego podzbioru przestrzeni X z dodatni¡ miar¡ µΦ∗ , w okre±lonej liczbie kroków (zob.
propozycj¦ 3.1 w [E3]).

Robimy to, korzystaj¡c z pewnych pomysªów z pracy [BLBMZ15] (por. lemat 3.3 w [E3]).
Je±li ªa«cuch Φ jest asymptotycznie stabilny (co ma miejsce, np. gdy przyjmiemy zaªo»e-
nia z [H2]) oraz gdy punkt (y0, i0) nale»y do no±nika miary µΦ∗ , to twierdzenie Portmanteau
(zob. np. [Kle13, twierdzenie 2.1]) implikuje, »e ka»de otwarte otoczenie (y0, i0) jest jednostaj-
nie osi¡galne z innego (wystarczaj¡co maªego) otoczenia tego punktu z dodatni¡ miar¡ µΦ∗ ,
w danej liczbie kroków (por. wniosek 3.1 w [E3]). Ogólnie rzecz ujmuj¡c, tak¡ wªasno±¢ mo»e
by¢ jednak trudno bezpo±rednio zwery�kowa¢, a argument dziaªa tylko wtedy, gdy ªa«cuch
jest asymptotycznie stabilny. Dlatego proponujemy równie» bardziej praktyczny warunek za-
pewnienia osi¡galno±ci (ang. accessibility) (por. lemat 3.4 w [E3]), który dotyczy okre±lonych
powy»ej skªadowych modelu ({wθ}θ∈Θ i {Si}i∈I).

CLT i LIL dla procesów Markowa wykªadniczo ergodycznych w normie
Forteta-Mouriera

Aby w peªni scharakteryzowa¢ pod k¡tem wªasno±ci ergodycznych rozwa»an¡ klas¦ PDMPs
i powi¡zanych z nimi ªa«cuchów opisuj¡cych ich lokalizacje tu» po skokach, pozostaªo nam
wskaza¢ warunki, które zagwarantuj¡ zachodzenie CLT i LIL.
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Pocz¡tkowo naiwnie zakªadali±my, »e wystarczy skorzysta¢ z pewnych ogólnych wersji tych
twierdze« granicznych (tak jak w przypadku SLLN dla Φ w [H2]) dla procesów Markowa
o warto±ciach w polskich przestrzeniach metrycznych i wykªadniczo ergodycznych w metryce
Wassersteina (por. np. [KW12, twierdzenie 2.1] i [BMS12, twierdzenie 1]). Jednak»e wersje
CLT i LIL istniej¡ce w tamtym momencie nie byªy (zgodnie z nasz¡ wiedz¡) od-
powiednie dla badanych przez nas losowych ukªadów dynamicznych (kwesti¦ t¦
omówimy szerzej w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu). Stanowiªo to siln¡ motywacj¦
do zaproponowania nowych � w pewnym sensie bardziej ogólnych � wersji tych
twierdze« granicznych.

CLT jest, obok SLLN, najbardziej fundamentalnym twierdzeniem granicznym dla procesów
stochastycznych. Dla jednorodnego w czasie procesu Markowa ψ := {ψ(t)}t∈R+ (odpowiednio
- ªa«cucha Markowa ϕ := {ϕn}n∈N0) o warto±ciach w polskiej przestrzeni metrycznej E, z do-
woln¡ póªgrup¡ przej±cia {P (t)}t∈R+ (funkcj¡ przej±cia P ) i jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ pro-
babilistyczn¡ µ∗ (w zale»no±ci od kontekstu oznaczaj¡c¡ miar¦ niezmiennicz¡ albo dla P , albo
dla {P (t)}t∈R+), oraz dla dowolnej funkcji g : E → R, która jest lipschitzowska ograniczona,
i ḡ := g−

∫
E g dµ∗ mówimy, »e proces {ḡ(ψ(t))}t∈R+ ({ḡ(ϕn)}n∈N0) speªnia CLT, je±li ±rednia

1√
t

∫ t

0
ḡ (ψ(s)) ds

(
1√
n

n−1∑
i=0

ḡ (ϕi)

)

zbiega wedªug prawdopodobie«stwa, gdy t → ∞ (n → ∞), do zmiennej losowej o rozkªadzie
normalnym z warto±ci¡ oczekiwan¡ równ¡ zero.

Na LIL mo»na z kolei patrze¢ jak na bardziej precyzyjn¡ wersj¦ SLLN, w której tempo
zbie»no±ci (w porównaniu z tym z SLLN) jest poprawione z O(t) do O(ln(ln(t))). Mówi¡c
dokªadniej, LIL dostarcza precyzyjnych warto±ci dolnej i górnej granicy prawie wszystkich
ci¡gów, które skªadaj¡ si¦ z odpowiednio przeskalowanych caªek (lub sum cz¦±ciowych) z tra-
jektorii próbkowych badanego procesu stochastycznego. Co wi¦cej, LIL ilustruje ró»nic¦ po-
mi¦dzy stwierdzeniami maj¡cymi w tezie zbie»no±¢ z prawdopodobie«stwem 1 a tymi, które
mówi¡ o zbie»no±ci wedªug rozkªadu � takimi jak CLT. Korzystaj¡c z notacji wprowadzonej
powy»ej, powiemy, »e proces {ḡ(ψ(t))}t∈R+ ({ḡ(ϕn)}n∈N0) speªnia LIL, o ile

lim sup
t→∞

∫ t
0 ḡ(ψ(s))ds√
2t ln(ln(t))

= σ̄(ḡ) i lim inf
t→∞

∫ t
0 ḡ(ψ(s))ds√
2t ln(ln(t))

= −σ̄(ḡ) p.n.(
lim sup
n→∞

∑n−1
i=0 ḡ (ϕi)√

2n ln(ln(n))
= σ(ḡ) i lim inf

n→∞

∑n−1
i=0 ḡ(ϕi)√

2n ln(ln(n))
= −σ(ḡ) p.n.

)
dla pewnej 0 < σ̄(ḡ) <∞ (0 < σ(ḡ) <∞).

CLT i LIL pocz¡tkowo formuªowano jedynie dla niezale»nych zmiennych losowych o tym Tªo histo-
ryczne
bada« nad
twierdze-
niami gra-
nicznymi
dla pro-
cesów
Markowa.

samym rozkªadzie. Nast¦pnie zaproponowano ich uogólnione wersje dla martyngaªów (zob. np.
CLT w [Lév35] i LIL w [HS73, HH80]), co pozwoliªo dowodzi¢ kolejnych twierdze« granicznych
� tym razem ju» dla procesów Markowa.

Omówmy najpierw wyniki dla procesów Markowa z czasem dyskretnym (ªa«cuchów).
Pierwsze wyniki uzyskano dla ªa«cuchów stacjonarnych, dla których istnieje rozwi¡zanie rów-
nania Poissona µ∗-caªkowalne z kwadratem (zob. wersje CLT w [GL78, GL81, DL01]; liczne
wyniki zwi¡zane z klasycznym LIL podsumowano natomiast w [Bin86]). W kolejnych latach
podj¦to wiele prób zªagodzenia tego zaªo»enia. Przykªadowo, [KV86] odnosi si¦ do tak zwanych
odwracalnych ªa«cuchów Markowa (ang. reversible Markov chains) i opiera si¦ na pewnego ro-
dzaju przybli»aniu rozwi¡za« równania Poissona (zob. równie» [Lim00], gdzie wykazano LIL

19



dla odwracalnych procesów Markowa). Z kolei [MW00] i [ZW08] proponuj¡ pewne (w prak-
tyce do±¢ ªatwe do sprawdzenia) warunki, dotycz¡ce odpowiednio CLT i LIL oraz opieraj¡ce
si¦ na zbie»no±ci pewnych szeregów. Innym wartym odnotowania artykuªem jest [JT20], w któ-
rym gªówna hipoteza [MW00] zostaªa udowodniona w przypadku jedynie subgeometrycznego
tempa zbie»no±ci (w metryce Wassersteina) rozkªadu ªa«cucha Markowa do jego rozkªadu
stacjonarnego.

W ostatnim czasie uwaga badaczy skupia si¦ jednak na niestacjonarnych ªa«-
cuchach Markowa (czyli takich, które niekoniecznie startuj¡ ze swojego rozkªadu
stacjonarnego). Pewne klasyczne wyniki dotycz¡ce CLT i LIL dla takich ªa«cu-
chów mo»na znale¹¢ w [MT93b]. Obejmuj¡ one te ªa«cuchy Markowa, które s¡
(dodatnio) powracaj¡ce w sensie Harrisa i aperiodyczne (ang. positive Harris rec-
curent and aperiodic Markov chains) (lub równowa»nie nieredukowalne i ergo-
dyczne w normie wahania caªkowitego) i dla których speªniony jest warunek dryfu
w kierunku maªych zbiorów (co gwarantuje istnienie odpowiedniego rozwi¡zania
równania Poissona). Takie wymagania s¡ jednak praktycznie nieosi¡galne, gdy
rozwa»amy ogólne (niekoniecznie lokalnie zwarte) przestrzenie stanów. Dlatego
w celu wykazania twierdze« granicznych dla geometrycznie ergodycznych (w me-
tryce Wassersteina) ªa«cuchów Markowa o warto±ciach w przestrzeniach polskich
w kilku ostatnich pracach � w tym [BMS12] i [GHSZ19] � zaproponowano zupeªnie
nowe sposoby rozwi¡zania tego problemu. Co wa»ne, w »adnej z tych prac nie wy-
maga si¦ istnienia rozwi¡zania równania Poissona. Nasze wyniki, zaprezentowane
w artykuªach [H4] i [H5], maj¡ podobny charakter, aczkolwiek s¡ pod pewnymi
wzgl¦dami bardziej praktyczne (co uzasadniaj¡ odpowiednie przykªady w tych ar-
tykuªach; por. sekcja 4 w [H4] i sekcja 5 w [H5]).

W pracach [H4] i [H5] dowodzimy odpowiednio pewnych wersji CLT i LIL (w przy- Podsumo-
wanie
wyników
z [H4]
i [H5].

padku LIL dowodzimy nawet jego wariantu funkcjonalnego, tj. zasady niezmien-
niczo±ci Strassena dla LIL) dla podklasy niestacjonarnych ªa«cuchów Markowa
ewoluuj¡cych w ogólnych (polskich) przestrzeniach metrycznych, przy czym wy-
korzystujemy w tym celu rodzaj geometrycznego mieszania w odlegªo±ci Forteta-
-Mouriera (zob. de�nicj¦ w [Hai02]) i warunek typu Fostera-Lapunowa (�drugiego
rz¦du� dla CLT i �wy»szego ni» drugi rz¦du� dla LIL). Jak ju» wspomnieli±my wy-
»ej, podobne wyniki � cho¢ oparte na geometrycznym mieszaniu w odlegªo±ci Wassersteina �
przedstawiono w [GHSZ19] i [BMS12]. Dodatkowo warunek mieszania zaªo»ony w [GHSZ19]
i [BMS12] ma nieco inny charakter ni» ten w naszych pracach, a który w szczególno±ci nie
wymaga zale»no±ci od odlegªo±ci mi¦dzy miarami pocz¡tkowymi. Mówi¡c dokªad-
niej, w [H4] i [H5] dowody gªównych wyników (tj. twierdzenia 3.2 w [H4] i twierdzenia 4.7
w [H5]) opieraj¡ si¦ na nast¦puj¡cym warunku: dla dowolnych dwóch borelowskich miar pro-
babilistycznych µ1 i µ2 istnieje funkcja ci¡gªa V : E → R+ oraz pewne staªe c > 0 i q ∈ (0, 1),
takie »e

dFM (µ1P
n, µ2P

n) ≤ cqn
(
1 +

∫
E
V d (µ1 + µ2)

)
dla ka»dego n ∈ N0, (11)

gdzie dFM oznacza metryk¦ Forteta-Mouriera (co oczywi±cie odnosi si¦ do pomysªówM. Hairera
pochodz¡cych z [Hai02]). Z kolei w [BMS12] i [GHSZ19] wymaga si¦, aby dla dowolnych dwóch
borelowskich miar probabilistycznych µ1 i µ2 (o sko«czonych pierwszych momentach) istniaªy
staªe c > 0 i q ∈ (0, 1), takie »e

dW (µ1P
n, µ2P

n) ≤ cqndW (µ1, µ2) dla ka»dego n ∈ N0, (12)

gdzie dW oznacza metryk¦ Wassersteina.
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Motywacja do zast¡pienia warunku (12) warunkiem (11) wynika z prowadzenia
bada« nad pewnymi losowymi ukªadami dynamicznymi, omówionymi ju» wcze-
±niej w tym autoreferacie (zob. rozdziaª 4.3.2: PDMPs sterowane przez póªpotoki
przeª¡czane losowo, w tym de�nicje (3)-(5)), i wykorzystywanymi gªównie w bio-
logii molekularnej (por. [MTKY13, HHS16, LM99] i [H2]), do których nie byli±my
w stanie bezpo±rednio zastosowa¢ ani [BMS12, twierdzenia 1], ani [GHSZ19, twier-
dzenia 5.1]. Wynika to przede wszystkim z faktu, »e przy pewnych ogólnych wa-
runkach naªo»onych na rozwa»any model (które wydaj¡ si¦ by¢ rozs¡dne z punktu
widzenia wi¦kszo±ci zastosowa«) nierówno±¢ (12) okazuje si¦ by¢ trudna � lub na-
wet niemo»liwa � do wykazania, podczas gdy te same warunki w naturalny sposób
implikuj¡ (11) (co pokazano np. w twierdzeniu 4.1 w [H2]).

Warto tak»e podkre±li¢, »e w pracach [H4] i [H5] nie zakªadamy bezpo±red-
nio warunku (11), poniewa» zazwyczaj nieªatwo udowodni¢ go wprost. Zamiast
tego proponujemy zestaw warunków � stosunkowo ªatwych do zwery�kowania �
które prowadz¡ nie tylko do wªasno±ci geometrycznego mieszania (11), lecz tak»e
do tego, »e istnieje jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna badanego procesu
(co wynika z [KS20, twierdzenia 2.1]), jak równie» do po»¡danych twierdze«, tj.
CLT (twierdzenie 3.2 w [H4]) i LIL (twierdzenie 4.7 w [H5]).

Klas¦ niestacjonarnych ªa«cuchów Markowa-Fellera, dla których dowodzimy CLT i LIL,
mo»emy scharakteryzowa¢ przez dwie wªasno±ci. Pierwsza z nich dotyczy istnienia odpowied-
niego sprz¦»enia markowowskiego (a wi¦c sparowanego ªa«cucha Markowa), którego funkcja
przej±cia mo»e by¢ rozbita na dwie cz¦±ci, z których jedna jest zw¦»aj¡ca i � w pewnym sensie
� dominuj¡ca nad drug¡. Konstrukcj¦ takiego sprz¦»enia adaptujemy z prac [Cza18, KS20],
które z kolei inspirowane s¡ wynikami M. Hairera [Hai02]. W ramach tego podej±cia mo-
»emy oszacowa¢ (z tempem geometrycznym) ±redni¡ odlegªo±¢ mi¦dzy sparowanymi kopiami
badanego ªa«cucha. Wynik ten, przedstawiony w lematach 2.2 i 2.3 w [H4], nieco uogólnia wªa-
sno±¢ geometrycznego mieszania pokazan¡ przez R. Kapic¦ i M. �l¦czk¦ w dowodzie [KS20,
twierdzenie 2.1]. Dowody tych lematów s¡ interesuj¡ce same w sobie, a ponadto wyja±niaj¡
rozumowanie przedstawione w [KS20]. W rzeczywisto±ci lematy 2.2 i 2.3 odgrywaj¡ kluczow¡
rol¦ zarówno w [H4], jak i w [H5]. Drug¡ wªa±ciwo±ci¡ charakteryzuj¡c¡ wyró»nion¡ klas¦ ªa«-
cuchów Markowa-Fellera jest nieliniowy warunek typu Lapunowa. Jednymi z najprostszych
klas ªa«cuchów Markowa speªniaj¡cych obie wymagane wªasno±ci s¡ te generowane przez lo-
sowe IFSs z dowoln¡ liczb¡ przeksztaªce«, i wzgl¦dem których mo»na przyj¡¢ zaªo»enie, »e s¡
zw¦»aj¡ce w ±redniej (zob. np. [Wer05, HS06, �11, KS20]).

W dowodzie twierdzenia 3.2 w [H4] korzystamy równie» z wyników [MW00] M. Maxwella
i M. Woodroofa, które czyni¡ go bardziej zwi¦zªym i mniej technicznym ni» klasyczne do-
wody oparte bezpo±rednio na metodach martyngaªowych. Dowody w [D2] i [Hor16] przepro-
wadzono w tym samym duchu, chocia» tylko dla pewnych szczególnych przypadków ªa«cuchów
Markowa. Warto tak»e wspomnie¢, »e zaproponowane w [H4] warunki s¡ wystarczaj¡ce
do wykazania zasady niezmienniczo±ci Donskera dla CLT (por. [Bil99]), o ile ªa«-
cuch Markowa jest stacjonarny.

Nale»y przy tym wspomnie¢, »e niektóre techniki dowodowe zastosowane w [H5] adap-
tujemy z artykuªów [BMS12] i [D1], które z kolei odnosz¡ si¦ do wyników C.C. Heydego
i D.J. Scotta [HS73] dla martyngaªów. Na pocz¡tku sekcji 4 w [H5] przedstawiamy równie»
kilka ogólnych obserwacji dotycz¡cych martyngaªów (zob. lematy 3.2-3.5), które s¡ przydatne
w dowodzie gªównego wyniku, tj. twierdzenia 4.7.

Aby uzasadni¢ przydatno±¢ nowo wprowadzonych ogólnych wersji CLT (twier-
dzenie 3.2 w [H4]) i LIL (twierdzenie 4.7 w [H5]), korzystamy z nich, dowodz¡c CLT
(twierdzenie 4.1 w [H4]) i LIL (twierdzenie 5.2 w [H5]) dla konkretnego niestacjo-
narnego ªa«cucha Markowa Φ, którego funkcja prawdopodobie«stwa przej±cia jest
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wyra»ona przez wzór (5), a którego mo»liwe zastosowania omówiono w rozdziale 4.3.2:
PDMPs sterowane przez póªpotoki przeª¡czane losowo tego autoreferatu.

Przejd¹my teraz do omówienia twierdze« granicznych dla procesów Markowa z czasem
ci¡gªym. Podobnie jak w przypadku dyskretnym, pocz¡tkowo byªy one formuªowane jedy-
nie dla procesów stacjonarnych (np. dla procesów ergodycznych z generatorami normalnymi
w [Hol05], jako rozszerzenie wyników z [GL81]; zob. równie» [OLK12]). Nast¦pnie uzyskano
kilka wyników dotycz¡cych niestacjonarnych procesów Markowa z czasem ci¡gªym. Prawdopo-
dobnie najbardziej ogólnym (jak dot¡d) wynikiem tego rodzaju jest [KW12, twierdzenie 2.1]
(jego odpowiednik dotycz¡cy przypadku czasu dyskretnego znajdziemy w [GHSZ19]).

W [E1] wykazujemy wersj¦ CLT dla ci¡gªych w czasie procesów Markowa- Podsumo-
wanie
wyników
z [E1].

-Fellera (z polsk¡ przestrzeni¡ stanów), które s¡ wykªadniczo ergodyczne w me-
tryce Forteta-Mouriera i speªniaj¡ ci¡gª¡ wersj¦ warunku typu Fostera-Lapunowa.
Ponownie gªówn¡ motywacj¡ do sformuªowania i udowodnienia takiego twierdzenia jest nie-
mo»no±¢ bezpo±redniego zastosowania istniej¡cej wersji CLT (w tym przypadku [KW12, twier-
dzenia 2.1] T. Komorowskiego i A. Walczuka) do pewnej podklasy PDMPs, przynajmniej przy
(wzgl¦dnie naturalnych) zaªo»eniach narzuconych w propozycji 7.2 w [H2] (por. rozdziaª 4.3.2:
PDMPs sterowane przez póªpotoki przeª¡czane losowo tego autoreferatu).

Gªównym problemem w omawianym przypadku jest trudno±¢ ustalenia, w jaki sposób po-
kaza¢ wykªadnicze mieszanie w sensie warunku (H1), zakªadanego w [KW12], który wymaga
pewnej formy lipschitzowskiej ci¡gªo±ci (wzgl¦dem metryki Wassersteina dW) ka»dego opera-
tora P (t). Dokªadniej rzecz ujmuj¡c, autorzy zakªadaj¡ istnienie staªych γ > 0 oraz c̄ < ∞,
takich »e dla dowolnych dwóch borelowskich miar probabilistycznych µ1 i µ2 (o sko«czonych
pierwszych momentach) zachodzi warunek

dW (µ1P (t), µ2P (t)) ≤ c̄e−γtdW (µ1, µ2) dla ka»dego t ∈ R+. (13)

Zauwa»yli±my zatem potrzeb¦ zaproponowania nowego, nieco bardziej u»ytecznego (podob-
nie jak w przypadku dyskretnym) kryterium, które wymagaªoby sªabszej formy warunku (13).
Dokªadniej mówi¡c, zamiast (13) wymagamy istnienia pewnej staªej γ > 0, takiej »e dla dowol-
nych dwóch borelowskich miar probabilistycznych µ1 i µ2 istnieje funkcja ci¡gªa V : E → [0,∞)
oraz staªe c̄ > 0, δ ∈ (0, 1) o wªasno±ci

dFM (µP (t), νP (t)) ≤ c̄e−γt

(∫
E
V d(µ+ ν) + 1

)δ

dla ka»dego t ∈ R+. (14)

Dodatkow¡ zalet¡ naszego podej±cia jest to, »e metryka Forteta-Mouriera jest sªabsza ni»
metryka Wassersteina � m.in. w tym sensie, »e umo»liwia wykorzystanie technik sprz¦gania
(wprowadzonych przez M. Hairera w [Hai02]) do wykazania wykªadniczego mieszania w me-
tryce dFM. To podej±cie zawodziªoby w przypadku metryki dW.

Jak wspomniano wcze±niej, dowód naszego gªównego wyniku, tj. twierdzenia 2.1 w [E1],
pod wieloma wzgl¦dami opiera si¦ na rozumowaniu przedstawionym w [KW12]. Jednak nale»y
podkre±li¢, »e bez zaªo»enia pewnego rodzaju lipschitzowsko±ci póªgrupy {P (t)}t∈R+ , takiej jak
(13) (lub jej odpowiednik w przypadku dyskretnym, zakªadany np. w [GHSZ19]; zob. równie»
[BMS12]), udowodnienie gªównych twierdze« granicznych � takich jak CLT czy LIL � wymaga
du»o bardziej subtelnych argumentów, co znajduje odzwierciedlenie równie» w pracach [H4],
[H5] czy [KPS13]. Co najwa»niejsze, w przypadku warunku (14) tzw. korektor χ : E → R,
okre±lony wzorem

χ(x) =

∫ ∞

0
P (t)ḡ(x) dt dla dowolnego x ∈ E,

nie musi by¢ lipschitzowski (co jest istotnym argumentem w dowodzie [KW12, twierdze-
nia 2.1]), a jedynie ci¡gªy. Inny problem dotycz¡cy naszego podej±cia wynika z faktu, »e sªaba
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zbie»no±¢ rozkªadu procesu (do jego rozkªadu stacjonarnego), gwarantowana przez (14), daje
zbie»no±¢ odpowiednich caªek, o ile caªkowane funkcje s¡ nie tylko ci¡gªe, lecz tak»e ograniczone
� co oczywi±cie nie jest wymagane wtedy, gdy korzystamy z metryki Wassersteina. Pokona-
nie tej trudno±ci jest mo»liwe (zob. lemat 3.9 w [E1]) dzi¦ki zastosowaniu [Bog07, lematu
8.4.3], który pozwala zast¡pi¢ ograniczono±¢ caªkowanej funkcji jej jednostajn¡ caªkowalno±ci¡
wzgl¦dem rodziny miar skªadaj¡cych si¦ na rozwa»any ci¡g zbie»ny.

W sekcji 4 w [E1] omawiamy szczegóªowo reprezentacj¦ σ2, czyli wariancji gra-
nicznej rozkªadu normalnego wyst¦puj¡cego w twierdzeniu 2.1, a w sekcji 5 w [E1]
uzasadniamy u»yteczno±¢ udowodnionego kryterium (tj. twierdzenia 2.1), wyko-
rzystuj¡c je do wykazania CLT dla PDMP Ψ rozwa»anego w [E2] (zob. wniosek
5.1 w [E1]).

Naszym przyszªym celem b¦dzie natomiast wykazanie odpowiednika twierdzenia 2.1 w [E1],
który dotyczyªby LIL dla procesów Markowa-Fellera z czasem ci¡gªym (z polsk¡ przestrzeni¡
stanów), które s¡ wykªadniczo ergodyczne w odlegªo±ci Forteta-Mouriera i speªniaj¡ ci¡gª¡
wersj¦ warunku Fostera-Lapunowa. Pewnych inspiracji mo»na szuka¢ nie tylko w [E1], lecz
tak»e w [KPS13].

Na koniec podsumujmy krótko wyniki przedstawione w [E4]. Gªównym celem tej pracy Podsumo-
wanie
wyników
z [E4].

jest udowodnienie LIL dla okre±lonej klasy PDMP (omówionej szczegóªowo w roz-
dziale 4.3.2: PDMPs sterowane przez póªpotoki przeª¡czane losowo tego autore-
feratu). LIL dla Ψ (zob. de�nicje (1) i (2)) celowo dowodzimy w taki sposób, by
wykorzysta¢ (wykazane ju» w twierdzeniu 5.2 w [H5]) LIL dla odpowiadaj¡cego
mu ªa«cucha Φ opisuj¡cego jego stany tu» po skokach.

Zasadniczo wybrana przez nas metoda dowodowa pozwala podzieli¢ gªówny problem na dwa
pomniejsze zagadnienia, które analizujemy oddzielnie (odpowiednio w sekcjach 3.2 i 3.3 w [E4]).
Pierwsze z nich rozwi¡zujemy, korzystaj¡c z wersji LIL dla martyngaªów caªkowalnych z kwa-
dratem, której dowód w znacznej mierze opiera si¦ na zastosowaniu [HS73, twierdzenia 1],
a tak»e technik sprz¦gania � w podobny sposób, jak w dowodzie lematu 2.2 w [H4]. Rozwi¡za-
nie drugiego zagadnienia wymaga skorzystania z LIL dla ªa«cucha Φ powi¡zanego z PDMP Ψ.

Podsumowuj¡c ten i poprzednie rozdziaªy niniejszego autoreferatu, zwró¢my
uwag¦, »e trudno±¢ naszych bada« wynika z faktu, i» na przestrze« fazow¡ rozwa»a-
nego procesu nie nakªadamy »adnych istotnych restrykcji, takich jak np. zwarto±¢.
Zaªo»enie zwarto±ci (czy nawet lokalnej zwarto±ci) ograniczyªoby zakres stoso-
walno±ci otrzymanych wyników jedynie do przestrzeni sko«czenie wymiarowych.
Wiemy jednak, »e modelowanie wielu zjawisk rzeczywistych mo»liwe jest tylko
w ramach przestrzeni funkcyjnych, stanowi¡cych uniwersa niesko«czenie wymia-
rowe (np. w modelu autoregulacji genu rozpatruje si¦ przestrze« fazow¡ zªo»on¡
z funkcji ci¡gªych okre±laj¡cych koncentracj¦ zwi¡zków chemicznych w poszcze-
gólnych punktach cytoplazmy komórki).

Losowe homeomor�zmy okre±lone na odcinku

W [H6] rozwa»amy IFS generowany przez homeomor�zmy zachowuj¡ce orientacj¦ Podsumo-
wanie
yników
z [H6].

na przedziale [0, 1], wcze±niej badany (mi¦dzy innymi) przez K. Czudka i T. Szarka
w [CS20], i dowodzimy, »e oprócz CLT (patrz [CS20, twierdzenie 4]), speªnia on
tak»e LIL.
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Przypomnijmy najpierw de�nicj¦ dopuszczalnego (ang. admissible) IFS. Niech f1, . . . , fN
b¦d¡ rosn¡cymi homeomor�zmami przedziaªu [0, 1], takimi »e dla ka»dego x ∈ (0, 1) istniej¡
indeksy i, j ∈ {1, . . . , N}, dla których fi(x) < x < fj(x). Zakªadamy, »e wszystkie homeomor-
�zmy s¡ ró»niczkowalne w 0 i 1 oraz maj¡ pochodne ró»ne od zera. Ponadto niech (p1, ..., pN )
b¦dzie wektorem prawdopodobie«stwa, takim »e

N∑
i=1

pi log
(
f ′i(0)

)
> 0 i

N∑
i=1

pi log
(
f ′i(1)

)
> 0.

Wówczas rodzin¦ (f1, . . . , fN ; p1, . . . , pN ) nazywamy dopuszczalnym IFS .
Ustalmy dowolny dopuszczalny IFS (f1, . . . , fN ; p1, . . . , pN ). Zauwa»my, »e generuje on

j¡dro stochastyczne P : [0, 1]× B([0, 1]) → [0, 1] opisane wzorem

P (x,A) =
N∑
i=1

piδx
(
f−1
i (A)

)
dla wszystkich x ∈ [0, 1], A ∈ B([0, 1]). (15)

Ponadto odpowiadaj¡cy mu regularny operator Markowa P jest fellerowski ze wzgl¦du na ci¡-
gªo±¢ funkcji fi, i ∈ {1, . . . , N}.

W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu przez {Xn}n∈N b¦dziemy oznacza¢ ªa«cuch Markowa z funk-
cj¡ przej±cia P , zde�niowany na przestrzeni ([0, 1]N,B([0, 1]N)) wyposa»onej w odpowiedni
zbiór {Pν}ν miar probabilistycznych na B([0, 1]N), takich »e Pν(Xn+1 ∈ A|Xn = x) = P (x,A)
i Pν(X1 ∈ A) = ν(A) dla ka»dej borelowskiej miary probabilistycznej ν na [0, 1].

W artykule [CS20], oprócz dowodu CLT, znajduje si¦ tak»e prosty dowód jednoznacznej
ergodyczno±ci (ang. unique ergodicity) operatora Markowa P , okre±lonego przez równo±¢ (15),
w otwartym przedziale (0, 1). Dokªadniej rzecz ujmuj¡c, [CS20, twierdzenie 1] mówi, »e P
posiada jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡ µ∗ na (0, 1), która jest bezatomowa,
a [CS20, twierdzenie 2] daje asymptotyczn¡ stabilno±¢ operatora P w przestrzeni miar proba-
bilistycznych z no±nikiem (0, 1) (tzn. µ∗((0, 1)) = 1 i limn→∞

∫
[0,1] φd(µP

n) =
∫
[0,1] φdµ∗ dla

ka»dej funkcji ci¡gªej φ : [0, 1] → R).
Nale»y podkre±li¢, »e historycznie takie zjawisko zostaªo po raz pierwszy udowodnione przez

L. Alsed¦ i M. Misiurewicza dla pewnych ukªadów funkcyjnych skªadaj¡cych si¦ z homeo-
mor�zmów kawaªkami liniowych (zob. [AM14]). Ogólniejsze IFSs byªy nast¦pnie rozwa»ane
przez M. Gharaei i A.J. Homburga w [GH17] ([CS20, twierdzenia 1 i 2] s¡ jedynie powtó-
rzeniem tych argumentów). Ostatnio D. Malicet równie» wykazaª jednoznaczn¡ ergodyczno±¢
jako konsekwencj¦ wªasno±ci zw¦»ania dla jednorodnych w czasie spacerów losowych po grupie
topologicznej homeomor�zmów zde�niowanych na okr¦gu (zob. [Mal17]). Jego dowód z kolei
opiera si¦ na zasadzie niezmienniczo±ci A. Avili i M. Viany (por. [AV10]).

Niech φ : [0, 1] → R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ lipschitzowsk¡, tak¡ »e
∫
[0,1] φdµ∗ = 0, gdzie

µ∗ jest jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ operatora P na (0, 1), oraz niech {X∗
n}n∈N

b¦dzie ªa«cuchem Markowa z funkcj¡ przej±cia P , okre±lon¡ przez (15), startuj¡cym z rozkªadu
µ∗ (a wi¦c stacjonarnym ªa«cuchem Markowa z funkcj¡ przej±cia P ).

Dowód CLT dla {φ(Xn)}n∈N podany w pracy [CS20] opiera si¦ na wykorzystaniu warunku
Maxwella-Woodroofe'a [MW00] dla ergodycznych stacjonarnych ªa«cuchów Markowa. Bezpo-
±rednie zastosowanie wyników z [MW00] pozwala udowodni¢ CLT dla stacjonarnego ªa«cucha
Markowa {φ(X∗

n)}n∈N � tak zwane wy»arzone (ang. annealed) CLT. Natomiast je±li dodat-
kowo zastosujemy techniki sprz¦gania do oceny odlegªo±ci mi¦dzy transformat¡ Fouriera sta-
cjonarnego ªa«cucha Markowa i transformat¡ Fouriera dowolnego niestacjonarnego ªa«cucha
Markowa, to uzyskamy tak zwane wygaszone (ang. quenched) CLT.
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Podobnie w [H6] najpierw udowadniamy LIL dla stacjonarnego ªa«cucha
Markowa {φ(X∗

n)}n∈N (propozycja w [H6]). Argumenty w tym przypadku opieraj¡
si¦ na wynikach O. Zhao i M. Woodroofe'a [ZW08]. Dokªadniej mówi¡c, aby pokaza¢
LIL dla ªa«cucha {φ(X∗

n)}n∈N, sprawdzamy warunek Zhao-Woodroofe'a w postaci

∞∑
n=1

(
ln(n)

n

)3/2
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

P kφ

∥∥∥∥∥
L2(µ∗)

<∞,

gdzie ∥·∥L2(µ∗) oznacza norm¦ w przestrzeni L2 wzgl¦dem niezmienniczej miary probabilistycz-
nej µ∗ operatora P na (0, 1) (por. [ZW08, twierdzenie 1 i wniosek 1]).Nast¦pnie, korzystaj¡c
z oblicze« podanych w [CS20], wykazujemy wygaszone LIL (twierdzenie w [H6]).

Ostatnio udowodniono twierdzenia graniczne (zarówno CLT, jak i LIL) w przy-
padku ró»nych niestacjonarnych procesów Markowa (zob. np. nasze prace [H4]
i [H5], omówione w poprzedniej sekcji, a tak»e artykuªy [DL01, LS05, KW12,
OLK12, BMS12, GHSZ19]). Wi¦kszo±¢ z nich jest sformuªowana dla procesów
Markowa z prawdopodobie«stwami przej±cia speªniaj¡cymi wªasno±¢ luki spek-
tralnej w normie caªkowitego wahania lub przynajmniej w normie Wassersteina/
Forteta-Mouriera. Nie jest jednak jasne, czy ªa«cuch Markowa {Xn}n∈N odpowia-
daj¡cy dopuszczalnemu IFS (f1, . . . , fN ; p1, . . . , pN ) speªnia takie warunki. Ponadto
w przypadku, gdy ka»da z funkcji fi, i ∈ 1, . . . , N , ma punkty staªe w 0 i 1, nie
jest mo»liwe, aby zaszedª którykolwiek z warunków zw¦»ania (ani ten z prac [H4]
i [H5], ani ten z [BMS12, GHSZ19], z których ka»dy implikuje geometryczn¡ er-
godyczno±¢ operatora P ). Dlatego � o ile nam wiadomo � do rozwa»anego ukªadu
dynamicznego nie mo»na bezpo±rednio zastosowa¢ »adnego z istniej¡cych kryte-
riów dla wygaszonego CLT czy LIL.

W przyszªo±ci interesuj¡ce mo»e by¢ zbadanie walidacji zasady wielkich odchyle« (ang.
large deviations principle) oparte na warunkach typu Maxwella-Woodroofe'a czy Zhao-
-Woodroofe'a. O ile nam wiadomo, nie ma dot¡d literatury na ten temat, wi¦c konieczne
b¦dzie opracowanie nowych metod.
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4.3.3 Prezentacja gªównych twierdze« skªadaj¡cych si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

[H1] E-wªasno±¢ w przypadku operatorów Markowa-Fellera, które

s¡ asymptotycznie stabilne

Niech (E, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡. Dwa gªówne wyniki z pracy [H1] brzmi¡ nast¦puj¡co:

Twierdzenie 4.1 (twierdzenie 3.1 w [H1]). Niech P b¦dzie asymptotycznie stabilnym opera-
torem Markowa-Fellera o warto±ciach w przestrzeni E. Wówczas zbiór punktów, w których P
nie speªnia e-wªasno±ci w Cb(E), jest zbiorem pierwszej kategorii, podczas gdy zbiór punktów,
w których P ma e-wªasno±¢ w Cb(E), jest g¦sty w E.

Twierdzenie 4.2 (twierdzenie 3.5 w [H1]). Niech P b¦dzie asymptotycznie stabilnym operato-
rem Markowa-Fellera o warto±ciach w przestrzeni E, a µ∗ oznacza jego jedyn¡ niezmiennicz¡
miar¦ probabilistyczn¡. Wówczas P ma e-wªasno±¢ w Cb(E), o ile istnieje przynajmniej jeden
punkt z ∈ supp(µ∗), w którym P ma e-wªasno±¢ w Cb(E).

Twierdzenia 4.1 i 4.2 implikuj¡ nast¦puj¡cy wynik, znany z pracy [HSZ17] S.C. Hillego,
T. Szarka i M. Ziemla«skiej:

Twierdzenie 4.3 (por. [HSZ17, twierdzenie 2.3]). Niech P b¦dzie asymptotycznie stabilnym
operatorem Markowa-Fellera o warto±ciach w przestrzeni E, a µ∗ oznacza jego jedyn¡ nie-
zmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡. Je±li Int(supp(µ∗)) ̸= ∅, to P speªnia e-wªasno±¢ w Cb(E).

Rzeczywi±cie, zgodnie z twierdzeniem 4.1, je±li wn¦trze no±nika niezmienniczej miary proba-
bilistycznej operatora Markowa-Fellera P (asymptotycznie stabilnego) jest niepuste, to istnieje
przynajmniej jeden punkt w tym no±niku, w którym P ma e-wªasno±¢. To z kolei oznacza, na
mocy twierdzenia 4.2, »e P ma e-wªasno±¢ w dowolnym punkcie.

Oznaczmy przez Lipb,1(E) podprzestrze« przestrzeni Lipb(E) okre±lon¡ wzorem

Lipb,1(E) := {f ∈ Lipb(E) : ∥f∥BL ≤ 1} , (16)

gdzie norma ∥ · ∥BL jest zde�niowana jako

∥f∥BL := max

{
∥f∥∞, sup

x ̸=y

|f(x)− f(y)|
ρ(x, y)

}
dla dowolnej f ∈ Lipb(E). (17)

W dowodzie twierdzenia 4.2 korzystamy z [HSZ17, lematu 2.4]; z kolei w dowodzie twierdze-
nia 4.1 wykorzystujemy nast¦puj¡cy fakt:

Lemat 4.1 (lemat 3.4 w [H1]). Ka»dy regularny operator Markowa P , który jest asymptotycz-
nie stabilny i ma e-wªasno±¢ w Lipb,1(E) w punkcie z ∈ E, ma równie» e-wªasno±¢ w Cb(E)
w tym punkcie.

W tym miejscu zwró¢my tak»e uwag¦ na fakt, »e dzi¦ki lematowi 4.1 mo»emy natychmiast
uogólni¢ [HSZ17, twierdzenie 2.3] wzgl¦dem jego pierwotnej wersji, która dotyczyªa jedynie
e-wªasno±ci w Lipb(E), do twierdzenia 4.3, mówi¡cego ju» o e-wªasno±ci w Cb(E).

Na zako«czenie warto zaznaczy¢, »e w sekcji 4 artykuªu [H1] prezentujemy dwa istotne
przykªady. W pierwszym z nich konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-
Fellera P o g¦stym zbiorze punktów, w których nie zachodzi e-wªasno±¢ w Cb(S). Oczywi-
±cie jest to nietrywialny zbiór pierwszej kategorii. W ten sposób uzasadniamy ±cisªo±¢ twier-
dzenia 4.1. W drugim przykªadzie konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-
Fellera P tak, »e zbiór punktów, w których nie zachodzi e-wªasno±¢ w Cb(S), ma dodatni¡ miar¦
Lebesgue'a, co oznacza, »e jest to zbiór nieprzeliczalny.
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Wyniki zaprezentowane w [H1] uzupeªniaj¡ i precyzuj¡ opis zale»no±ci po-
mi¦dzy e-wªasno±ci¡ a asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ operatorów Markowa w ogól-
nych (polskich) przestrzeniach metrycznych. Warto zaznaczy¢, »e uogólniaj¡ one
[HSZ17, twierdzenie 2.3].

[H2] Wªasno±ci ergodyczne pewnego PDMP, wykorzystywanego

do modelowania ekspresji genów

Niech (E, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡. PrzezM(E) iM1(E) oznaczmy � odpowiednio � prze-
strze« wszystkich sko«czonych i nieujemnych miar borelowskich na E oraz podprzestrze« tej
przestrzeni, skªadaj¡c¡ si¦ z miar probabilistycznych. Ponadto dla danej funkcji borelowskiej
V : E → R+ i dowolnego r > 0 rozwa»my podprzestrze« MV

1,r(E) przestrzeni M1(E), skªa-
daj¡c¡ si¦ ze wszystkich miar z r-tym momentem sko«czonym wzgl¦dem V , tzn.

MV
1,r(E) :=

{
µ ∈ M1(E) :

∫
E
V r dµ <∞

}
.

Do oszacowania odlegªo±ci mi¦dzy miarami b¦dziemy u»ywa¢ metryki Forteta-Mouriera, która
na M(E) jest oczywi±cie dana wzorem

dFM(µ, ν) := sup
f∈Lipb,1(E)

∣∣∣∣∫
E
f d(µ− ν)

∣∣∣∣ dla wszystkich µ, ν ∈ M(E), (18)

gdzie zbiór Lipb,1(E) jest zde�niowany przez (16).

Rozwa»my o±rodkow¡ przestrze« Banacha (H, ∥ · ∥) oraz zbiór Y ⊂ H domkni¦ty w tej
przestrzeni (zwró¢my uwag¦, »e o Y mo»emy my±le¢ jak o polskiej przestrzeni metrycznej
z metryk¡ indukowan¡ przez norm¦ ∥ · ∥ w H). Ponadto ustalmy przestrze« topologiczn¡
z miar¡ (Θ,B(Θ), ϑ), gdzie ϑ jest miar¡ borelowsk¡ sko«czon¡, a tak»e zbiór sko«czony I
z metryk¡ d dan¡ jako d(i, j) = 0, je±li i = j, oraz d(i, j) = 1 w przypadku przeciwnym.

W artykule [H2] badamy PDMP Ψ = {(Y (t), ξ(t))}t∈R+ , ewoluuj¡cy poprzez skoki wy-
st¦puj¡ce w losowych momentach τn, n ∈ N, które to momenty pokrywaj¡ si¦ z czasami
skoków procesu Poissona o danej intensywno±ci λ > 0. Zbiór {Si}i∈I póªpotoków, gdzie
Si : R+ × Y → Y , decyduje o deterministycznym zachowaniu ukªadu pomi¦dzy skokami,
a losowo wybierane transformacje ci¡gªe wθ : Y → Y , θ ∈ Θ, okre±laj¡, jakie stany osi¡ga
ukªad tu» po skokach (bardziej szczegóªowy opis znajduje si¦ w sekcji 2 w [H2], sekcji 4 w [H4],
sekcji 5 w [H5] lub sekcji 4.3.2: PDMPs sterowane przez póªpotoki przeª¡czane losowo w ni-
niejszym autoreferacie).

W przestrzeni X := Y × I zadajmy metryk¦ ρĉ w nast¦puj¡cy sposób:

ρĉ ((y1, i1), (y2, i2)) = ∥y1 − y2∥+ ĉ d(i1, i2) dla (y1, i1), (y2, i2) ∈ X,

gdzie ĉ ≥ 1 jest pewn¡ dostatecznie du»¡ staª¡ (zde�niowan¡ w [H2]).
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Formalnie rozwa»amy:

� jednorodny w czasie ªa«cuch Markowa Φ := {(Yn, ξn)}n∈N0 o warto±ciach w X (por. (2)
lub równania (2.3) i (2.4) w [H2]) z funkcj¡ przej±cia P : X×B(X) → [0, 1] zadan¡ wzo-
rem (5), gdzie {ξn}n∈N0 jest ci¡giem zmiennych losowych, o warto±ciach w I, opisuj¡cych
indeksy �aktualnie aktywnych� póªpotoków,

� oraz jednorodny w czasie proces Markowa Ψ := {(Y (t), ξ(t))}t∈R+ o warto±ciach w X
zde�niowany poprzez interpolacj¦ Φ za pomoc¡ (1) (póªgrup¦ przej±cia procesu Ψ b¦-
dziemy oznacza¢ symbolem {P (t)}t∈R+).

Doprecyzujmy teraz warunki, jakie narzucamy na skªadowe modelu, a wi¦c póªpotoki Si,
i ∈ I, macierze [πij ]i,j∈I ich prawdopodobie«stw (zale»nych od poªo»enia), ci¡gªe przeksztaªce-
nia wθ, θ ∈ Θ, decyduj¡ce o stanach ukªadu po skokach, a tak»e zwi¡zany z nimi zbiór {pθ}θ∈Θ
funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stw (równie» zale»nych od poªo»enia) wzgl¦dem miary ϑ. Za-
kªadamy, »e istniej¡ ȳ ∈ Y , funkcja L : Y → R+ ograniczona na zbiorach ograniczonych oraz
staªe α ∈ R, L, Lw, Lπ, Lp, cπ, cp > 0, takie »e

LLw + α/λ < 1, (19)

a ponadto, dla dowolnych i, i1, i2 ∈ I, y1, y2 ∈ Y , t ∈ R+, zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

sup
y∈Y

∫ ∞

0
e−λt

∫
Θ
∥wθ(Si(t, ȳ))− ȳ∥ pθ (Si(t, y)) ϑ(dθ) dt <∞, (M1)

∥Si1(t, y1)− Si2(t, y2)∥ ≤ Leαt ∥y1 − y2∥+ tL(y2) d(i1, i2), (M2)∫
Θ
∥wθ(y1)− wθ(y2)∥ pθ (y1) dθ ≤ Lw ∥y1 − y2∥ , (M3)∑

j∈I
|πij(y1)− πij(y2)| ≤ Lπ ∥y1 − y2∥ ,

∫
Θ
|pθ (y1)− pθ (y2)| dθ ≤ Lp ∥y1 − y2∥ , (M4)

∑
j∈I

πi1j(y1) ∧ πi2j(y2) ≥ cπ,

∫
Θ(y1,y2)

pθ (y1) ∧ pθ (y2) dθ ≥ cp, (M5)

gdzie Θ(y1, y2) := {θ ∈ Θ : ∥wθ(y1)− wθ(y2)∥ ≤ Lw∥y1 − y2∥}.

Zainteresowanych czytelników odsyªamy do sekcji 3 w [H2], gdzie omawiamy zasadno±¢ po-
wy»szych zaªo»e«. Pokazujemy tam m.in., »e warunek (M2) jest speªniony przez obszern¡
klas¦ póªpotoków dziaªaj¡cych w przestrzeniach re�eksywnych, b¦d¡cych przestrzeniami
Banacha (w szczególno±ci w przestrzeniach Hilberta). Dodatkowo szczegóªowo opisujemy,
w jaki sposób mo»na generowa¢ takie póªpotoki za pomoc¡ konkretnych równa« ró»niczkowych
z operatorami dyssypatywnymi (ang. di�erential equations involving dissipative operators; por.
[IK02, CK19]). Zauwa»amy te», »e warunek (M1) mo»na w wielu przypadkach ªatwo wypro-
wadzi¢ z dwóch innych warunków � a mianowicie (M2) i (M3).

Ponadto zauwa»amy, »e do±¢ naturalne s¡ warunki (M3)-(M5), które zapewniaj¡, »e ukªad
transformacji {wθ}θ∈Θ jest zw¦»aj¡cy w ±redniej, i nakªadaj¡ pewne dodatkowe ogranicze-
nia na prawdopodobie«stwa i g¦sto±ci w modelu. Takich warunków wymaga si¦ powszech-
nie np. w twierdzeniach dotycz¡cych wªasno±ci asymptotycznych klasycznych losowych IFSs
(por. [LY94] lub [Sza03]), które stanowi¡ szczególny przypadek naszego modelu dyskretnego.
W przykªadzie w pracy [Ste01] podkre±lono natomiast, »e zaªo»e« sformuªowanych w sposób
podobny do (M4) nie mo»na pomin¡¢, nawet w najprostszych scenariuszach. Mówi¡c do-
kªadniej, autor pracy [Ste01] zauwa»a, »e ukªad {(S1, p), (S2, 1 − p)} skªadaj¡cy si¦ z dwóch
operatorów zw¦»aj¡cych S1 i S2 oraz funkcji p dodatniej i ci¡gªej mo»e posiada¢ wi¦cej ni»
jedn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡ (chyba »e funkcja p speªnia co najmniej warunek
ci¡gªo±ci Diniego).
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W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu niech V : X → R+ b¦dzie dana wzorem V (y, i) = ∥y − ȳ∥
dla dowolnego (y, i) ∈ X. Gªównym celem artykuªu [H2] jest pokazanie, »e ªa«cuch Φ jest
geometrycznie ergodyczny (w metryce dFM).

Twierdzenie 4.4 (twierdzenie 4.1 w [H2]). Przypu±¢my, »e warunki (M1)-(M5) zachodz¡
ze staªymi speªniaj¡cymi nierówno±¢ (19). Wówczas operator Markowa P wyznaczony przez
funkcj¦ przej±cia P ªa«cucha Φ, okre±lon¡ wzorem (5), posiada jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¦
probabilistyczn¡ µΦ∗ , tak¡ »e µΦ∗ ∈ MV

1,1(X). Ponadto istnieje x̄ ∈ X i staªe c ∈ (0,∞),
q ∈ [0, 1), dla których

dFM(µPn, µΦ∗ ) ≤ c

(∫
X
ρĉ(x̄, ·) d

(
µ+ µΦ∗

)
+ 1

)
qn

dla ka»dego n ∈ N i wszystkich µ ∈ MV
1,1(X).

W dowodzie twierdzenia 4.4 korzystamy z techniki sprz¦gania asymptotycznego wprowa-
dzonej w [Hai02]. Dokªadniej: u»ywamy [KS20, twierdzenia 2.1], które dostarcza warunków
wystarczaj¡cych (w kontek±cie sprz¦gania markowowskiego), aby ogólny ªa«cuch Markowa
byª geometrycznie ergodyczny w sensie opisanym powy»ej.

Twierdzenie 4.4 pozwala nam nast¦pnie pokaza¢ SLLN dla ªa«cucha Φ. Mo»emy to zrobi¢,
odwoªuj¡c si¦ do ogólnego wyniku A. Shirikyana [Shi03] (zob. twierdzenie 6.2 w [H2], które
stanowi odpowiedni¡ mody�kacj¦ [Shi03, twierdzenia 2.1], bezpo±rednio wykorzystywan¡ w do-
wodzie twierdzenia 4.5).

Twierdzenie 4.5 (SLLN dla Φ; twierdzenie 4.3 w [H2]). Przypu±¢my, »e warunki (M1)-(M5)
zachodz¡ ze staªymi speªniaj¡cymi (19). Wówczas dla ka»dego g ∈ Lipb(X) i dowolnego stanu
pocz¡tkowego x ∈ X otrzymujemy

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

g(Yk, ξk) =

∫
X
g dµΦ∗ Px- p.n.,

gdzie µΦ∗ jest jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ operatora Markowa P (której ist-
nienie i jednoznaczno±¢ wynikaj¡ z twierdzenia 4.4).

Odt¡d b¦dziemy zakªada¢, »e Θ, czyli zbiór indeksów przeksztaªce« y 7→ wθ(y), jest wypo-
sa»ony w miar¦ sko«czon¡ ϑ.

Kolejny wynik dotyczy jednoznacznej odpowiednio±ci niezmienniczych miar probabilisty-
cznych operatora P (opisuj¡cego ewolucj¦ rozkªadu ªa«cucha Φ) i niezmienniczych miar pro-
babilistycznych póªgrupy {P (t)}t∈R+ (opisuj¡cej ewolucj¦ rozkªadu procesu Ψ).

Twierdzenie 4.6 (twierdzenie 4.4 w [H2]). Niech P dana wzorem (5) b¦dzie funkcj¡ przej-
±cia ªa«cucha Markowa Φ, oraz niech {P (t)}t∈R+ b¦dzie póªgrup¡ Markowa opisuj¡c¡ ewolucj¦
rozkªadu PDMP Ψ okre±lonego przez (1). Ponadto niech j¡dra stochastyczne G i W b¦d¡ od-
powiednio zadane wzorami (6) i (7). Wówczas zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje:

(1) Je±li µΦ∗ jest niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ operatora Markowa P , to µΨ∗ := µΦ∗G
jest niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ póªgrupy Markowa {P (t)}t∈R+ i µΨ∗ W = µΦ∗ .

(2) Je±li µΨ∗ jest niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ póªgrupy Markowa {P (t)}t∈R+ , to
µΦ∗ := µΨ∗ W jest niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ operatora Markowa P oraz
µΦ∗G = µΨ∗ .
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Poª¡czenie twierdze« 4.4 i 4.6 natychmiast prowadzi do nast¦puj¡cego wyniku:

Wniosek 4.1 (wniosek 4.5 w [H2]). Przypu±¢my, »e warunki (M1)-(M5) zachodz¡ ze sta-
ªymi speªniaj¡cymi (19). Wówczas póªgrupa Markowa {P (t)}t∈R+, opisuj¡ca dynamik¦ roz-
kªadu PDMP Ψ okre±lonego przez (1), posiada dokªadnie jedn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabi-
listyczn¡.

Nast¦pnie twierdzenia 4.5 i 4.6 pozwalaj¡ nam wykaza¢ SLLN dla Ψ.

Twierdzenie 4.7 (SLLN dla Ψ; twierdzenie 4.7 w [H2]). Przypu±¢my, »e warunki (M1)-(M5)
zachodz¡ z ograniczon¡ (lub � równowa»nie � staª¡) funkcj¡ L : Y → R+, oraz »e speªniona jest
nierówno±¢ (19). Wówczas dla dowolnej funkcji g ∈ Lipb(X) i dowolnego stanu pocz¡tkowego
(y, i) ∈ X otrzymujemy

lim
t→∞

1

t

∫ t

0
g (Y (s), ξ(s)) ds =

∫
X
g dµΨ∗ P(y,i)-p.n., (20)

gdzie µΨ∗ oznacza jedyny niezmienniczy rozkªad procesu Ψ (którego istnienie i jednoznaczno±¢
zostaªy wykazane we wniosku 4.1).

Dodatkowe zaªo»enie dotycz¡ce funkcji L zapewnia, »e operator g 7→ Gg zachowuje lip-
schitzowsk¡ ci¡gªo±¢. Jest ona konieczna z punktu widzenia metody zastosowanej w dowo-
dzie twierdzenia 4.7, gdy» pozwala na zastosowanie twierdzenia 4.5 do ªa«cucha Markowa
{Gg(Yn, ξn)}n∈N0 . Wspomniane wy»ej wymaganie jest oczywi±cie speªnione, gdy determini-
styczn¡ ewolucj¦ procesu Ψ okre±la tylko jeden póªpotok.

W sekcji 5 artykuªu [H2] zwracamy uwag¦ na ogólno±¢ badanego modelu abstrakcyjnego.
Pokazujemy, »e jest on wystarczaj¡co elastyczny, aby uchwyci¢ co najmniej dwa zupeªnie
ró»ne ukªady dynamiczne: pierwszy � odnosz¡cy si¦ do modelu (z czasem ci¡gªym) opisuj¡-
cego ekspresj¦ genów prokariotycznych (por. [MTKY13]); drugi � odnosz¡cy si¦ do modelu
(dyskretnego) autoregulacji genu u bakterii (por. [HHS16]). Cho¢ pierwszy z nich ewoluuje
w przestrzeni sko«czenie wymiarowej (a zatem mo»na go analizowa¢ za pomoc¡ nieco prost-
szych narz¦dzi matematycznych), wierzymy, »e poª¡czenie tych dwóch przykªadów pokazuje
uniwersalno±¢ prezentowanego podej±cia.

[H3] Ci¡gªa zale»no±¢ miary niezmienniczej pewnego PDMP

od wska¹nika intensywno±ci skoków tego procesu

Prezentuj¡c wyniki z artykuªu [H3], b¦dziemy korzysta¢ z notacji wprowadzonej ju» w po-
przednich rozdziaªach, gdzie omówiono gªówne twierdzenia z prac [H1] i [H2]. Ponadto przez
Lipb(Y )∗ oznaczymy przestrze« dualn¡ do przestrzeni (Lipb(Y ), ∥ · ∥BL), gdzie norma ∥ · ∥BL

jest okre±lona wzorem (17). Norm¦ operatorow¡ ∥ · ∥∗BL w Lipb(Y )∗ zde�niujmy jako

∥φ∥∗BL := sup {|φ(f)| : f ∈ Lipb(Y ), ∥f∥BL ≤ 1} dla ka»dego φ ∈ Lipb(Y )∗.

Zgodnie z [Dud66, lematem 6]), odwzorowanieMsig(Y ) ∋ µ 7→ Iµ ∈ Lipb(Y )∗ jest ró»nowarto-
±ciowe, a zatem przestrze« (Msig(X), ∥·∥TV) mo»na zanurzy¢ w przestrzeni (Lipb(Y )∗, ∥·∥∗BL).
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Dzi¦ki temu mo»emy uto»samia¢ ka»d¡ miar¦ µ ∈ Msig(Y ) z funkcjonaªem Iµ ∈ Lipb(Y )∗. To
z kolei oznacza, »e ∥ · ∥∗BL indukuje norm¦ w przestrzeni Msig(Y ). Norm¦ t¦, nazywan¡ norm¡
Forteta-Mouriera i oznaczan¡ symbolem ∥ · ∥FM, mo»emy wi¦c okre±li¢ w nast¦puj¡cy sposób:

∥µ∥FM := ∥Iµ∥∗BL = sup

{∣∣∣∣∫
Y
f dµ

∣∣∣∣ : f ∈ Lipb(Y ), ∥f∥BL ≤ 1

}
dla ka»dej µ ∈ Msig(Y ).

Dla dowolnej dodatniej intensywno±ci skoku λ badamy wersj¦ PDMPΨλ okre±lon¡ wzorami
(1) i (2), której zachowanie deterministyczne pomi¦dzy losowymi skokami jest kierowane przez
jeden póªpotok S, a mechanizm skoków jest okre±lony przez konkretne j¡dro J zde�niowane
wzorem (8). Stany, które Ψλ osi¡ga tu» po skokach, mo»na opisa¢ za pomoc¡ ªa«cucha Φλ

z funkcj¡ przej±cia Pλ zde�niowan¡ tak jak w (9).
Zaªo»enia przyj¦te w modelu s¡ bardzo podobne do tych w pracy [H2] (w szczególno±ci pod-

kre±lmy, »e zachodzi twierdzenie 4.4). Dla ±cisªo±ci wymieniamy je jednak poni»ej (czytelników
zainteresowanych zasadno±ci¡ wymaganych warunków odsyªamy do poprzedniego rozdziaªu lub
do sekcji 3 w [H3]). Przyjmijmy, »e istnieje punkt ȳ ∈ Y , funkcja borelowska J : Y → [0,∞)
i staªe α ∈ R, L,Lw, Lp, λmin, λmax, p > 0, takie »e

LLw +
α

λ
< 1 dla ka»dej λ ∈ [λmin, λmax], (21)

oraz, dla dowolnych y1, y2 ∈ Y , zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

sup
y∈Y

∫ ∞

0
e−λmint

∫
Θ
pθ (S(t, y)) ∥wθ (S(t, ȳ))∥ dθ dt <∞, (Λ1)

∥S (t, y1)− S (t, y2)∥ ≤ Leαt ∥y1 − y2∥ dla t ∈ R+, (Λ2)

∥S (t, y1)− S (s, y1)∥ ≤ (t− s)emax{αs,αt}J (y1) dla 0 ≤ s ≤ t, (Λ3)∫
Θ
pθ (y1) ∥wθ (y1)− wθ (y2)∥ dθ ≤ Lw ∥y1 − y2∥ , (Λ4)∫

Θ
|pθ (y1)− pθ (y2)| dθ ≤ Lp ∥y1 − y2∥ , (Λ5)∫
Θ(y1,y2)

min {pθ (y1) , pθ (y2)} dθ ≥ p, (Λ6)

gdzie Θ(y1, y2) := {θ ∈ Θ : ∥wθ(y1)− wθ(y2)∥ ≤ Lw ∥y1 − y2∥}.
Zauwa»my, »e zakªadaj¡c (21), natychmiast otrzymujemy λ > max{0, α} dla ka»dej

λ ∈ [λmin, λmax]. Okre±lmy równie» podzbiór Msig,J (Y ) zbioru Msig(Y ) jako

Msig,J (Y ) =

{
µ ∈ Msig(Y ) :

∫
Y
J d|µ| <∞

}
, gdzie J jest zadana przez warunek (Λ3).

W sekcji 4 artykuªu [H3] analizujemy pewne wªa±ciwo±ci operatora Markowa Pλ, λ > 0,
indukowanego przez funkcj¦ przej±cia Pλ ªa«cucha Φλ. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu niech
odwzorowanie Π(t) b¦dzie okre±lone przez (10) dla dowolnego t ∈ R+.

Lemat 4.2 (lemat 4.1 w [H3]). Przyjmijmy, »e speªnione s¡ warunki (Λ3)-(Λ5). Wówczas
dla ka»dej λ > 0 i dowolnej µ ∈ Msig,J (Y ) funkcja t 7→ e−λtµΠ(t) jest caªkowalna w sensie
Bochnera (wszystkie niezb¦dne de�nicje i podstawowe wªa±ciwo±ci caªki Bochnera s¡ zebrane
w sekcji 2 w [H3]) jako odwzorowanie z R+ w (Cl(Msig(Y )), ∥ · ∥∗BL|Cl(Msig(Y ))). Ponadto
zachodzi równo±¢

µPλ =

∫ ∞

0
λe−λtµΠ(t) dt.
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Lemat 4.3 (lemat 4.2 w [H3]). Niech f ∈ Lipb(Y ). Przy zaªo»eniach (Λ2), (Λ4) i (Λ5)
otrzymujemy∥∥µΠ(t)

∥∥
FM

≤
(
1 + (Lw + Lp)Le

αt
)
∥µ∥FM dla dowolnych µ ∈ Msig(Y ), t ∈ R+.

Lemat 4.4 (lemat 4.4 w [H3]). Zaªó»my, »e przestrze« Msig(Y ) jest wyposa»ona w topologi¦
indukowan¡ przez norm¦ ∥ · ∥FM. Ponadto przypu±¢my, »e warunki (Λ2)-(Λ5) s¡ speªnione.
Wówczas odwzorowanie

(max{0, α},∞)×Msig,J (Y ) ∋ (λ, µ) 7→ µPλ ∈ Msig(Y )

jest wspólnie ci¡gªe.

Lemat 4.5 (lemat 4.5 w [H3]). Przypu±¢my, »e warunki (Λ1), (Λ2) i (Λ4)-(Λ6) zachodz¡ ze
staªymi speªniaj¡cymi nierówno±¢ (21). Dla dowolnej λ ∈ [λmin, λmax] oznaczmy przez µΦλ

∗ roz-
kªad stacjonarny ªa«cucha Φλ (którego istnienie i jednoznaczno±¢ wynikaj¡ z twierdzenia 4.4).
Wówczas zbie»no±¢

lim
n→∞

∥∥µPn
λ − µΦλ

∗
∥∥
FM

= 0

jest jednostajna ze wzgl¦du na λ, o ile miara µ ∈ M1(Y ) jest taka, »e
∫
Y ∥ · ∥ dµ <∞.

Korzystaj¡c z powy»szych lematów, a tak»e z [Rud76, twierdzenia 7.11], mo»emy wykaza¢
pierwszy z gªównych wyników w artykule [H3], który ma nast¦puj¡ce brzmienie:

Twierdzenie 4.8 (twierdzenie 5.2 w [H3]). Przypu±¢my, »e warunki (Λ1)-(Λ6) zachodz¡ ze
staªymi speªniaj¡cymi nierówno±¢ (21). Ponadto dla dowolnej λ ∈ [λmin, λmax] przez µΦλ

∗
oznaczmy rozkªad stacjonarny procesu Φλ (którego istnienie i jednoznaczno±¢ wynikaj¡ z twier-
dzenia 4.4). Wówczas dla ka»dej λ̄ ∈ [λmin, λmax] zachodzi

µΦλ
∗

w→ µ
Φλ̄
∗ , gdy λ→ λ̄,

gdzie �
w→� oznacza sªab¡ zbie»no±¢, tzn. limλ→λ̄

∫
Y f dµ

Φλ
∗ =

∫
Y f dµ

Φλ̄
∗ dla ka»dej f ∈ Cb(Y ).

Drugi gªówny wynik w [H3] jest niemal natychmiastowym nast¦pstwem twierdze« 4.8 i 4.6.

Twierdzenie 4.9 (twierdzenie 5.3 w [H3]). Niech ϑ b¦dzie sko«czon¡ miar¡ borelowsk¡ okre-
±lon¡ na zbiorze Θ. Przypu±¢my, »e warunki (Λ1)-(Λ6) zachodz¡ ze staªymi speªniaj¡cymi
nierówno±¢ (21). Ponadto dla dowolnej λ ∈ [λmin, λmax] przez µ

Ψλ
∗ oznaczmy rozkªad stacjo-

narny procesu Ψλ (którego istnienie i jednoznaczno±¢ wynikaj¡ z wniosku 4.1). Wówczas dla
dowolnej λ̄ ∈ [λmin, λmax] zachodzi

µΨλ
∗

w→ µΨλ̄
∗ , gdy λ→ λ̄.

Dzi¦ki wynikom przedstawionym w [H3] (twierdzenia 4.8 i 4.9 powy»ej) mo-
»emy stwierdzi¢, »e niewielkie zmiany parametru λ w analizowanym modelu b¦d¡
miaªy znikomy wpªyw na rozkªad stacjonarny tego modelu. Cecha ta sprawia, »e
proponowany model abstrakcyjny doskonale nadaje si¦ do opisu ró»nych zjawisk
rzeczywistych.
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[H4] Wersja CLT dla ogólnej klasy ªa«cuchów Markowa

Niech (E, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ polsk¡, oraz niech dFM oznacza metryk¦ Forteta-
-Mouriera okre±lon¡ w (18). Gªówne wyniki w pracy [H4] dotycz¡:

� kryterium mieszania geometrycznego (w metryce dFM) dla ogólnej klasy ªa«-
cuchów Markowa (sekcja 2 w [H4]),

� wersji CLT dla ogólnej klasy ªa«cuchów Markowa (sekcja 3 w [H4]),

� CLT dla abstrakcyjnego modelu ekspresji genów rozwa»anego w [H2] (sek-
cja 4 w [H4]).

W sekcji 2 w [H4] korzystamy z pewnych pomysªów wykorzystanych wcze±niej w pracach
[Hai02, �11, Cza18, KS20] i [D3]. Kluczowymi wynikami s¡ tam lematy 2.2 i 2.3, z których drugi
nieco wzmacnia wªasno±¢ mieszania geometrycznego (w dFM), udowodnion¡ i wykorzystan¡
w dowodzie [KS20, twierdzenia 2.1]. Lemat 2.3 (który wynika z lematu 2.2) stanowi istotne
narz¦dzie w dowodzie gªównego wyniku w naszej pracy [H4], tj. twierdzenia 3.2.

Niech P : E × B(E) → [0, 1] i P : M(E) → M(E) oznaczaj¡ odpowiednio j¡dro sto-
chastyczne i operator Markowa indukowany przez to j¡dro. Nakªadamy nast¦puj¡ce warunki
na P :

(B0) Operator Markowa P ma wªasno±¢ Fellera.

(B1) Istnieje funkcja Lapunowa V : E → R+ oraz staªe a ∈ (0, 1) i b ∈ (0,∞), takie »e

PV (x) ≤ aV (x) + b dla ka»dego x ∈ E.

Ponadto wymagamy, aby istniaªo j¡dro podstochastyczne Q : E2 × B(E2) → [0, 1] o nast¦pu-
j¡cej wªasno±ci:

Q((x, y), A× E) ≤ P (x,A), Q((x, y), E ×A) ≤ P (y,A) dla x, y ∈ E, A ∈ B(E), (22)

oraz takie »e:

(B2) Istniej¡ F ⊂ E2 i δ ∈ (0, 1), dla których

suppQ((x, y), ·) ⊂ F oraz
∫
E2

ρ(u, v)Q((x, y), du× dv) ≤ δρ(x, y) dla (x, y) ∈ F.

(B3) Dla U(r) := {(u, v) ∈ F : ρ(u, v) ≤ r}, r > 0, zachodzi

inf
(x,y)∈F

Q ((x, y), U (δρ(x, y))) > 0.

(B4) Istniej¡ staªe β ∈ (0, 1] i cβ > 0, takie »e

Q
(
(x, y), E2

)
≥ 1− cβρ

β(x, y) dla ka»dego (x, y) ∈ F.

33



(B5) Istnieje sprz¦»enie markowowskie {(ϕ(1)n , ϕ
(2)
n )}n∈N0 operatora P o funkcji przej±cia

C ≥ Q (por. sekcja 1.3 w [H4]), takie »e dla pewnej warto±ci Γ > 0 i zbioru

K :=
{
(x, y) ∈ E2 : (x, y) ∈ F oraz V (x) + V (y) < Γ

}
mo»emy wybra¢ staªe γ ∈ (0, 1) i cγ > 0, dla których

Ex,y(γ
−ρK ) ≤ cγ , o ile V (x) + V (y) < 4b(1− a)−1,

gdzie

ρK = inf
{
n ∈ N : (ϕ(1)n , ϕ(2)n ) ∈ K

}
oraz Ex,y oznacza operator warto±ci oczekiwanej wzgl¦dem miary Cx,y, tzn. odpowiedniej
miary probabilistycznej okre±lonej na B(E2), speªniaj¡cej

Cx,y

((
ϕ(1)n , ϕ(2)n

)
∈ A× E

∣∣∣ϕ(1)n−1 = x
)
= P (x,A),

Cx,y

((
ϕ(1)n , ϕ(2)n

)
∈ E ×A

∣∣∣ϕ(1)n−1 = y
)
= P (y,A),

dla dowolnego A ∈ B(E).

Po»¡dany lemat brzmi nast¦puj¡co:

Lemat 4.6 (lemat 2.3 w [H4]). Przypu±¢my, »e P : E×B(E) → [0, 1] jest j¡drem stochastycz-
nym, takim »e warunki (B0)-(B5) zachodz¡ z pewnym j¡drem podstochastycznym
Q : E2 × B(E2) → [0, 1] speªniaj¡cym (22). Wówczas istniej¡ staªe q ∈ (0, 1) i c > 0, ta-
kie »e

Ex,y

∣∣∣g (ϕ(1)n

)
− g

(
ϕ(2)n

)∣∣∣ ≤ c∥g∥BL q
n(1 + V (x) + V (y)) (23)

dla dowolnych (x, y) ∈ E2, g ∈ Lipb(E) i n ∈ N0.

Przejd¹my teraz do omówienia cz¦±ci artykuªu po±wi¦conej CTG dla niestacjonarnych ªa«-
cuchów Markowa ewoluuj¡cych w przestrzeniach polskich.

Przyjmijmy, »e µ∗ ∈ M1(E) jest jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ opera-
tora Markowa P (która istnieje przy zaªo»eniach [KS20, twierdzenia 2.1]). Dla danej funk-
cji borelowskiej g : E → R, takiej »e

∫
E g

2 dµ∗ < ∞, mówimy, »e ci¡g zmiennych losowych
{ḡ(ϕn)}n∈N0 , gdzie ḡ = g −

∫
E g dµ∗, speªnia CLT, je±li

σ2(ḡ) := lim
n→∞

Eµ∗

((
ḡ(ϕ1) + . . .+ ḡ(ϕn)√

n

)2
)
<∞, (24)

oraz ±rednie n−1/2(ḡ(ϕ1) + . . .+ ḡ(ϕn)), n ∈ N, zbiegaj¡ wedªug rozkªadu do zmiennej losowej
o rozkªadzie normalnym z parametrami 0 i σ2(ḡ).

Niech D[0, 1] oznacza przestrze« Skorochoda, a wi¦c zbiór wszystkich funkcji cádlág na
przedziale [0, 1] (por. [Bil99]). Dla dowolnej funkcji borelowskiej g : E → R zde�niujmy nast¦-
puj¡cym wzorem proces {Bn(g)}n∈N o warto±ciach w D[0, 1]:

Bn(g)(t) =
1√
n

(
g (ϕ1) + . . .+ g

(
ϕ⌈nt⌉

))
dla 0 ≤ t < 1 oraz Bn(g)(1) = Bn(g)(1−),

dla wszystkich n ∈ N, gdzie ⌈a⌉ oznacza �su�t� liczby a ∈ R. Dla danej funkcji borelowskiej
g : E → R, takiej »e

∫
E g

r dµ∗ <∞ dla pewnego r > 2, mówimy, »e {ḡ(ϕn)}n∈N0 speªnia zasad¦
niezmienniczo±¢ Donskera dla CLT (funkcjonalne CLT), je±li σ2(ḡ) < ∞ oraz {Bn(ḡ)}n∈N
zbiega sªabo do σ(ḡ)B w przestrzeni D[0, 1], gdzie B jest standardowym ruchem Browna
okre±lonym na przedziale [0, 1].
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Zanim sformuªujemy gªówne twierdzenie pracy [H4], musimy wzmocni¢ warunek (B1) do
nast¦puj¡cej postaci:

(B1)′ Istnieje funkcja Lapunowa V : E → R+ oraz staªe a ∈ (0, 1) i b ∈ (0,∞), takie »e

PV 2(x) ≤ (aV (x) + b)2 dla ka»dego x ∈ E.

Korzystaj¡c z nierówno±ci Höldera, mo»emy z ªatwo±ci¡ pokaza¢, »e hipoteza (B1)′ implikuje
warunek (B1).

Twierdzenie 4.10 (CLT; twierdzenie 3.2 w [H4]). Przypu±¢my, »e P : E×B(E) → [0, 1] jest
j¡drem stochastycznym, takim »e warunki (B0)-(B5) z (B1) wzmocnionym do (B1)′ zachodz¡
z pewnym j¡drem podstochastycznym Q : E2 × B(E2) → [0, 1] speªniaj¡cym (22). Niech V b¦-
dzie funkcj¡ Lapunowa, dla której zachodzi warunek (B1)′. Przez {ϕn}n∈N0 oznaczmy ªa«cuch
Markowa jednorodny w czasie i o warto±ciach w E, dla którego P i µ ∈ MV

1,1(E) s¡ odpowiednio
funkcj¡ przej±cia i miar¡ pocz¡tkow¡. Wówczas {ḡ(ϕn)}n∈N0 speªnia CLT, o ile g ∈ Lipb(E).
Ponadto je±li µ jest jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ operatora Markowa P , to
{ḡ(ϕn)}n∈N0 speªnia zasad¦ niezmienniczo±ci Donskera dla CLT.

Wa»ny krok w dowodzie twierdzenia 4.10 wynika z [MW00, wniosku 1] i [MW00, wnio-
sku 4] z pracy M. Maxwella i M. Woodroofe'a (por. lemat 3.1 w [H4]).

Podkre±lmy, »e dokªadna analiza dowodu twierdzenia 4.10 pozwala zauwa»y¢,
»e jego teza zachodzi równie» przy dwóch ogólniejszych (i jednocze±nie znacznie
bardziej abstrakcyjnych) zaªo»eniach, a mianowicie:

(i) speªniony jest warunek (B0), a ponadto zachodzi (B1)′ (lub warunek (B1) za-
chodzi zarówno dla V , jak i dla V 2);

(ii) istnieje sprz¦»enie markowowskie {(ϕ(1)n , ϕ
(1)
n )}n∈N0 j¡dra stochastycznego P ,

speªniaj¡ce nierówno±¢ (23).

W sekcji 4 artykuªu [H4] udowadniamy u»yteczno±¢ twierdzenia 4.10, stosuj¡c
je do wykazania CLT dla ªa«cucha Φ badanego wcze±niej w pracy [H2]. Co wa»ne,
»adna z wcze±niej istniej¡cych wersji CLT (b¡d¹ LIL), ª¡cznie z tymi z prac
[GHSZ19] i [BMS12], nie ma zastosowania w tym kontek±cie.

[H5] Zasada niezmienniczo±ci Strassena dla LIL dla pewnych nie-

stacjonarnych ªa«cuchów Markowa-Fellera

Gªówne wyniki artykuªu [H5] prezentujemy w sekcji 3, która jest podzielona na dwie cz¦-
±ci. W pierwszej z nich omawiamy pewne wªasno±ci martyngaªów zde�niowanych na prze-
strzeni trajektorii danego ergodycznego ªa«cucha Markowa, podczas gdy w drugiej � dowo-
dzimy zasady niezmienniczo±ci Strassena dla LIL dla ogólnej klasy niestacjonarnych ªa«cuchów
Markowa-Fellera. Poni»ej przedstawiamy zarys jedynie tej drugiej cz¦±ci.
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Niech µ ∈ M1(E) b¦dzie wybrana w sposób dowolny. Przypu±¢my, »e P : E×B(E) → [0, 1]
jest j¡drem stochastycznym speªniaj¡cym warunki (B0) i (B1) z funkcj¡ V : E → R+ o po-
staci V (x) = ρ(x, x̄) dla x ∈ E, gdzie x̄ jest dowolnie ustalonym punktem przestrzeni E.
W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu przez {ϕn}n∈N0 b¦dziemy oznacza¢ ªa«cuch Markowa z funkcj¡
przej±cia P i miar¡ pocz¡tkow¡ µ. Dodatkowo przyjmijmy, »e istnieje j¡dro podstochastyczne
Q : E2 × B(E2) → [0, 1] speªniaj¡ce (22) i takie, »e warunki (B2)-(B5) zachodz¡ dla pewnego
zbioru F ⊂ E2. Z [KS20, twierdzenia 2.1] wiemy, »e P ma jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¦ proba-
bilistyczn¡ µ∗, tak¡ »e µ∗ ∈ MV

1,1(E) � a ponadto z lematu 4.6 wiemy, »e nierówno±¢ (23) jest
speªniona dla pewnych staªych q ∈ (0, 1) i c ∈ (0,∞).

Zde�niujmy teraz przestrze« C jako przestrze« Banacha wszystkich funkcji rzeczywistych
i ci¡gªych, okre±lonych na [0, 1], z norm¡ supremum. Przez K oznaczmy natomiast podprze-
strze« C skªadaj¡c¡ si¦ ze wszystkich funkcji f absolutnie ci¡gªych i takich, »e

∫ 1
0 (f ′(t))2 dt ≤ 1.

Ponadto dla dowolnej funkcji g ∈ Lipb(E) i ḡ = g −
∫
E g dµ∗ rozwa»my ci¡g zmiennych loso-

wych {rn(ḡ)}n∈N0 o warto±ciach w przestrzeni C okre±lonych wzorami

rn(ḡ)(t) :=

∑k−1
i=0 ḡ(ϕi) + (nt− k)ḡ(ϕk)

σ(ḡ)
√

2n ln(ln(n))
dla wszystkich n > e, t ∈ (0, 1]

oraz k ∈ {1, . . . , n− 1}, takich »e k ≤ nt ≤ k + 1,

rn(ḡ)(t) := 0 dla n ≤ e lub t = 0.

(25)

Dla danej funkcji g ∈ Lipb(E) mówimy, »e ªa«cuch Markowa {ḡ(ϕn)}n∈N0 speªnia zasad¦
niezmienniczo±ci Strassena dla LIL, je±li

0 < σ2 (ḡ) := Eµ∗

( ∞∑
i=0

P iḡ (ϕ1)−
∞∑
i=1

P iḡ (ϕ0)

)2
 <∞,

rodzina {rn(ḡ)}n∈N0 jest relatywnie zwarta w C, a zbiór jej punktów granicznych pokrywa si¦
ze zbiorem K Pµ-p.n.

Gªówny wynik pracy [H5] jest sformuªowany w duchu podobnym do [KS20, twierdzenia 2.1]
oraz twierdzenia 3.2 w pracy [H4]. Chocia» hipotezy (B0)-(B5), wraz z równaniem (19), s¡
wystarczaj¡ce do tego, aby operator Markowa P byª geometrycznie ergodyczny w metryce
dFM, nasz dowód zasady niezmienniczo±ci Strassena dla LIL wymaga dodatkowego warunku:

(B1∗) Istniej¡ staªe a∗ ∈ (0, 1) i b∗ ∈ (0,∞), takie »e dla dowolnej miary ν ∈ MV
1,2+r(E)

zachodzi nierówno±¢(∫
E
V 2+r d(Pν)

)1/(2+r)

≤ a∗
(∫

E
V 2+r dν

)1/(2+r)

+ b∗.

W tym miejscu dokonajmy krótkiego porównania warunku (B1∗) z warunkiem (B1′), który
zostaª wykorzystany w pracy [H4] do udowodnienia twierdzenia CLT i jest silniejsz¡ wersj¡
warunku (B1). Warunek (B1∗) jest tego samego rodzaju, ale w ogólno±ci nie musi implikowa¢
warunku (B1). W zwi¡zku z tym w twierdzeniu 4.7 w pracy [H5] zakªadamy zarówno (B1),
jak i (B1∗).
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Twierdzenie 4.11 (Zasada niezmienniczo±ci Strassena dla LIL; twierdzenie 4.7 w [H5]). Przy-
pu±¢my, »e {ϕn}n∈N0 jest ªa«cuchem Markowa przyjmuj¡cym warto±ci w przestrzeni E i jedno-
rodnym w czasie, z funkcj¡ przej±cia P i miar¡ pocz¡tkow¡ µ tak¡, »e µ ∈ MV

1,2+r(E) dla pew-
nego r ∈ (0, 2). Ponadto zaªó»my, »e istnieje j¡dro podstochastyczne Q : E2 × B(E2) → [0, 1],
speªniaj¡ce (22) i takie, »e P oraz Q speªniaj¡ warunki (B0)-(B5) i (B1∗) z pewnym zbiorem
F ⊂ E2. Wtedy dla dowolnej funkcji g ∈ Lipb(E), takiej »e σ2(ḡ) > 0 (np. g ∈ Lipb(E), która
nie jest staªa µ∗-p.n.; sko«czono±¢ σ2(ḡ) wykazali±my w lematach 4.9 i 4.10 w [H5]), ªa«cuch
{ḡ(ϕn)}n∈N0 speªnia zasad¦ niezmienniczo±ci Strassena dla LIL.

Techniki, których u»ywamy do udowodnienia twierdzenia 4.11, nawi¡zuj¡ gªównie do tych
zastosowanych w pracach [BMS12] i [D1], które z kolei odwoªuj¡ si¦ do wyniku C.C. Heydego
i D.J. Scotta[HS73] dla martyngaªów.

Podkre±lmy, »e dokªadna analiza dowodu twierdzenia 4.11 pozwala zauwa»y¢,
»e jego teza zachodzi równie» przy dwóch ogólniejszych (i jednocze±nie znacznie
bardziej abstrakcyjnych) zaªo»eniach, a mianowicie:

(i) speªnione s¡ warunki (B0) i (B1∗);

(ii) istnieje sprz¦»enie markowowskie {(ϕ(1)n , ϕ
(1)
n )}n∈N0 j¡dra stochastycznego P ,

speªniaj¡ce nierówno±¢ (23).

Warto jednak zauwa»y¢, »e zamiast bezpo±rednio wery�kowa¢ warunek (ii),
cz¦sto znacznie ªatwiej jest zwery�kowa¢ zaªo»enia twierdzenia 4.11 (lub zaªo»enia
twierdzenia 4.10). W rzeczywisto±ci dla jawnie zde�niowanych losowych ukªadów
dynamicznych (takich jak te w pracach [H2] i [KS20]) to, w jaki sposób zde�niowa¢
j¡dro podstochastyczne Q, jest kwesti¡ do±¢ intuicyjn¡ (por. równanie (6.9) w [H2] lub
dowód [KS20, twierdzenia 3.1]).

W sekcji 5 w artykule [H5] przedstawiamy równie» dowód funkcjonalnej wersji LIL dla
ªa«cucha Φ badanego wcze±niej w pracy [H2].

[H6] LIL dla losowych homeomor�zmów okre±lonych na odcinku

Niech (f1, . . . , fN ; p1, . . . , pN ) b¦dzie dowolnym dopuszczalnym (ang. admissible) IFS. Ponadto
niech Σ := {1, . . . , N}N b¦dzie wyposa»ona w topologi¦ produktow¡ indukowan¡ przez topo-
logi¦ dyskretn¡ na {1, . . . , N}. Dla ka»dego n ∈ N de�niujemy

fnω = fωn ◦ . . . ◦ fω1 = f(ω1,...,ωn) dla ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Σ.

Przez P b¦dziemy oznacza¢ miar¦ na Σ b¦d¡c¡ miar¡ produktow¡ wektora prawdopodobie«stw
(p1, . . . , pN ). Tego samego symbolu u»yjemy, by oznaczy¢ miar¦ produktow¡ wektora prawdo-
podobie«stw (p1, . . . , pN ) na zbiorach Σn = {1, . . . , N}n, n ∈ N.

Niech {Xn}n∈N0 b¦dzie ªa«cuchem Markowa z funkcj¡ przej±cia P dan¡ wzorem (15),
odpowiadaj¡cym dopuszczalnemu IFS (f1, . . . , fN ; p1, . . . , pN ) i okre±lonym na przestrzeni
([0, 1]N,B([0, 1]N)) wyposa»onej w odpowiedni zbiór {Pν}ν∈M([0,1]) miar probabilistycznych
na B([0, 1]N), takich »e Pν(Xn+1 ∈ A|Xn = x) = P (x,A) i Pν(X0 ∈ A) = ν(A) dla ka»dej
ν ∈ M([0, 1]). W przypadku, gdy ν = δx, x ∈ [0, 1], u»yjemy zapisu Px (zamiast Pδx).
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Zauwa»my, »e dla n ∈ N i A1, . . . , An ∈ B([0, 1]) mamy

Px ((X1, . . . , Xn) ∈ A1 × . . .×An)

=
∑

(ω1,...,ωn)∈Σn

1A1×...×An

(
fω1(x), . . . , f(ω1,...,ωn)(x)

)
pω1 . . . pωn

=

∫
Σn

1A1×...×An

(
fω1(x), . . . , f(ω1,...,ωn)(x)

)
P (dω1 × . . .× dωn)

=

∫
Σ
1A1×...×An

(
f1ω(x), . . . , f

n
ω (x)

)
P (dω) .

Z [CS20, twierdze« 1 i 2] wiemy, »e regularny operator Markowa P (indukowany przez (15))
ma jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡ µ∗ na odcinku otwartym (0, 1). W przypadku,
gdy rozkªad pocz¡tkowy ªa«cucha {Xn}n∈N0 b¦dzie jego rozkªadem stacjonarnym µ∗, u»yjemy
notacji {X∗

n}n∈N0 .

Dwa gªówne wyniki wykazane w pracy [H6], a wi¦c kolejno wy»arzone (ang. annealed) LIL
i wygaszone (ang. quenched) LIL, brzmi¡ nast¦puj¡co:

Propozycja 4.1 (propozycja w [H6]). Je±li φ : [0, 1] → R jest funkcj¡ lipschitzowsk¡ o wªa-
sno±ci

∫
[0,1] φdµ∗ = 0, to istnieje staªa σ ∈ [0,∞), taka »e

lim sup
n→∞

φ (X∗
1 ) + . . .+ φ (X∗

n)√
2n ln(ln(n))

= σ Pµ∗-p.w.

Twierdzenie 4.12 (twierdzenie w [H6]). Je±li φ : [0, 1] → R jest funkcj¡ lipschitzowsk¡
o wªasno±ci

∫
[0,1] φdµ∗ = 0, to istnieje staªa σ ∈ [0,∞), taka »e dla ka»dego x ∈ (0, 1)

lim sup
n→∞

φ
(
f1x(x)

)
+ . . .+ φ (fnx (x))√
2n ln(ln(n))

= σ P-p.w.

W kontek±cie szeroko zakrojonych bada« wielu matematyków nad modelem
omawianym w [H6] warto zwróci¢ uwag¦ na znaczenie wyniku fundamentalnego,
jakim jest LIL.
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4.4 Opis wkªadu w prace skªadaj¡ce si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

Artykuª [H1]

R. Kukulski, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
The e-property of asymptotically stable Markov-Feller operators,
Colloq. Math. 165 (2021), 269-283

Wyniki opisane w pracy [H1] otrzymali±my w czasie, gdy mój wspóªautor R. Kukulski
przygotowywaª prac¦ magistersk¡ (pod moj¡ opiek¡ naukow¡). Zaproponowaªam temat bada«,
a R. Kukulski skonstruowaª przykªady opisane w sekcji 4 artykuªu. Oboje w równym stopniu
przyczynili±my si¦ do udowodnienia gªównych twierdze«. Pierwsz¡ wersj¦ pracy zredagowaª
R. Kukulski, a nast¦pnie ja przygotowaªam sekcj¦ 1 i dokonaªam istotnych poprawek w dalszej
cz¦±ci artykuªu.

Artykuª [H2]

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
Ergodic properties of some piecewise deterministic Markov process with applica-
tion to gene expression modelling, Stoch. Proc. Appl. 130 (2020), no. 5, 2851-2885

Inicjatork¡ projektu byªa K. Horbacz, która zaproponowaªa ogóln¡ posta¢ rozwa»anego
modelu. Dzi¦ki wiedzy zdobytej podczas studiów doktoranckich byªam w stanie dokªadnie
zrozumie¢ dowód kryterium R. Kapicy i M. �l¦czki [KS20, twierdzenie 2.1], i w rezultacie
pomóc D. Czapli w wykazaniu jednego z gªównych wyników tej pracy � tj. twierdzenia 4.1,
którego dowód w du»ej mierze opiera si¦ na wykorzystaniu tego wªa±nie kryterium. Wniosªam
równie» znacz¡cy wkªad w dowody twierdze« 4.2-4.7. Sekcj¦ 3, dotycz¡c¡ sªuszno±ci przyj¦-
tych zaªo»e«, opracowaª D. Czapla. Przykªad 5.1, opisuj¡cy ekspresj¦ genów prokariotycznych
(bakteryjnych), zaproponowaªa K. Horbacz, podczas gdy przykªad 5.2, dotycz¡cy autoregulacji
genów u bakterii, zostaª zaproponowany przeze mnie. Po konsultacji z S.C. Hille ulepszyªam
interpretacj¦ biologiczn¡ w przykªadzie 5.1, podkre±laj¡c, »e geny u prokariotów mog¡ by¢
(i cz¦sto s¡) zorganizowane w tzw. operony. D. Czapla sporz¡dziª wst¦pny szkic artykuªu,
który nast¦pnie zostaª uzupeªniony przez K. Horbacz i przeze mnie. Jestem równie» autork¡
wst¦pu.

Artykuª [H3]

D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
Continuous dependence of an invariant measure on the jump rate of a piecewise
deterministic Markov process, Math. Biosci. Eng. 17 (2020), no. 2, 1059-1073

Opisane w artykule wyniki otrzymali±my podczas realizacji mojego projektu badawczego
Mathematical Modelling with Measures �nansowanego przez Narodowe Centrum Nauki pod
numerem rejestracyjnym 2018/02/X/ST1/01518. Projekt ten umo»liwiª mi wizyt¦ badawcz¡
w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie w grudniu 2018 r. Gªówne pomysªy zro-
dziªy si¦ podczas mojego pobytu w Lejdzie, gdzie wspóªpracowaªam z S.C. Hille. Wspólnie
sformuªowali±my hipotez¦ badawcz¡ i przygotowali±my szkic dowodu. Po powrocie, we wspóª-
pracy z D. Czapl¡ i K. Horbacz, dopracowaªam wszystkie szczegóªy, a nast¦pnie zredagowaªam
artykuª (z pomoc¡ D. Czapli).
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Artykuª [H4]

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
A useful version of the central limit theorem for a general class of Markov chains,
J. Math. Anal. Appl. 484 (2020), no. 1, 123725

Byªam gªówn¡ koordynatork¡ i motorem nap¦dowym projektu. Przygotowaªam szkic do-
wodu gªównego wyniku pracy. Korzystaj¡c z moich wcze±niejszych do±wiadcze«, zauwa»y-
ªam, »e po»¡dan¡ wersj¦ centralnego twierdzenia granicznego mo»na udowodni¢ poprzez kre-
atywne zastosowanie technik sprz¦gania asymptotycznego, wprowadzonych i rozwijanych przez
M. Hairera (od 2002 r.). Lemat niezb¦dny do dowodu tego twierdzenia wykazaª (z moj¡ po-
moc¡) D. Czapla. Napisaªam artykuª, a D. Czapla i K. Horbacz dokonali niezb¦dnych popra-
wek merytorycznych i j¦zykowych.

Artykuª [H5]

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
The Strassen invariance principle for certain non-stationary Markov-Feller cha-
ins, Asymptot. Anal. 121 (2021), no. 1, 1-34

Gªówne idee przedstawione w tym artykule s¡ mojego pomysªu. Niemo»no±¢ bezpo±red-
niego zastosowania wersji prawa logarytmu iterowanego autorstwaW. Boªta, A.A. Majewskiego
i T. Szarka [BMS12] do szerokiej klasy losowych ukªadów dynamicznych, które badali±my
w naszych poprzednich pracach, i które mog¡ mie¢ zastosowanie np. w biologii molekular-
nej, zmotywowaªa mnie do sformuªowania i wykazania nowego kryterium. Zasugerowaªam, by
oprócz metody martyngaªowej zastosowa¢ w dowodzie pewn¡ technik¦ opart¡ na sprz¦ganiu
asymptotycznym ªa«cuchów Markowa. Przygotowaªam wst¦pn¡ wersj¦ artykuªu, która nast¦p-
nie zostaªa ulepszona przez D. Czapl¦ i K. Horbacz. D. Czapla uzupeªniª niektóre dowody �
zwªaszcza te odnosz¡ce si¦ do ogólnych wªasno±ci martyngaªów.

Artykuª [H6]

K. Czudek, T. Szarek, H. Wojewódka-�ci¡»ko,
The law of the iterated logarithm for random interval homeomorphisms,
Isr. J. Math. 246 (2021), 47-53

Praca byªa redagowana w okresie, gdy K. Czudek przygotowywaª rozpraw¦ doktorsk¡
pod kierunkiem T. Szarka. Po udowodnieniu centralnego twierdzenia granicznego dla pew-
nych dopuszczalnych (ang. admissible) iterowanych ukªadów funkcyjnych [CS20] K. Czudek
i T. Szarek postanowili w dalszej kolejno±ci wykaza¢ dla tych ukªadów prawo iterowanego
logarytmu. Wykorzystuj¡c moje do±wiadczenie i znajomo±¢ literatury dotycz¡cej prawa itero-
wanego logarytmu, zasugerowaªam (podczas dyskusji naukowej z T. Szarkiem), »e odpowiednie
wykorzystanie kryterium O. Zhao i M. Woodroofe'a [ZW08] mo»e da¢ oczekiwany wynik. Ra-
zem zwery�kowali±my ten pomysª. Co wa»ne, K. Czudek przedstawiª uzasadnienie, dlaczego
rozwa»any proces mo»na rozszerzy¢ dwukierunkowo. Wst¦pn¡ wersj¦ artykuªu przygotowaª
K. Czudek. Nast¦pnie wraz z T. Szarkiem dokonali±my niezb¦dnych poprawek i uzupeªnili-
±my szczegóªy dowodu.
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5 Opis wyników z prac niezwi¡zanymi z tematyk¡ osi¡gni¦cia
naukowego

5.1 Lista artykuªów naukowych

Najnowszy wynik (praca w recenzji)

[R1] H. Wojewódka-�ci¡»ko, Z. Puchaªa, K. Korzekwa, Resource engines, w recenzji
w Quantum, arXiv:2304.09559 [quant-ph] (2023), DOI 10.48550/arXiv.2304.09559.

Wyniki dotycz¡ce wzmacniania losowo±ci (prace powstaªe podczas sta»u podok-
torskiego w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku)

[Q1] H. Wojewódka, F.G.S.L. Brandão, A. Grudka, K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki,
M. Pawªowski, R. Ramanathan, M. Stankiewicz, Amplifying the randomness of weak
sources correlated with devices, IEEE Trans. Inf. Theory. 63 (2017), no. 11, 7592�7611,
DOI 10.1109/TIT. 2017.2738010.

[Q2] R. Ramanathan, F.G.S.L. Brandão, K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki,
H. Wojewódka, Randomness ampli�cation under minimal fundamental assumptions on
the devices, Phys. Rev. Lett. 117 (2016), no. 23, 230501,
DOI 10.1103/PhysRevLett.117. 230501.

[Q3] F.G.S.L. Brandão, R. Ramanathan, A. Grudka, K. Horodecki, M. Horodecki,
P. Horodecki, T. Szarek, H. Wojewódka, Realistic noise-tolerant randomness ampli�-
cation using �nite number of devices, Nat. Commun. 7 (2016), no. 11345,
DOI 10.1038/ncomms11345.

5.2 Omówienie wyników

5.2.1 Wst¦p

W zwi¡zku z realizacj¡ interdyscyplinarnych projektów badawczych, dotycz¡cych gªównie
teorii informacji kwantowej, czyli:

� europejskiego grantu Randomness and Quantum Entanglement (realizowanego podczas
sta»u w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku w latach 2013-2016)

� oraz projektu FNP TEAM-NET pt. Komputery kwantowe w najbli»szej przyszªo±ci:
wyzwania, optymalne implementacje i zastosowania praktyczne (realizowanego pod-
czas sta»u w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk
w Gliwicach w latach 2020-2023),

moje zainteresowania badawcze obejmuj¡ równie» zastosowanie pewnych metod
probabilistycznych w teorii informacji kwantowej � m.in. do generowania liczb
losowych i wzmacniania losowo±ci (obie te kwestie s¡ istotne w kontek±cie kryp-
togra�i kwantowej), a tak»e w teorii zasobów kwantowych czy w termodynamice
kwantowej.
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W kolejnym rozdziale opisz¦ najnowsze wyniki moich bada« dotycz¡cych silników zasobów
(ang. resoruce engines) [R1] (poj¦cie silników zasobów zostaªo niedawno wprowadzone do lite-
ratury przedmiotu przeze mnie, prof. dr. hab. Zbigniewa Puchaª¦ i dr. hab. Kamila Korzekw¦,
z którymi nadal prowadz¦ badania dotycz¡ce tego tematu) oraz wzmacniania losowo±ci (ang.
randomness ampli�cation) (seria artykuªów [Q1]-[Q3], po±wi¦cona temu zagadnieniu, zostaªa
przygotowana we wspóªpracy z zespoªem naukowców pod kierunkiem prof. dr. hab. Michaªa
Horodeckiego, z którym wci¡» pozostajemy w kontakcie naukowym i planujemy przyszªe ba-
dania � tym razem w dziedzinie termodynamiki kwantowej).

5.2.2 Przegl¡d wyników

Wyniki dotycz¡ce silników zasobów

Bior¡c pod uwag¦, »e inspiracje z dziedziny termodynamiki w teorii zasobów kwantowych do-
tychczas okazywaªy si¦ by¢ bardzo owocne, w artykule [R1] d¡»ymy do posuni¦cia analogii
mi¦dzy tymi dziedzinami o krok dalej. W literaturze przedmiotu znajdziemy liczne scenariu-
sze z jednym zestawem ograniczonych operacji swobodnych (ang. constrained free operations),
inspirowane dost¦pem do jednej ªa¹ni cieplnej. Dla odmiany w [R1] proponujemy zbadanie
wydajno±ci silników zasobów , które uogólniaj¡ poj¦cie silników cieplnych, zast¦puj¡c do-
st¦p do dwóch ªa¹ni cieplnych o ró»nych temperaturach dwoma dowolnymi ograniczeniami
dotycz¡cymi przeksztaªce« stanów.

Dokªadniej mówi¡c, rozwa»ymy dwoje agentów (tradycyjnie okre±lanych jako Alicja i Bob),
z których ka»de stoi w obliczu innego ograniczenia. Oznacza to, »e ka»de z nich mo»e przygo-
towa¢ tylko pewien zbiór stanów swobodnych (od ang. free states) � odpowiednio FA i FB �
oraz »e ka»de z nich mo»e wykonywa¢ operacje kwantowe tylko z okre±lonego zbioru operacji
swobodnych � odpowiednio FA i FB. Pomysª na na±ladowanie dziaªania dwusuwowego sil-
nika cieplnego jest nast¦puj¡cy: zamiast kolejno ª¡czy¢ ukªad z gor¡c¡ i zimn¡ ªa¹ni¡, wysyªa
si¦ go na zmian¦ do Alicji i Boba, a oni mog¡ wykonywa¢ dowolne operacje z ich ograni-
czonych zbiorów FA i FB. Poniewa» stany i operacje, do których ma dost¦p Alicja, b¦d¡ na
ogóª stanowi¢ pewien zasób w odniesieniu do ogranicze« Boba (i odwrotnie), odpowiednia
liczba rund komunikacyjnych z lokalnie ograniczonymi operacjami (czyli suwów silnika zaso-
bów) mo»e generowa¢ stany kwantowe spoza zbiorów FA i FB. W zwi¡zku z tym � ª¡cz¡c dwie
teorie zasobów, opisane przez (FA,FA) i (FB,FB) � mo»na otrzyma¢ now¡ teori¦ zasobów: z
operacjami swobodnymi FAB ⊇ FA ∪ FB oraz stanami swobodnymi FAB ⊇ FA ∪ FB.

Naturalnie pojawia si¦ wówczas wiele pyta«, z których pierwsze brzmi: Czy silnik zasobów
zde�niowany przez dane dwa ograniczenia mo»e wygenerowa¢ peªny zbiór operacji kwantowych
� lub przynajmniej zbli»a¢ si¦ dowolnie blisko do ka»dego elementu tego zbioru � gdy liczba
suwów d¡»y do niesko«czono±ci?. Alternatywnie: Czy przy pomocy takiego silnika zasobów mo-
»emy osi¡gn¡¢ wszystkie mo»liwe stany ko«cowe, je±li na starcie mamy dost¦p tylko do stanów
nale»¡cych do FA lub FB?. Je±li odpowied¹ na którekolwiek z tych pyta« brzmi �tak�, to poja-
wiaj¡ si¦ kolejne pytania: Czy mo»emy oszacowa¢ lub ograniczy¢ liczb¦ suwów silnika zasobów
potrzebnych do wygenerowania ka»dej operacji lub stanu?, a tak»e: Je±li istnieje stan, który
jest maksymalnie zasobny (ang. maximally resourceful) w odniesieniu do ogranicze« zarówno
Alicji, jak i Boba, to jaka minimalna liczba suwów jest potrzebna, aby go wygenerowa¢?. Nale»y
zauwa»y¢, »e � bior¡c pod uwag¦, i» ka»dy suw trwa przez okre±lony czas � w rzeczywisto±ci
odpowiada to badaniu optymalnej mocy silnika zasobów. Mo»na te» zapyta¢ o odpowiednik
sprawno±ci silnika: mianowicie ilekro¢ Bob otrzymuje stan od Alicji i przeksztaªca go za pomoc¡
operacji z FB, nieuchronnie zmniejsza zawarto±¢ zasobów stanu, jak¡ dysponuje ze wzgl¦du
na swoje ograniczenie � ale mo»e j¡ zwi¦kszy¢ w odniesieniu do ograniczenia Alicji. Dlatego
mo»na zbada¢ optymalny kompromis: wydajno±¢ przeksztaªcania zasobu Boba w zasób Alicji.
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Gªówn¡ motywacj¡ wprowadzenia i badania silnika zasobów byªo to, »e sta-
nowi on naturalny sposób ª¡czenia dwóch (lub wi¦cej) teorii zasobów w duchu
niedawnych prac nad teoriami wielu zasobów [1]. W pewnym sensie pozwala to
na badanie kompatybilno±ci ró»nych ogranicze« dotycz¡cych dozwolonych prze-
ksztaªce«. W [R1] dopiero rozpoczynamy tego rodzaju badania, wprowadzaj¡c po-
mysªy i analizuj¡c przykªady, ale mamy nadziej¦, »e dzi¦ki temu b¦dziemy w stanie
opracowa¢ formalne ramy matematyczne umo»liwiaj¡ce fuzj¦ dowolnych teorii za-
sobów. Dwie potencjalne metody realizacji tego celu mog¡ polega¢ na rozszerzeniu na wiele
zasobów ramy ogólnej teorii zasobów wypukªych [2] lub na oszacowaniu zªo»ono±ci kanaªów
kwantowych w zale»no±ci od zasobów [3].

W sekcji II w pracy [R1] analizujemy perspektyw¦ teorii zasobów w standardowych
silnikach cieplnych. Alicja i Bob maj¡ ograniczony dost¦p do ªa¹ni cieplnych o ró»nych tem-
peraturach α i β (β < α). Zatem FA i FB s¡ w tym przypadku zbiorami operacji termicznych
z odwrotnymi temperaturami, a odpowiadaj¡ce im zbiory stanów swobodnych s¡ zbiorami
jednopunktowymi FA = {γ} i FB = {Γ}, takimi »e

γk =
e−αEk∑d
i=1 e

−αEi
, Γk =

e−βEk∑d
i=1 e

−βEi
,

gdzie {Ei}i jest rodzin¡ poziomów energetycznych ukªadu. Najpierw podajemy peªny opis
przykªadu elementarnego ukªadu dwupoziomowego. Nast¦pnie � dla silnika atermicznego z do-
wolnymi ukªadami d-wymiarowymi � szacujemy doln¡ i górn¡ granic¦ zbioru FAB sta-
nów osi¡galnych (zob. wniosek 2 i twierdzenie 5 w pracy [R1]). Na koniec natomiast pokazu-
jemy, »e zbiór FAB stanów swobodnych powstaªy w wyniku poª¡czenia dwóch teorii
zasobów z zakresu termodynamiki � jednej o sko«czonej temperaturze β, a drugiej
o niesko«czonej temperaturze α � jest równy peªnemu sympleksowi prawdopodo-
bie«stwa. Ponadto zbie»no±¢ do peªnego sympleksu (wraz z rosn¡c¡ liczb¡ suwów)
jest wykªadnicza.

Sekcja III po±wi¦cona jest koncepcji unitarnych silników koherencyjnych (ang. unitary
coherence engines). Przyjmijmy, »e na Alicj¦ i Boba naªo»ono ograniczenie, w my±l którego
mog¡ wykonywa¢ jedynie operacje unitarne diagonalne w swoich ustalonych bazach, tak wi¦c
koherencja wzgl¦dem tych baz jest dla nich zasobem. Zbiory stanów swobodnych okre±la si¦
przez:

FA = {|i⟩}di=1, FB = {U †|i⟩}di=1,

gdzie U jest ustalon¡ macierz¡ unitarn¡ nad ciaªem C opisuj¡c¡ wzajemne poªo»enie dwóch
baz wzgl¦dem siebie. Zbiory FA i FB operacji swobodnych skªadaj¡ si¦ zatem z macierzy uni-
tarnych diagonalnych w wyró»nionych bazach. Ponownie zaczynamy od badania najprostszego
przypadku ukªadu dwupoziomowego. Odwoªuj¡c si¦ do prac [4, 5, 6] dotycz¡cych generowa-
nia grupy obrotów, zauwa»amy, »e Alicja i Bob mog¡ wygenerowa¢ dowoln¡ macierz unitarn¡
rz¦du 2 za pomoc¡ silnika zasobów, i »e potrzebuj¡ do tego minimalnie ⌈π/α⌉+1 suwów tego
silnika. Podobnie � mog¡ wygenerowa¢ dowolny stan kwantowy, co z kolei wymaga ⌈π/2α⌉+1
suwów silnika zasobów. Nast¦pnie przechodzimy do ogólnego przypadku ukªadu o d poziomach
i omawiamy warunki, które zapewniaj¡, »e Alicja i Bob b¦d¡ w stanie wygenero-
wa¢ ka»d¡ operacj¦ unitarn¡ � tj. takie, »e wówczas FAB b¦dzie peªnym zbiorem
operacji unitarnych. Mianowicie w twierdzeniu 9 w [R1] dowodzimy, »e je±li dla macierzy
U , pojawiaj¡cej si¦ w de�nicji zbioru FB, istnieje taka staªa M ∈ (0,∞), »e odpowiadaj¡ca
jej macierz (P T

U PU )
M , gdzie PU = [pij ]

d
i,j=1 oraz

pij =

{
0 for uij = 0
1 for uij ̸= 0

,
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ma wszystkie elementy ró»ne od zera, to dowolna macierz unitarna mo»e by¢ przedstawiona
jako iloczyn macierzy unitarnych z FA i z FB. W dowodzie odwoªujemy si¦ do wyników do-
tycz¡cych podgrup grupy unitarnej, które zawieraj¡ grup¦ macierzy diagonalnych (por. [7]).
Pó¹niej, w propozycjach 11 i 12, analizujemy liczb¦ N suwów silnika, potrzebn¡ do
uzyskania wszystkich tych operacji, przedstawiaj¡c zarówno dolne, jak i górne
ograniczenia dla N . Na koniec omawiamy problem wykorzystania silnika zasobów do wy-
tworzenia stanu, który jest jednocze±nie maksymalnie zasobny zarówno dla Alicji, jak i dla
Boba (por. sekcja III E).

Podsumowuj¡c, zauwa»my, »e wprowadzenie do teorii zasobów kwantowych poj¦cia sil-
nika zasobów inspirowanego podej±ciem termodynamicznym mo»e zapewni¢ jednolite ramy
do badania pozornie niezwi¡zanych ze sob¡ problemów z zakresu informacji kwantowej. Nasz
� do±¢ prosty � przykªad unitarnych silników koherencyjnych mo»na bezpo±rednio powi¡za¢
z problemem kompilacji uniwersalnych ukªadów kwantowych poprzez kontrol¦ hamiltonianów
(zob. np. [8, 9, 10]). Wyniki dotycz¡ce silników mo»na wi¦c stosowa¢ do optymalizacji kontroli
kwantowej i kompilacji ukªadów. Co wi¦cej, w podobny sposób mo»na spojrze¢ na problem po-
legaj¡cy na wykonaniu dowolnej liniowej transformacji optycznej [11, 12]: np. ograniczenie dla
Alicji mo»e zakªada¢ u»ywanie tylko masek fazowych (ang. phase masks), podczas gdy Bob
mo»e u»ywa¢ tylko transformaty Fouriera lub dzielnika wi¡zki (ang. beam splitter). Wi¦cej
przykªadów podajemy w sekcji IV w [R1].

Wyniki dotycz¡ce wzmacniania losowo±ci

Losowo±¢ jest fundamentalnym poj¦ciem, maj¡cym liczne implikacje dla wielu dziedzin � od
bezpiecze«stwa nowoczesnych systemów danych, przez fundamentalne prawa przyrody, a» po
�lozo�¦ nauki. Losowo±¢ jest uwa»ana za certy�kowan¡ (ang. certi�ed), je±li opisuje zdarzenia,
których przeciwnik zewn¦trzny nie mo»e z góry okre±li¢. Tradycyjne generatory liczb losowych
opieraj¡ si¦ na �zyce klasycznej, która jest deterministyczna. Dlatego te» nie mo»emy uzna¢
losowo±ci generowanej przez te urz¡dzenia za wiarygodn¡ � przynajmniej bez dodatkowych
zaªo»e« lub przesªanek.

W zwi¡zku z tym informatycy rozwa»aj¡ sªabsze zadanie, jakim jest wzmacnianie loso-
wo±ci (ang. randomness ampli�cation). W uj¦ciu ogólnym pomysª polega na wykorzystaniu
danych wej±ciowych pochodz¡cych ze ¹ródªa cz¦±ciowo losowego � cho¢ potencjalnie mo»e by¢
ono niemal deterministyczne � w celu uzyskania �w peªni losowych� bitów wyj±ciowych (gdzie
przez �w peªni losowe� rozumiemy bity generowane niezale»nie od siebie z rozkªadem jedno-
stajnym). W klasycznej teorii informacji wzmacnianie losowo±ci z pojedynczego sªabego ¹ródªa
(tj. nie �w peªni losowego�) jest niemo»liwe (zob. [13]) � jednak staje si¦ mo»liwe, je±li przyj-
mujemy zasad¦ braku sygnalizacji i stosujemy korelacje zaczerpni¦te z mechaniki kwantowej
(zob. [14]). Takie korelacje s¡ operacyjnie ujawniane poprzez naruszenie nierówno±ci Bella.

Jako model sªabego ¹ródªa losowo±ci do wzmacniania rozwa»amy ¹ródªo ε-SV (nazwane
tak na cze±¢ M. Santhy i U. Vaziraniego [13]), gdzie ε jest parametrem wskazuj¡cym, jak daleko
jeste±my od �peªnej losowo±ci�. �ródªo ε-SV jest okre±lone przez rozkªad prawdopodobie«stwa
P na ci¡gach bitów, taki »e

(0.5− ε) ≤ P(φ1 = x1|e) ≤ (0.5 + ε),

(0.5− ε) ≤ P(φi+1 = xi+1|φ1 = x1, . . . , φi = xi, e) ≤ (0.5 + ε)
(26)

dla ka»dego i ≥ 1 i wszystkich x1, . . . , xi+1 ∈ {0, 1}, gdzie e jest dowoln¡ zmienn¡ losow¡ opi-
suj¡c¡ stan wiedzy przeciwnika przed wygenerowaniem pierwszego bitu. Zauwa»my, »e kiedy
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ε = 0, bity s¡ �w peªni losowe�, podczas gdy dla ε = 0.5 bity s¡ generowane w sposób deter-
ministyczny.

Przez dªugi czas nie byªo jasne, czy wzmacnianie losowo±ci znajdzie rzeczywiste zastosowa-
nie, poniewa» istniej¡ce wcze±niej protokoªy takiego wzmacniania albo nie tolerowaªy szumu
(ang. noise), albo wymagaªy u»ycia niesko«czonej liczby urz¡dze«.

W artykule [Q3] prezentujemy protokóª odporny na szum i wykorzystuj¡cy Podsumo-
wanie
wyników
z [Q3].

tylko sko«czon¡ liczb¦ urz¡dze« do wzmacniania dowolnie sªabego ¹ródªa losowo-
±ci tak, »e stanie si¦ ono ¹ródªem generuj¡cym bity niemal �w peªni losowe�, które
s¡ odporne na dziaªanie przeciwnika respektuj¡cego jedynie zasad¦ braku sygna-
lizacji. Poprawno±¢ protokoªu mo»na oceni¢ poprzez naruszenie nierówno±ci Bella
(ang. the Bell inequality violation), przy czym stopie« naruszenia okre±la próg to-
lerancji na zakªócenia. W dowodach ª¡czymy wyniki z klasycznej teorii ekstraktorów (por.
[15, 16, 17]), niedawno odkryte podej±cie do twierdzenia de Finettiego wywiedzione z teorii
informacji [18] oraz nierówno±¢ Azumy-Hoe�dinga [19].

Nasz artykuª [Q3] byª cytowany 37 razy i staª si¦ inspiracj¡ dla kilku istotnych osi¡gni¦¢.
Na przykªad autorzy pracy [20], opieraj¡c si¦ gªównie na naszych pomysªach przedstawionych
w [Q3] oraz tych zawartych w [21], opracowali niedawno kompleksowy i praktyczny protokóª
wzmacniania losowo±ci i prywatno±ci oparty na testach Bella. Co wa»ne, przetestowali oni ten
protokóª na ró»nych komputerach kwantowych, mimo »e nie byªy one specjalnie przystosowane
do tego celu. To podej±cie (cz¦±ciowo niezale»ne od urz¡dzenia; ang. semi-device-independent)
pozwoliªo na generowanie niemal �w peªni losowych� i �prywatnych� (tj. niezale»nych od osób
trzecich) liczb na wspóªczesnych komputerach kwantowych.

Natomiast z praktycznego punktu widzenia istotne jest pytanie, czy mo»na wy- Podsumo-
wanie
wyników
z [Q2].

generowa¢ kryptogra�cznie bezpieczne bity losowe, je±li zachodz¡ minimalne wa-
runki niezb¦dne do wykonania tego zadania. Inaczej: czy mo»emy to osi¡gn¡¢,
wykorzystuj¡c tylko dwa komponenty niesygnalizuj¡ce, i w sytuacji, w której na-
ruszenie nierówno±ci Bella gwarantuje jedynie, »e niektóre dane wyj±ciowe z urz¡-
dzenia dla okre±lonych wej±¢ wykazuj¡ losowo±¢. Odpowied¹ na to pytanie brzmi
�tak� i znajduje si¦ w artykule [Q2]. Precyzyjniej mówi¡c, w [Q2] prezentujemy pro-
tokóª (niezale»ny od urz¡dzenia, ang. device-independent) do wzmacniania losowo±ci ¹ródeª
ε-SV, korzystaj¡c z urz¡dzenia skªadaj¡cego si¦ z dwóch komponentów niesygnalizuj¡cych.
Wykazujemy, »e ten protokóª jest w stanie wzmacnia¢ dowolne ¹ródªo, które nie jest w peªni
deterministyczne, tak, »e staje si¦ ono ¹ródªem, które jest �w peªni losowe�, a jednocze±nie
� tolerowa¢ staªy poziom szumu, i dowodzimy, »e procedura ta jest bezpieczna wobec ataku
ogólnych przeciwników niesygnalizuj¡cych. Nasz¡ gªówn¡ innowacj¡ jest przedstawienie do-
wodu, »e nawet cz¦±ciowa losowo±¢ potwierdzana przez dwuosobowy test Bella (jedna para
wej±cie-wyj±cie (u∗,x∗), dla której prawdopodobie«stwo warunkowe P(x∗|u∗) jest oddzielone
od 1 dla wszystkich strategii niesygnalizuj¡cych, które optymalnie naruszaj¡ nierówno±¢ Bella)
mo»e zosta¢ wykorzystana do wzmacniania. Wprowadzamy metodologi¦ cz¦±ciowej procedury
tomogra�cznej na podstawie statystyk empirycznych uzyskanych w te±cie Bella, co zapewnia,
»e dane wyj±ciowe stanowi¡ liniowe ¹ródªo losowo±ci o minimalnej entropii (ang. a linear min-
entropy source of randomness).

W [Q1] koncentrujemy si¦ na kwestii mo»liwo±ci wzmacniania losowo±ci ¹ródeª za po- Podsumo-
wanie
wyników
z [Q1].

moc¡ urz¡dze« od nich zale»nych (mamy ±wiadomo±¢, »e w praktyce trudno zapewni¢ caª-
kowit¡ niezale»no±¢ urz¡dzenia od ¹ródªa). Zamiast wymaga¢, aby ¹ródªo i urz¡dzenie byªy
niezale»ne, ograniczamy korelacje mi¦dzy nimi jedynie za pomoc¡ jednego warunku, który
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nazywamy warunkiem SV dla pudeª (szczegóªy mo»na znale¹¢ w sekcji IV B w [Q1]).
Dowodzimy bezpiecze«stwa zaproponowanego protokoªu (zob. sekcja VII i rysu-
nek 6 w [Q1]) przeciwko pewnej klasie ataków wykorzystuj¡cych korelacje mi¦dzy
¹ródªem a urz¡dzeniem (przy zaªo»eniu, »e przeciwnik przestrzega zasady niesy-
gnalizowania). Precyzyjniej mówi¡c � dowodzimy, »e najbardziej zªo±liwe korelacje (mi¦dzy
¹ródªem a urz¡dzeniem) s¡ niedozwolone ze wzgl¦du na zaªo»enie, »e ¹ródªo ε-SV pozostaje
¹ródªem ε-SV nawet po uzyskaniu danych wej±ciowych i wyj±ciowych z pudeª. Dlatego wzmac-
nianie losowo±ci nadal jest mo»liwe. Nasza nowa metoda dowodu pozwala zatem analizowa¢
atak, w którym przeciwnik wysyªa uczciwym stronom te pudªa, które s¡ dostosowane dokªad-
nie do ich ustawie« pomiarowych, a tak»e do zastosowanej funkcji haszuj¡cej (ang. hashing
function). Zagro»enia wynikaj¡ce z takich ataków omawiamy na konkretnym przykªadzie w
sekcji III w [Q1].

Zauwa»my tutaj, »e inni równie» próbowali osªabi¢ zaªo»enie niezale»no±ci. W pracy [22]
podej±cie to jest przedstawione w formalizmie kwantowym, podczas gdy w pracy [23], która
zostaªa ogªoszona pó¹niej ni» pierwsza wersja naszego artykuªu, tak»e dowiedziono (w po-
dobnym duchu) bezpiecze«stwa wobec ataku przeciwników niesygnalizuj¡cych, jednak przy
u»yciu wi¦kszej liczby urz¡dze«. Nasze podej±cie ró»ni si¦ od zaproponowanego w [22] i [23].
Uwa»amy, »e wyniki uzyskane w ramach artykuªu [Q1] rzucaj¡ nowe ±wiatªo na badania nad
wzmacnianiem losowo±ci i � ze wzgl¦du na klarowno±¢ zaªo»e« � s¡ równie» istotne dla bardziej
ogólnego zadania uzyskiwania bezpiecznych bitów klucza w kryptogra�i.
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6 Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywno±ci¡ naukow¡
realizowan¡ w wi¦cej ni» jednej uczelni, instytucji naukowej,
w szczególno±ci zagranicznej

Instytut Matematyki Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach
(staªe zatrudnienie)

W pa¹dzierniku 2016 r. podj¦ªam zatrudnienie w Instytucie Matematyki Uniwersytetu
�l¡skiego w Katowicach (IM U�), gdzie do dzisiaj pracuj¦ na stanowisku adiunkta (pracow-
nik naukowo-dydaktyczny) i prowadz¦ badania dotycz¡ce asymptotyki i wªasno±ci ergodycz-
nych pewnych markowowskich ukªadów dynamicznych (zob. np. prace [H2]-[H5] lub [E2]-[E4]).

Potwierdzeniem dobrej rozpoznawalno±ci mojej dziaªalno±ci naukowej w kraju i za granic¡
s¡ zaproszenia do wygªoszenia referatów i wykªadów podczas licznych konferencji, m.in.:

� mi¦dzynarodowej konferencji Mathematical Modeling with Measures: Where Ap-
plications, Probability and Determinism Meet (Lejda, 3-7.12.2018, referat wy-
gªoszony na zaproszenie pt. Useful versions of limit theorems for certain non-
stationary Markov chains),

� XVII Konferencji z Probabilistyki (B¦dlewo, 22-26.05.2023, wykªad plenarny pt.
Centralne twierdzenie graniczne dla procesów Markowa wykªadniczo ergodycznych w nor-
mie Forteta�Mouriera),

a tak»e podczas seminariów Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk (IM PAN)
w Warszawie (z Równa« Ró»niczkowych Cz¡stkowych w dniu 15.04.2019 i Procesów Stocha-
stycznych w dniu 28.03.2023). �¡cznie wygªosiªam referaty na dziesi¦ciu mi¦dzyna-
rodowych konferencjach matematycznych, w tym na Bernoulli-IMS 10th World
Congress in Probability and Statistics (Seoul, 19-23.07.2021).

W okresie 2.03.2020-31.05.2021 miaªam przerw¦ w dziaªalno±ci naukowej � najpierw
spowodowan¡ niezdolno±ci¡ do pracy, a nast¦pnie urlopami: macierzy«skim i rodzicielskim.

W dniach 1.10.2021-30.06.2023 przebywaªam na urlopie bezpªatnym w U� w Katowicach
(w tym czasie byªam zaanga»owana w realizacj¦ projektów badawczych w Instytucie Informa-
tyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk w Gliwicach).

Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk
(sta» podoktorski)

We wrze±niu 2019 r. zostaªam zaproszona przez prof. dr. hab. Zbigniewa Puchaª¦, lidera grupy
Quantum Machine Learning w projekcie Komputery kwantowe w najbli»szej przyszªo-
±ci: wyzwania, optymalne implementacje i zastosowania praktyczne (numer grantu:
POIR.04.04.00-00-17C1/18-00, TEAM-NET, Fundacja na Rzecz Nauki Polskiej), do wspóª-
realizacji tego projektu. W grudniu 2019 r. podj¦ªam dodatkowe zatrudnienie (na póª etatu)
w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk (IITiS
PAN) w Gliwicach.

W okresie, kiedy przebywaªam na urlopie bezpªatnym w U� w Katowicach, zwi¦kszono mój
wymiar czasu pracy w projekcie TEAM-NET do peªnego etatu i dodatkowo zatrudniono mnie
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w projekcie dr. hab. Bartªomieja Gardasa zatytuªowanym Symulacje ukªadów �zycznych za po-
moc¡ technologii wy»arzania niedalekiej przyszªo±ci (numer grantu: 2020/38/E/ST3/00269,
Sonata BIS 10, Narodowe Centrum Nauki).

W tym czasie szczególnie zainteresowaªam si¦ teori¡ zasobów kwantowych i nawi¡zaªam
wspóªprac¦ z dr. hab. Kamilem Korzekw¡ z Wydziaªu Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej Uniwersytetu Jagiello«skiego. Efektem tej wspóªpracy jest wspólny arty-
kuª [R1], który promowaªam ju» na mi¦dzynarodowych konferencjach

� Quantum Resources: from Mathematical Foundations to Operational Characterisation
(Singapur, 5-8.12.2022),

� Near Term Quantum Computing 2020(+3) (Warszawa, 22-24.03.2023)

� oraz 14TH KCIK-ICTQT Symposium on Quantum Information (Sopot, 18-20.05.2023,
referat wygªoszony na zaproszenie).

Nasze pomysªy zostaªy entuzjastycznie przyj¦te przez uczestników tych konferencji.

Instytut Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie
(dªugoterminowa wspóªpraca mi¦dzynarodowa i sta»e zagraniczne)

W dniach 09-14.12.2013 i 15-19.12.2014 odbyªam swoje pierwsze wyjazdy studyjne do Holandii
do Instytutu Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie (MI LU), dzi¦ki którym nawi¡zaªam
intensywn¡ wspóªprac¦ naukow¡ z dr. Sandrem C. Hille. Wspólne badania zaowocowaªy publi-
kacjami [D1] i [D2], a tak»e kolejnymi zaproszeniami do MI LU. W terminach 18.06-18.07.2017
oraz 30.01-01.03.2018 zrealizowaªam dwa miesi¦czne sta»e, z których drugi zostaª s�nanso-
wany ze Stypendium Wyjazdowego przyznanego mi w ramach programu START FNP 2017.
Kolejne, ju» krótsze, wizyty w MI LU zrealizowaªam w dniach 2-18.12.2018 i 3-12.02.2019 �
w ramach realizacji odpowiednio projektu Miniatura NCN i Maªego Grantu Rektora Uniwer-
sytetu �l¡skiego w Katowicach.

Efektem wspóªpracy naukowej z dr. Sandrem C. Hille w latach 2017-2019 s¡ publikacje
[H3] i [E4], w których dowodzimy kolejno pewnych wªasno±ci miar niezmienniczych i prawa
iterowanego logarytmu dla rozwa»anych procesów Markowa kawaªkami deterministycznych.

Wreszcie w okresie 31.08-30.11.2022 odbyªam trzymiesi¦czny sta» zagraniczny w MI
LU, podczas którego wspólnie z dr. Sandrem C. Hille rozpocz¦li±my zupeªnie nowy projekt,
dotycz¡cy badania tempa zbie»no±ci do rozkªadu stacjonarnego w pewnych symulacjach Monte
Carlo. Do wspóªpracy zaprosili±my równie» dr. Jorisa Bierkensa z Uniwersytetu Technicz-
nego w Delft, którego poznaªam podczas minisympozjów organizowanych w czasie mojego
pobytu w Lejdzie. Badania s¡ kontynuowane do dzi±.

Instytut Fizyki Teoretycznej i Astro�zyki Uniwersytetu Gda«skiego,
Krajowe Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku (sta» podoktorski)

W pa¹dzierniku 2013 r., jeszcze jako doktorantka, rozpocz¦ªam prac¦ jako asystent (pracownik
naukowy) w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astro�zyki Uniwersytetu Gda«skiego
(IFTiA UG), sk¡d zostaªam oddelegowana do pracy w Krajowym Centrum Informatyki
Kwantowej w Gda«sku (KCIK), gdzie pod kierunkiem prof. dr. hab. Michaªa Horodeckiego
realizowaªam europejski grant Randomness and Quantum Entanglement (akronim
RAQUEL, numer projektu 323970, Siódmy Program Ramowy Unii Europejskiej). Po uko«-
czeniu studiów doktoranckich i uzyskaniu stopnia naukowego doktora (w lipcu 2015 r.) konty-
nuowaªam zatrudnienie w IFTiA UG (oraz KCIK), ju» jako adiunkt, do ko«ca wrze±nia 2016 r.
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W tym okresie zajmowaªam si¦ problemem generacji losowo±ci, istotnym m.in. z punktu wi-
dzenia kryptogra�i. Efektem moich bada« s¡ trzy publikacje: [Q1]-[Q3].

Udziaª w projekcie Randomness and Quantum Entanglement umo»liwiª mi prac¦ w mi¦-
dzynarodowym i interdyscyplinarnym zespole, skªadaj¡cym si¦ z �zyków, matematyków i in-
formatyków. W latach 2013-2015 wykonawcy projektu, tj. pracownicy Uniwersytetu Masaryka
w Brnie, Politechniki Federalnej w Zurychu, Wolnego Uniwersytetu w Berlinie, Uniwersytetu
Autonomicznego w Barcelonie, Uniwersytetu �otewskiego i Uniwersytetu Gda«skiego, spoty-
kali si¦ co roku na konferencjach RAQUEL Scienti�c Meeting, organizowanych kolejno
w Brnie, Barcelonie oraz Sopocie (ostatni¡ konferencj¦ organizowaªam wspólnie z dr.
Piotrem �wikli«skim), prezentuj¡c swoje wyniki i prowadz¡c dyskusje na temat otwartych
problemów badawczych.

W tym okresie miaªam równie» mo»liwo±¢ odby¢ szereg wizyt naukowych (zarówno krajo-
wych, jak i zagranicznych), m.in. do Instytu Fizyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza
w Poznaniu (w dniach 12-16.05.2014 i 8-11.09.2014, w celu wspóªpracy z prof. dr. hab.
Andrzejem Grudk¡, której efektem s¡ prace [Q1] i [Q3]) czy Instytutu Fizyki Teoretycznej
Politechniki Federalnej w Zurychu (w dniach 6-12.12.2015, w celu konsultacji nauko-
wej z prof. dr. Renato Rennerem i jego grup¡ badawcz¡, dotycz¡cej pracy [Q1]), a tak»e
wzi¡¢ udziaª w licznych mi¦dzynarodowych konferencjach, m.in. w Sydney, Barcelonie, Seefeld,
Waszyngtonie czy Berlinie, podczas których promowaªam swoje wyniki.

Przygotowuj¡c publikacje [Q1]-[Q3], nawi¡zaªam wspóªprac¦ naukow¡ z prof. Fernandem
G.S.L. Brandão z Kalifornijskiego Instytutu Technicznego (Caltech) (pracuj¡cym wcze-
±niej w Microsoft oraz Kolegium Uniwersyteckim w Londynie).

Pod koniec sta»u podoktorskiego w KCIK w Gda«sku zostaªam wyró»niona zaproszeniem
do wygªoszenia referatu pt. Towards realistic randomness ampli�cation podczas Symposium
KCIK (Sopot, 22-24.05.2016). Do zaprezentowania wyników z cyklu prac [Q1]-[Q3] zosta-
ªam równie» zaproszona przez komitet programowy 44. Zjazdu Fizyków Polskich
(Wrocªaw, 10-15.09.2017), a tak»e przez prowadz¡cych seminarium Chaos i Informacja Kwan-
towa Zakªadu Optyki Kwantowej Uniwersytetu Jagiello«skiego (Kraków, 13.11.2017), i wresz-
cie � przez organizatorów konferencji Quantum Foundations and Beyond (Sopot, 8-9.12.2017).

W 2017 r. otrzymaªam zagraniczne stypendium od Instytutu Henriego Poincaré
(IHP) w Pary»u, dzi¦ki czemu mogªam wzi¡¢ udziaª w programie zatytuªowanym T3-2017
Analysis in Quantum Information Theory, realizowanym wªa±nie w IHP (stypendium pozwoliªo
mi odby¢ miesi¦czn¡ wizyt¦ studyjn¡ do Pary»a w dniach 19.11-17.12.2017; w tym czasie
braªam udziaª w wykªadach i dyskusjach naukowych, a tak»e prezentowaªam swoje wyniki
podczas Main Conference Quantum Information Theory, IHP Trimester).

Instytut Matematyki Uniwersytetu Gda«skiego (studia doktoranckie)

�rodowiskowe Studia Doktoranckie z Matematyki i Informatyki w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Gda«skiego rozpocz¦ªam w pa¹dzierniku 2011 r., a uko«czyªam w lipcu
2015 r. W tym okresie moje zainteresowania byªy skupione wokóª analizy losowego ukªadu
dynamicznego, wykorzystywanego m.in. do opisu procesu podziaªu komórki (zob. [D1]-[D3]).
Swoje wyniki promowaªam, wygªaszaj¡c referaty, m.in. na mi¦dzynarodowych konferencjach
CNRS-PAN Mathematics Summer Institute w Krakowie w 2013 i 2015 r.
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7 Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych, organizacyjnych
oraz popularyzuj¡cych nauk¦

Osi¡gni¦cia dydaktyczne

Prowadzenie wykªadów i ¢wicze«

� W roku akademickim 2021/2022 prowadziªam w trybie online wykªad Probability and
statistics (w j¦zyku angielskim) dla studentów studiów magisterskich (na kierunku
Quantum Information Technology) w Uniwersytecie Gda«skim.

� Od pa¹dziernika 2016 r. do lutego 2020 r. prowadziªam liczne wykªady i ¢wiczenia na
Wydziale Nauk �cisªych i Technicznych Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach
(zgodnie z obowi¡zuj¡cym mnie pensum 210 godzin zaj¦¢ dydaktycznych rocznie), m.in.
Wst¦p do rachunku prawdopodobie«stwa, Rachunek prawdopodobie«stwa, Elementy sta-
tystyki, Podstawy metod probabilistycznych i statystyki, Wst¦p do informatyki, a tak»e
Warsztaty problemowe, Seminaria dyplomowe czy Pracowni¦ magistersk¡.

� W roku akademickim 2015/2016 prowadziªam wykªady Stochastyczne równania ró»nicz-
kowe i Zastosowania procesów semi-markowskich dla studentów matematyki w Katedrze
Rachunku Prawdopodobie«stwa i Biomatematyki na Wydziale Fizyki Technicznej
i Matematyki Stosowanej Politechniki Gda«skiej.

Opieka nad studentami

� Promotorka prac magisterskich obronionych w 2019 r. (Pauliny Lewandowskiej �
praca pt. Norma bazowa w problemie rozró»niania pomiarów kwantowych oraz Ryszarda
Kukulskiego � praca pt. Pewne asymptotyczne wªasno±ci operatorów Markowa, obroniona
z wyró»nieniem).

� Promotorka prac licencjackich obronionych w 2019 r. (Pauliny Gamrat, Maªgorzaty
Kubickiej i Natalii Czerniszew) oraz w 2017 r. (Agaty Dytkowskiej, Katarzyny Chmury,
Ryszarda Kukulskiego i Agaty Malisz).

Osi¡gni¦cia organizacyjne

� Wspóªorganizacja (wraz z prof. dr hab. Katarzyn¡ Horbacz i dr. Dawidem Czapl¡) dwóch
edycji Mikrokonferencji z procesów stochastycznych (Katowice, 6-7.06.2023 oraz
20-22.06.2022).

� Czªonkostwo w Radzie Naukowej Instytutu Matematyki w Uniwersytecie �l¡skim
w Katowicach w roku akademickim 2020/2021 oraz 2021/2022.

� Czªonkostwo w Radzie Dydaktycznej Kierunku Matematyka na Wydziale Nauk
�cisªych i Technicznych Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach w roku akademickim
2019/2020.

� Wspóªprowadzenie (wraz z dr. Pawªem Mazurkiem) strony internetowej Krajowego
Centrum Informatyki Kwantowej w Gda«sku w latach 2015-2016.

� Wspóªorganizacja (wraz z dr. Piotrem �wikli«skim) mi¦dzynarodowej konferencji
3rd RAQUEL scienti�c meeting (Sopot, 8-9.10.2015).
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Osi¡gni¦cia popularyzuj¡ce nauk¦

� Przygotowanie i prowadzenie dwoch edycji Ogólnopolskiego Sejmiku Matematyków
(Szczyrk, 6-9.06.2019 i 14-17.06.2018).

� Wygªoszenie referatu pt. Co to jest losowo±¢ i czy mo»na j¡ wzmacnia¢? podczas
XII �wi¦ta Liczby Pi , tj. wydarzenia popularyzatorskiego organizowanego co roku
na Wydziale Nauk �cisªych i Technicznych Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach
(Katowice, 14.08.2018).

� Prowadzenie warsztatów dla mªodzie»y licealnej i gimnazjalnej w ramach cyklu spo-
tka« akademickich, b¦d¡cego elementem programu Zdolni z Pomorza, tworzonego
we wspóªpracy Fundacji Rozwoju Uniwersytetu Gda«skiego i Uniwersytetu Gda«skiego,
w latach 2012 i 2013.

� Zdobycie I nagrody w konkursie Bajka Matematyczna , organizowanym przez
Instytut Matematyki Uniwersytetu Gda«skiego i Fundacj¦ Wspólnoty Gda«ska w 2011 r.,
za bajk¦ pt. Przyjaciele z Gda«ska.

� Prowadzenie imprezy festiwalowej pt. What mathematics has to do with love? podczas
VIII Baªtyckiego Festiwalu Nauki (Gda«sk, Sopot, 27.05.2010).

8 Inne informacje, dotycz¡ce kariery zawodowej

Wybrane stypendia i nagrody

2018

Nagroda Indywidualna Rektora III Stopnia za dziaªalno±¢ naukowo-badawcz¡,
przyznana przez JM Rektora Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach.

2017

Stypendium START przyznawane przez Fundacj¦ na rzecz Nauki Polskiej naj-
lepszym mªodym badaczom poni»ej 30 r.». reprezentuj¡cym wszystkie dziedziny
nauki.

Stypendium im. Barbary Skargi przyznawane przez Fundacj¦ na rzecz Nauki
Polskiej osobie, której �badania wyró»niaj¡ si¦ odwa»nym przekraczaniem granic po-
mi¦dzy ró»nymi dziedzinami nauki, otwieraj¡ nowe perspektywy badawcze i tworz¡
nowe warto±ci w nauce� (cyt. za o�cjaln¡ stron¡ www FNP).

Stypendium wyjazdowe START przyznawane przez Fundacj¦ na rzecz Nauki
Polskiej wybranym laureatom programu START, umo»liwiaj¡ce czterotygodniowy
sta» naukowy w wybranym przez stypendyst¦ o±rodku badawczym � w moim przy-
padku w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie w Holandii.

Zagraniczne stypendium Instytutu Henriego Poincaré w Pary»u, umo»-
liwiaj¡ce udziaª w programie T3-2017 Analysis in Quantum Information Theory
(IHP Trimester).
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Kierowanie projektami badawczymi

2018-2019

Modelowanie matematyczne z wykorzystaniem rachunku na miarach
(grant MINIATURA Narodowego Centrum Nauki
o numerze 2018/02/X/ST1/01518).

Wªasno±ci i zastosowania pewnych losowych markowowskich ukªadów dynamicznych
(MA�Y GRANT �nansowany ze ±rodków JM Rektora Uniwersytetu �l¡skiego
w Katowicach w ramach programu wspieraj¡cego inicjatywy grantowe i zwi¦kszaj¡-
cego mo»liwo±ci i szanse pracowników Uniwersytetu �l¡skiego w Katowicach na po-
zyskanie projektów w konkursach zewn¦trznych).
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