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Ocena rozprawy habilitacyjnej pt.

" Przestrzenie R-punktéw”
oraz dorobku naukowego pani dr Katarzyny Kuhlmann

Pani dr Katarzyna Kuhlmann uzyskata stopien magistra matematyki na
Uniwersytecie Slaskim w Katowicach w 2001 r., zaé stopienn doktora nauk
matematycznych w zakresie matematyki na Uniwersytecie Slaskim w 2005 r.
Ma obecnie opublikowanych lub przyjetych do publikacji 18 artykutéw w
czasopismach matematycznych rangi miedzynarodowej oraz jeden artykut
ztozony do publikacji. Siedem jej opublikowanych artykutéw [1-7] wchodzi
w sktad rozprawy habilitacyjnej, a spoérdd nich pie¢, mianowicie [2,3,4,5,7],
napisane sa we wspdlpracy z innymi matematykami. Udzial Habilitantki w
tych pracach zostal oszacowany na odpowiednio 50, 40, 40, 50, 50 procent.

Tematyke rozprawy habilitacyjnej oraz pozostatego dorobku naukowego
mozna umiejscowi¢ w dziedzinie algebry rzeczywistej i ogblnej teorii waluacji.
Podstawowym obiektem badania jest przestrzen M (K) R-punktow ciata (for-
malnie) rzeczywistego K. Trzy artykuly [14,18,19] (nie wchodzace w sktad
rozprawy) poswiecone sg uogodlnieniom twierdzen o punkcie staltym i punkcie
koincydencji.

Rozprawa habilitacyjna koncentruje sie na nietatwym i bardzo interesu-
jacym problemie realizowalnoéci przestrzeni R-punktéw. Stanowi on przed-
miot badan wielu matematykéw i do dzisiaj nie zostal rozwigzany w sposéb
kompletny. W czesci A Autoreferatu (Wprowadzenie i motywacja badan),
pani dr Katarzyna Kuhlmann przedstawia znane juz wczeéniej wyniki z tym
zwigzane. Wiodacym celem rozprawy jest dalsze czesciowe rozwigzanie tego
problemu. W czeéci B Autoreferatu omoéwione sg gtéwne rezultaty rozprawy
habilitacyjnej, ktére pokrotce omoéwie ponizej.
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Artykut [1]

1) Kostka Cantora dowolnej mocy jest homeomorficzna z przestrzenig
M(K) dla pewnego ciala K. (Thm. 3.2)

2) Kazda przestrzen boolowska jest realizowalna jako przestrzen M (L)
dla pewnego ciata L. (Thm. 4.4)

Artykut [2]

Rodzina realizowalnych przestrzeni topologicznych jest zamknieta ze wzgle-
du na nastepujace trzy operacje: skonczone sumy roztaczne, podprzestrzenie
domkniete i produkty z przestrzeniami boolowskimi.

Artykut (3]

Badane sa przestrzenie M (R(x)) dla cial funkcji wymiernych R(x) stopnia
przestepnego 1 nad cialami rzeczywiscie domknietymi R.

1) Uzyteczne kryterium: dwa porzadki ciala R(z) wyznaczajg ten sam
R-punkt wtw gdy odpowiadajgce im przekroje ciata R sa wyznaczone przez
ta sama kule ultrametryczng. (Thm. 3.2)

2) Tw. o metryzowalnodci (Thm. 4.7): Przestrzen M (R(x)) jest metryzo-
walna wtw gdy R zawiera przeliczalne podciato geste.

3) Jesli R jest cialem rzeczywiscie domknietym nie zawierajacym prze-
liczalnego ciala gestego i F' jest (formalnie) rzeczywistym ciatem funkcyj-

nym stopnia przestepnego 1 nad R, przestrzen M (F') nie jest metryzowalna.
(Thm. 4.9)

Artykul [4]

Badana jest metryzowalnoéé przestrzeni R-punktéw M (F') ciata funkcyj-
nego F stopnia przestepnego > 1 nad ciatem rzeczywiscie domknietym R.

1) Dla nieprzeliczalnego ciata rzeczywiscie domknigtego R, przestrzen
M(R(z,y)) ciata funkcji wymiernych R(z,y) nie jest metryzowalna (Thm. 1.1);
jesli F jest skoniczenie generowanym, (formalnie) rzeczywistym rozszerzeniem
ciata R stopnia przestepnego > 2, to przestrzen M (F') nie jest metryzowalna.
(Corollary 3.3)

2) Jedli R jest wladciwym, rzeczywiscie domknietym rozszerzeniem R, to

przestrzen M (R(z)) ciala funkcji wymiernych R(z) nie jest metryzowalna.
(Thm. 3.5)

Artykut [5]
Dla rzeczywiscie domknietego ciata R i jego (formalnie) rzeczywistego roz-
szerzenia F', badane sg zgodne z restrykcja zanurzenia przestrzeni M (R(x))




w przestrzen M (F(x)). Wyniki tej pracy wskazuja m.in, na przeszkody dla
rozwigzania otwartego problemu, czy torus moze by¢ zrealizowany jako prze-
strzen R-punktéw. Podstawowym rezultatem jest nastepujace twierdzenie:

Powyzej opisane zanurzenie istnieje wtw gdy vR jest podgrupa wypukta
grupy vE. W szczegdlnosci, jedli R jest cialem archimedesowym, to takie
zanurzenie zawsze istnieje. Jesli F' jest cialem rzeczywiscie domknietym, to
istnieje co najwyzej jedno takie zanurzenie. (Thm. 1.2)

Artykul [6]

Badana jest struktura przestrzeni M (R(z)) ciala funkcji wymiernych R(x)
stopnia przestepnego 1 nad niearchimedesowym ciatem rzeczywiscie domknie-
tym R. Wykazuje sie, ze struktura przstrzeni M(R(x)) jest bogata z duza
iloécig samopodobienstw, a takze opisywana jest ”fraktalna” struktura tej
przestrzeni. Udowodnione jest m.in. nastepujace twierdzenie:

Jedli R jest cialem rzeczywiscie domknietym, to wszystkie trzy wymiary
przestrzeni M (R(z)), pokryciowy, maly indukcyjny i duzy indukcyjny, sa
réwne 1 wynosza 1. (Thm. 1.3)

Artykul (7]

W tym artykule zostaty uogdlnione na przypadek ciata funkcyjnego F'
stopnia przestepnego 1 nad dowolnym ciatem rzeczywiscie domknietym R
wyniki prac [3] oraz Gilmera [G] (?Extension of an order to a simple trans-
cendental extension”, 1982).

Dodam réwniez, ze dowody wielu twierdzen sa technicznie skompliko-
wane i wymagaja bardzo dobrej znajomosci tematu. Mam przy tym jedng
uwage merytoryczng. W dowodzie [1], Thm. 4.4, istotna role odgrywa Propo-
sition 4.2 (Stwierdzenie 3 z Autoreferatu). Dow6d tego stwierdzenia nie jest
w pelni kompletny, gdyz wykazanie surjektywnosci restrykcji odwzorowania
AL wymaga injektywnosci prawej pionowej strzatki diagramu (a nawet jest
jej réwnowazny). Injektywnosé ta jest konsekwencjg Thm. 4.3 z pracy [11],
ktéora winna byé tam zatem docytowana.

Konkludujac uwazam, ze zaréwno rozprawa jak i pozostaly dorobek na-
ukowy Habilitantki stanowia istotny wkiad w rozwoj tej dziedziny matema-
tyki w skali miedzynarodowej. Stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa habi-
litacyjna spetnia warunki ustawy oraz wnosze o jej przyjecie i dopuszczenie
dr Katarzyny Kuhlmann do dalszych etapéw przewodu habilitacyjnego.




