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1. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe/artystyczne — z
podaniem nazwy, miejsca i roku ich uzyskania oraz tytutu
rozprawy doktorskiej.

1. Dyplom magistra matematyki w zakresie matematyki - specjalnogé¢ zasto-
sowania matematyki, uzyskany 16 czerwca 1992 roku na Wydziale Matematyki
i Fizyki Uniwersytetu Jagiellonskiego.

2. Dyplom doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki uzyskany
w dniu 05 maja 1998r. na Wydziale Matematyki Fizyki i Chemii Uniwersytetu
Slaskiego.

Tytul rozprawy doktorskie;:

Pélgrupy operatoréw Markowa 1 ich zastosowania do badania asymptotycz-

nej stabilnosci réwnan. czgsthowych

2. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednost-
kach naukowych

1. 01.10.1992 - 30.09.1998 zatrudniona w Instytucie Matematyki Uniwersy-
tetu Slaskiego w Zakladzie Biomatematyki na stanowisku asystenta

2. 01.10.1998 - 30.09.2011 zatrudniona w Instytucie Matematyki Uniwer-
sytetu Slaskiego w Zakladzie Biomatematyki na stanowisku adiunkta

w tym czasie dwukrotnie bylam zatrudniona w Instytucie Matematycznym
PAN na czas okreslony:

3. 01.10.1999 - 30.09.2000 zatrudniona w Instytucie Matematycznym PAN
w Zaktadzie Funkeji Uogélnionych na stanowisku adiunkta

4. 15.02.2003 - 14.08.2003 zatrudniona w Instytucie Matematycznym PAN
w Zakladzie Funkeji Uogdlnionych na stanowisku adiunkta

5. 01.10.2011 - zatrudniona w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slaskie-

go w Zakladzie Biomatematyki na stanowisku starszego wyktadowcy

3. Wskazanie osiggniecia* wynikajacego z art. 16 ust. 2

ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych
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i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.):

Wskazane osiagniecie wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy o stopniach nauko-
wych 1 tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki stanowi
cykl pieciu prac pod tytutem:

Pétgrupy stochastyczne, ich wlasno$ct i zastosowania w
strukturalnych modelach populacyjnych

3.1. Lista prac
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[KP4] J. Banasiak, K. Pichor, R. Rudnicki, Asynchronous exponential growth
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3.2. Omoéwienie wynikéw
3.2.1. Wprowadzenie

Moje zainteresowania naukowe dotycza zagadnien polozonych na styku teo-
rii rtéwnan rézniczkowych, probabilistyki i biomatematyki. Badatam problemy
zwigzane z asymptotycznymi wlasnosciami rozwiazan réwnan rozniczkowych
czastkowych typu Fokkera-Plancka. Réwnania te generujg ciagte polgrupy sto-
chastyczne (Markowa) na L'(X), wiec zagadnienie asymptotycznej stabilno-

$ci rozwigzan odpowiednich réwnan rézniczkowych czastkowych sprowadza sie
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do badania analogicznej wlasnosei dla pélgrup stochastycznych generowanych
przez te rownania. Opracowalam nowe, efektywne kryteria asymptotycznej sta-
bilnosci potgrup stochastycznych i podstochastycznych. Pétgrupy takie odgry-
waja wazng rolg przy opisie réznorodnych proceséw przyrodniczych m.in. w
astrofizyce [7], teorii proceséw skokowych [33, 36] i dyfuzyjnych [26], czy dy-
namice populacyjnej [9, 27]. W szczegdlnodei znajduja zastosowanie w opisie
modeli strukturalnych dynamiki populacyjnej i proceséw fragmentaciji oraz w
badaniu nieskonczonych uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych modelu-
jacych procesy urodzin i $mierci, rozklady genéw w genomie [35] oraz procesy
galazkowe [1]. Przedstawiona rozprawa habilitacyjna dotyczy zastosowan pol-
grup stochastycznych gléwnie w teorii strukturalnych modeli populacyjnych,
ale pewne wyniki teoretyczne sy réwniez ilustrowane przyktadami proceséw

dyfuzji, procesow kawalkami deterministycznych i proceséw urodzin i $mierci.
3.2.2. Inspiracja badan

Teoria operatoréw i pélgrup stochastycznych, zwanych réwnies operatorami
i pélgrupami Markowa, pojawila sie w zwiazku z badaniami w réznych dzia-
tach matematyki: w teorii taiicuchéw Markowa, teorii ergodycznej oraz réwnan
dyfuzji i transportu. Wyniki dotyczace tej tematyki, uzyskane do polowy lat
80-tych ubieglego wieku, zostaly praktycznie zebrane w ksiazkach S.R. Fogu-
ela [11], E. Nummelina [31] i A. Lasoty i M.C. Mackey’a [23]. Pierwsze dwie
ksigzki zawierajg glownie rezultaty z zakresu teorii operatoréw Harrisa, zad
trzecia z nich podwiecona jest zastosowaniom w teorii miar niezmienniczych
dla uktadéw dynamicznych oraz pétgrup operatoréw generowanych przez roz-
norodne réwnania rézniczkowe czastkowe, czesto z dodatkowym zaburzeniem
catkowym. Inspiracjg naszych badan byly rezultaty A. Lasoty, a w szczegdl-
nosci twierdzenia dotyczace doktadnosci odwzorowaii lokalnie rozszerzajacych,
metoda funkcji dolnej oraz twierdzenie o asymptotyczne] okresowosci. W la-
tach 90-tych okazalo sie, Zze metody te nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci
badania asymptotyki diugoczasowej potgrup stochastycznych. Uzycie technik
zwiazanych z operatorami Harrisa prowadzi do nowych rezultatéw, w szcze-
golnosci do tzw. alternatywy Foguela. Wyniki te, kluczowe z punktu widzenia
rozprawy, poprzedzimy odpowiednimi definicjami i oméwimy w nastepnym
rozdziale.
3.2.3. Asymptotyczne wlasnosci pétgrup stochastycznych

W rozdziale tym oméwione sa nastepujace pojecia z zakresu asymptoty-
ki péigrup stochastycznych: asymptotyczna stabilno$é 1 wymiatanie potgrup

stochastycznych oraz alternatywa Foguela dla takich pétgrup.



Asymptotyczna stabilnosé

Niech (X, £, m) bedzie przestrzenig z miarg o-skoficzona m i L' := LY(X,Z, m).
Niech D ={f € L': f 2 0,||f]| = 1} oznacza zbiér gestosci. Ciagta pdlgrupe
{P(t)}iz0 odwzorowan liniowych przestrzeni L' w siebie spelniajaca warunek

P)(D) € D dlat > 0 nazywamy pélgrupa stochastyczng. Z pojedynczym
operatorem stochastycznym P mozna zwiazal pétgrupe z czasem dyskret-
nym {P"}uen, gdzie N = {0,1,2,... }. Gestodé f, nazywamy niezmienniczg
wzgledem pélgrupy stochastycznej {P(¢) hso, jesli P(t)f. = f. dla kazdego
t > 0. Polgrupa {P(t)}i»0 jest asymplotycznie stabilna jesli ma taks gestosé

niezmiennicza fy, ze
lim [P(t)f = £, =0 dla feD.

Pélgrupa {P(t) }iso jest czesciowo calkowa jesli istnieja takie ty > 0 1 mie-

rzalna nieujemna funkcja ¢(z,y), ze

(1) f/ g(z,y) m(dz)m(dy) > 0

(2) P(to)f(c) > [ az.y)/(y)m(dy) dla kaidej f € D.

Jesli we wzorze (2) mamy réwnosé, to pélgrupa jest nazywana pélgrupg cal-
kowg. Bezposrednim punktem wyjscia dla naszych rozwazan byto nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([32]). Niech {P(1)}:»0 bedzie, ciggly lub dyskretng, czesciowo
catkowg pdlgrupg stochastyczng. Zakladamy, Ze poigrupa { P(t)}iz0 ma gestosé
niezmienniczq f,. © nie ma innych punktow okresowych w zbiorze gestosci. Jesli

J« >0 p.w., to pélgrupa {P(L)}is0 jest asymptotycznie stabilna.

Z Twierdzenia 1 wynikaja nastepujace wnioski dla pétgrup rozmywajacych
lub naktadajacych noéniki. Przypomnijmy, péigrupa stochastyczna {P(f)}iso
rozmywa nosniki, jedli dla kazdego zbioru A € ¥ 1 kazdej f € D mamy

tlir& m(supp P(t)f N A) =m(A)
lub nakiada nosniki jesli dla kazdej f,g € D istnieje takie £ > 0, ze
m(supp P(t)f Nsupp P(t)g) > 0.

Whiosek 1 ([32]). Czedciowo calkowa pélgrupa stochastyczna, ktdra rozmywa

nosniki 1 ma gestodd niezmienniczq jest asymptotycznie stabilna.
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Whiosek 2 ([32]). Czedciowo catkowa pélgrupa stochastyczna, ktéra nakleda

nosniki ¢ ma gesto$é niezmienniczg f. > 0 p.w. jest asymptotycznie stabilna.

Podobne wyniki uzyskano wezesniej dla stochastycznych potgrup catkowych
[4, 28, 33, 34]. Twierdzenie 1, pozwolito przeniesé¢ poprzednie wyniki na szersza
klasg¢ poigrup stochastycznych, mianowicie klase pétgrup czedciowo catkowych.
Inny dowdd Whiosku 2 znajduje sie w [3].

Wymiatanie

Pétgrupa stochastyczna {P(t)}e»o jest wymiatajgea ze zbioru A € T, jedli
dla kazdej f € D

3 Jim [ P(Of (@) midz) =0

Pojecie wymiatania zostalo wprowadzone przez Komorowskiego i Tyrche
[22]. Wyszczegdlnimy nastepujacy warunek:

(KT): Istnieje mierzalna funkcja f, taka, ze: P(t)f, < f. dla ¢ > 0,

fo ¢ L1 0< fu<ocopw.i [, fudm < oco.

Twierdzenie 2 ([22]). Niech {P(t)}iz0 bedzie cathowa potgrupg stochastyczng,
ktdra nie ma gestodct niezmienniczej. Zakladamy, ze pélgrupa {P(t)}yso 4 2bior
A € ¥ spelniajg warunek (KT). Wtedy pélgrupa {P(t)}iz0 jest wymiatajoca

ze zbioru A.

W pracy [32] pokazano, ze Twierdzenie 2 zachodzi dla szerszej klasy operatoréw

niz operatory catkowe (zob. [32] Corollary 4 i Remark 6).

Twierdzenie 3. Niech {P(t)}is0 bedzie pdlgrupg stochastyczng, ktéra naklada
nosniki. Zaktadamy, Ze pélgrupa {P(t)}is0 © 2bior A € ¥ spelniajo warunek
(KT). Wtedy potgrupa {P(t)}is0 jest wymiatajaca ze zbioru A.

Jednak w konkretnych zastosowaniach trudno jest udowodnié, ze pélgrupa
ma funkcje podniezmienniczy f. wystepujaca w warunku (KT). Przydatne

okazalto sie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 ([32]). Niech X bedzie przestrzenia metryczng i 5 niech be-
dzie o-algebrg zbioréw borelowskich. Zokladamy, ze pélgrupa stochastyczna
{P(t)}+z0 ma nastepujgce wlasnosci:
(2) dla kaidej f € D mamy [5° P(¢)fdt > 0 p.w. b 2, P*f > 0 pow., jedli
{P(t) }iz0 jest polgrupg dyskretng,
(b) dla kazdego yo € X isiniejq takie ¢ > 0 i mierzalna funkcjo n > 0, ze
fndm >01

q(z.y) 2 n(2) Lo, (v),
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gdzie q jest funkcjg spetniajgcea (1) i (2). Jesli pélgrupa {P(t)}izo nie ma ge-

stosci niezmienniczej, to jest wymiatajgcn ze zbioréw zwartych.

Alternatywa Foguela

Méwimy, ze pdlgrupa stochastyczna { P(t)},50 speinia alternatywe Foguela,
jesli jest albo asymptotycznie stabilna, albo wymiatajaca z dostatecznie duzej
rodziny zbiorow. Taka rodzing moga by¢ na przykltad wszystkie zbiory zwarte.

7 Wniosku 11 Twierdzenia 4 wynika natychmiast

Twierdzenie 5. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng, a ¥ niech bedzie -
algebrg zbioréw borelowskich. Niech {P(t)}iz0 bedzie pdlgrupa stochastyczng.
Zaktadamy, ze istniejq takie t > 0 i funkcja ciggla ¢ : X x X — (0,00), Ze
(4) P1@)> [ alz,y) i) m(dy) diaf € D.

o

Wtedy polgrupa jest albo asymptotycznie stabilna, albo wymialajaca z rodziny

zbiorow zwartych.

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie sprawdza sie, ze alternatywa Foguela
zachodzi dla dyfuzji wielostanowej [26, 32], [KP7], proceséow dyfuzji zaburza-

nych procesami skokowymi [KP8§] i réwnan transportu [KP9].

3.2.4. Wyniki dotyczgce asymptotycznych wlasnosci pélgrup stocha-
stycznych

W dalszej czedci autoreferatu bedziemy zaktadaé, ze {P(t)}iz0 jest ciagla
pétgrupa stochastyczna.

W pracy [KP1] podajemy nowe kryteria asymptotycznej stabilnosci czedciowo-
catkowych pdlgrup stochastycznych z czasem cigglym. Dla takich pélgrup

wzmocnilismy wypowiedz Twierdzenia 1.

Twierdzenie 6 (KP1 Theorem 2). Niech (X,Z, ) bedzie o-skoriczong prze-
strzenig mierzalng i niech { P(t) hi»o bedzie ciggle, czedciowo catkowq pélgrupa
stochastyczq. Zakladamy, ze polgrupa {P(t)}is0 ma dokladnie jedng gestosé
niezmienniczg f.. Jesli f. > 0 p.w., to polgrupa {P(t)}iz0 jest asymptotycznie

stabilna.

Powyzsze twierdzenie jest centralnym wynikiem rozprawy habilitacyjnej. Za-
lozenie o cigglosci polgrupy jest tu istotne. Dla pdtgrup dyskretnych Twier-
dzenie 6 nie zachodzi. W dowodzie Twierdzenia 6 wykorzystuje sie teorie ope-

rator6w Harrisa [11, 18].



7
Uwaga 1. W zastosowaniach czgsto zastepujemy zalozenie o tym, Ze gesto$é
niezmiennicza dla polgrupy jest jedyna, innym, latwiejszym do sprowdzenia
warunkiem. Wystarczy zatozyé, Ze pélgrupa nie ma nietrywialych zbioréw nie-
zmienniczych, tzn. nie istnieje taki zbior E € £, zem(E) > 0, m(X\E) >0 ¢
P()E = E dla wszystkich t > 0. Tutaj P(t) jest zdefiniowany z dokladnoscig
do zbioru miary zero na o-algebrze T poprzez formule: jesli f > 0, supp [ = A
tsupp Pf =B to PA=DB.

Jesli X jest przestrzenig zwarta, to z Twierdzenia 4 i Twierdzenia 6, wy-
nika nastepujacy wniosek, ktéry znalazt zastosowanie miedzy innymi w pracy
[KP12].

Whiosek 3 (KP12 Corollary 1). Niech X bedzie zwartq przestrzenig metrycz-
ng @ X niech bedzie o—algebrg zbiordw borelowskich. Niech {P(t)}1so bedzie
pélgrupg stochastyczng spetniajocg nastepujoce warunki:

(a) dla kazdej f € D mamy [;° P(¢)fdt > 0 p.w.,

(b) dla kazdego yo € X istniejq takie = > 0, t > 0, i mierzalna funkcjan > 0,
Ze [ndm > 01

POI() > () [ 1) m(dy)

dlaz € X, gdzie B(yo, ) jest kulg otwartg o $rodku yy i promieniu e.
Wtedy pélgrupa {P(t)}i0 jest asymptotycznie stabilna.

Z Twierdzen 4 1 6 wynika réwniez nastepujaca postaé alternatywy Foguela:

Whniosek 4. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng i & niech bedzie o —algebrg
zbioréw borelowskich. Niech {P(t)}iz0 bedzie catkowq pélgrupq stochastyczng z
cigglym ¢ dodatnim jadrem k(t,z,y) diat > 0. Jesl pélgrupa { P(t)}i0 ma ge-
sto$¢ niezmienniczq, lo jest asymptotycznie stabilna, jesli natomiast {P(t)}iso

nie ma gestosci niezmienniczej, to jest wymiatajgca z rodziny zbioréw zwartych.

Oméwimy teraz zastosowanie Twierdzenia 6 w badaniu proceséw skokowych.
Niech X = R% T = B(X) niech bedzie o-algebra zbioréw borelowskich na X,

a przez (i oznaczamy miar¢ Lebesgue’a na X. Rozwazmy nastepujace réwnanie

3]
(5) 8—? = Au — M+ AP,
gdzie
4. B(byu)
i —
u z-—-zl o

A > 01 P jest operatorem stochastycznym zwigzanym z iterowanym ukladem
funkeyjnym (Si(z),...,Sn(x),pi(z),...,pn(2)). Zaktadamy, ze S; : X — X,
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dlai=1,..., N, jest ciagiem rézniczkowalnych w sposéb ciagly takich trans-
formacji, ze det S/(z) # 0 dla prawie wszystkich z oraz zakltadamy, ze p, : X —
[0,1],i=1,..., N, jest ciagiem takich funkcji ciagtych, ze YV pi(z) =1 dla
kazdego x € X. Réwnanie (5) ma nastepujaca interpretacje. Rozwazamy ruch
czasteczek wzdluz rozwiazan réwnania ' = b(z). W czasie [t,t + At] czg-
steczka z prawdopodobiefistwem p;(x)At + o(At) moze przeskoczy¢ z punktu
z do Si(z). Dla kazdego Z € X oznaczamy przez mT rozwigzanie (t) réw-
nania z'(t) = b(z(t)) z warunkiem poczatkowym z(0) = z. Zakladamy, ze
(X)) C X dla wszystkich ¢ > 0. Wtedy réwnanie (5) generuje péigrupe sto-
chastyczna { P(t) }+0 na przestrzeni L' (X, B(X), p). Zauwazmy, ze P({)E C E
dla kazdego ¢ > 0 i pewnego mierzalnego zbioru E wtedy i tylko wtedy, gdy
S;(F) C E dla wszystkichi=1,...,Nim(E) C E dla kazdego t > 0. Mamy
nastepujace Twierdzenie, w ktérym podajemy nowe warunki wystarczajace na

stabilnoéé¢ dla réwnan rézniczkowych z losowym zaburzaniem skokowym.

Twierdzenie 7 (KP1 Proposition 1.). Zaktadamy, Ze polgrupa {P(t)}iz0 ma
ntezerowq niezmienniczg funkeje 1 nie ma nietrywialnych zbioréw niezmienni-
czych. Niech (iq,...,%q) bedzie danym ciggiem liczb ze zbioru {1,..., N}. Niech
T € X bedzie danym punktem i niech x; = S, (z;-1) dlaj=1,...,d. Poléimy

v = Sid(mdfl) B S:J (.'I:j_l)b(l'j—l) - b(.’ﬂd)

dlaj=1,...,d. Zakladamy, ze p; (x;-1) > O dla wszystkich j =1,...,d 1 za-
kladamy, e wektory vy, . . ., vg sa liniowo niezalezne. Wtedy pdlgrupa { (L) }1=0

jest asymptotycznie stabilna.

Zalozenie o istnieniu niezerowej funkcji niezmienniczej dla potgrupy { P(t) >0
oznacza, ze {P(t)}4z0 ma gestosé niezmienniczy. Latwo zauwazy¢, ze jesli pot-
grupa stochastyczna {P(t)};»0 ma niezerowa funkcje niezmienniczg f € L1,
to funkcja f. = f/||f*|], zakladajac, ze || fT|| > 0, jest gestoscia niezmienni-
cza dla { P(¢) }i0. Dowodzimy, ze potgrupa {P(t)}:z0 jest czeSciowo catkowa. Z
Twierdzenia 6 i Uwagi 1 dostajemy, ze polgrupa { P(t)},>0 jest asymptotycznie
stabilna.

W pracy [KP1] badamy réwniez procesy kawatkami deterministyczne (lo-
sowo sterowane uklady dynamiczne). Procesy takie szczegdlowo opisane sg w
[KPI, Section 3.2]. W skrécie: mamy k uktadéw dynamicznych i(z) zwigza-
nych z réwnaniami z’ = b(z,4), 1 = 1, ...,k ktére losowo przetaczamy. Przez
{P(t) }+»0 oznaczamy potgrupe stochastyczng zwigzang z tym ukladem. Niech
(i1,...,%q+1) bedzie ciagiem liczb ze zbioru I' = {1,...,k}. Dlaz € X it > 0
defininjemy funkcje ¥,; na Ay = {7 = (m,...,7¢) : 7 > 0, + -+ 74 < t}
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Mamy nastepujace twierdzenie o asymptotycznej stabilnosci pétgrupy {P() }z0-

Twierdzenie 8 (KP1 Proposition 2). Zakladamy, e pélgrupa {P(t)}i=0 ma
niezerowq niezmienniczg funkcje i nie ma nietrywialnych zbiordw niezmienni-

czych. Zaktadamy, Ze dia pewnego 1o € X, to > 0i7° € Ay, mamy

(6) das {_dwrzt;('f”)J £,

Witedy polgrupa {P(t)}iso jest asymptotycznie stabilna.

Zauwazmy, ze mierzalny zbiér E C X x T jest niezmienniczym dla pélgrupy
{P(t)}iz0 wtedy i tylko wtedy, gdy E jest postaci E = Ey x T'i ni(E,) = Eq
dla t>01ii=1,...,k Dowod Twierdzenia 8 przebiega podobnie jak dowdd
Twierdzenia 7.

W pracy [KP3] rozwaza sig szersza klase pélgrup, mianowicie pélgrupy pod-
stochastyczne czesciowo catkowe. Przez pdlgrupe podstochastyczng rozumiemy
pélgrupe operatoréw liniowych i nieujemnych o normie mniejszej lub réwnej
jeden. Dla takich pétgrup podaje sie nowe, efektywne warunki wystarczaja-
ce na asymptotyczng stabilnoéé i wymiatanie. Rezunltat ten jest uogélnieniem
Twierdzenia 6. Przenosimy ten wynik na podstochastyczne cze$ciowo calko-
we ciggle potgrupy operatoréw, ktére maja jedyna gestosé niezmienniczg, ale
nosnik tej gestosci nie musi by¢ caly przestrzenia. Pokazujemy, ze na noéniku
gestoscl niezmienniczej jest asymptotyczna stabilnodé, a poza tym zbiorem,

przy stabszych zalozeniach niz w dotychczasowych pracach, wymiatanie.

Twierdzenie 9 (KP3, Main Theorem 3.1). Niech X bedzie przestrzeniq me-
trycang, a ¥ = B(X). Niech {P(t)};»o bedzie podstochastyczng pdlgrupg na
LY(X), ktéra ma jedyna gestosé niezmienniczq f. ¢ niech S = supp f.. Zakla-

damy, e {P(t)}iz0 jest czgsciowo calkowa z takim jgdrem k(t, z,vy), ze

[q[qk(tg?z‘,y) m(dz) m(dy) > 0

dla peunego ty > 0. Ponadto zaktadamy, Ze dla pewnego t, > 0
(a) nie istnieje niepusty mierzalny zbiér B G X \ S taki, ze P*(t,)1p > 1p i
(b) dla kazdego yo € X \ S istniejq takie = > 0 i mierzalna funkcjo n > 0, Ze

Ixsndm >0

(7) k(t1,z,y) = n(=)
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dlax € X iy € By, €), gdzie B(yo, ) jest kulg otwartg o Srodku yo 1 promie-
niu €. .

Wtedy dla kazdej gestosci | istnieje taka stala c(f), ze
lim LsP()f = ().
i dla kazdego zbioru zwartego F' € X 1 gestosci [ mamy

lim Pt)f(z)m(dx) =0.
t—co JFNX\S
Dowdd oparty jest na whasnodciach operatoréw Harrisa [11, 18]. Zauwaz-
my, ze prawdziwa jest nastepujaca implikacja: jesli postochastyczna péigrupa
{P(t)}i50 na L'(X) ma doktadnie jedna gestos¢ niezmiennicza f. o nosniku
supp fo = X, to {P(1)}s»0 jest pélgrupa stochastyczng [KP3 Lemma 4.2]. Jedli
zalozymy dodatkowo, ze ta pélgrupa jest cze$ciowo catkowa, to z Twierdzenia
9 wynika, ze
lim P(t)f = f.

t— 00
dla kazdej gestosci f.

Teoretyczne wyniki ilustrujemy miedzy innymi przykladem pétgrup gene-
rowanych przez proces urodzin i $mierci. Taki proces na przestrzeni N =
{0,1,...} jest opisywany poprzez nastepujacy uklad réwnan:

(8) 2i(t) = —a;x; (L) + bi_1zi1(8) + digy1zi1(t)

dlai > 0,gdzieb 1 =dy=0,b; 2 0,d;.1 2 0dlai > 0, ag = by, a; = b;+d, dla
i » 1. Uktad ten, przy zalozeniu b; < Ci dla i € N, generuje ciagly poéigrupe
stochastyczng. Zakladamy, ze d, > 0 dla ¢ > 0 i Ze istnieje takie n > 0, ze
b, = 0, b; > 0 dla ¢ # n. Wtedy zalozenia Twierdzenia 9 sa speilnione, a
stad mamy, ze dla kazdego T € I! istnieje taka stala ¢(Z), ze rozwigzanie (8) z

warunkiem poczatkowym z(0) = Z spelnia

flir& z;(t) = c(Z)z; dlai < n,
t]_lglol‘i(i) = dla ¢ > n,
gdzie z* = (z}) jest gestoscia niezmiennicza o noéniku suppz* = {0,1,...,n}.

3.2.5. Wyniki dotyczgce zastosowania w strukturalnych modelach

populacyjnych.
Model dojrzatosciowy i wiekowy

W pracy [KP2] rozwaza si¢ model strukturalny opisujgcy ewolucje w czasie

rozktadu dojrzatosci komérek. W modelu tym komérka charakteryzowana, jest
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parametrem, liczba rzeczywista « € [a, 1], utozsamiana z jej dojrzatoscia (np.
masa lub rozmiarem komérki). Dojrzalo$é z roénie w czasie zgodnie z row-
naniem z'(¢) = g(z(t)). Komérka o dojrzalodci  moze umrzeé¢ lub podzielié
si¢ z Intensywnoscia, odpowiednio, p(z) i b(z). Rozmnazanie komérek dane
Jest za pomocy funkeji przejicia P(z, A) opisujacej relacje miedzy dojrzatoseia
komoérki matczynej = a rozktadem dojrzalodci komérek potomnych. Model bio-
logiczny prowadzi do odpowiedniego réwnania czastkowo-operatorowego
() Ou _ O(gu)
ot Oz

gdzie P : L'[a,1] — L'[a,1] jest operatorem stochastycznym spelniajacym

— (pe+b)u + 2P (bu),

warunek P*1g(z) = P(z, B), o ile taki operator istnieje.

Prosta wersja tego modeln pojawita si¢ w pracy Bella i Andersona [6] i byta
badana migdzy innymi w pracach (9, 12, 30, 38]. Nasz model jest uogélnieniem
wezesniej rozwazanych modeli [9, 12, 14, 27], w ktérych zaktadano, ze w wyniku
podziatu komorki powstaja dwie komérki potomne o tej samej dojrzatosei jak
rowniez modeli z nieréwnomiernym podziatem dojrzatosei [2, 13, 16, 19]. Model
ten obejmuje rowniez ciekawy przypadek rozmnazania niektérych gatunkéw
bakterii, w ktérym wystepuje jednoczesnie podzial na komérki identyczne jak
1 pojawienie si¢ tzw. minikomoérek, a wiec podziat losowy nieréwnomierny [21].

W modelu przyjmujemy naturalne zalozenia dotyczace podzialu komérko-
wego. Po piersze zakladamy, ze komérka o dojrzalosci z nie moze mieé komérek

potomnych o dojrzatoéci przekraczajacej z — h, h > 0, a to oznacza, ze
P(z,[a,z — h]) =1  dla wszystkich z € [a,1].

Po drugie wszystkie komorki dziela sie przed osiagnieciem maksymalnej doj-

rzatodci 1, co uzyskuje sie zaktadajac, ze

(10) /%@szm.

Tego typu zatozenie wystepuje w wielu modelach populacji komérkowych. Po-
zostate zalozenia maja charakter czysto techniczny (np. regularnoéé wspol-
czynnikbw).

W pracy dowodzimy, ze réwnanie (9) generuje ciagta pélgrupe {T'(£) hiso
dodatnich operatoréw liniowych na L'[a, 1] [KP2 Theoreml]. Nalezy zwrocié
uwage na fakt, ze operator wystepujacy po prawej stronie réwnania (9) jest
operatorem nieograniczonym i sam fakt generowania Cp pélgrupy nie jest try-
wialny. Giowne twierdzenie tej pracy [KP2 Theorem 3] dotyczy asynchronicz-
nego wzrostu wyktadniczego populacji (AEG). Oznacza to, ze populacja roz-

wija si¢ w tempie wyktadniczym, za$ rozklad strukturalny dojrzaloscei zmierza
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do jednoznacznie zdefiniowanego rozkladu stacjonarnego. W tym przypadku

konieczne sa pewne zalozenia, dzieki ktérym pdlgrupa bedzie nieredukowalna.

W tym celu wystarczy zalozyé, ze, na przykiad, funkcja przejscia P ma mi-

norante catkowa lub tez, ze istnieje taki punkt zy € (a,1), ¢ > 01 funkcja

r:(zg—e,z0+¢€) — [a,1], ze r'(xg) # 0, b(zo) > 0, g(r(zy)) # r'(z0)g(zo) 1
Pz, {r(z)}) 2e¢ dla z € (z¢—¢,20+5).

Zalozenie ¢(r(xzq)) # r'(zq)g(ze) w plerwszej chwili wydaje sie byé czysto
technicznym, ale w istocie tak nie jest. Na przykltad, gdy dojrzatosc jest ma-
sa komorki 1 mamy podziat réwnomierny, to warunek ten przyjmuje postac
9(2xp) # 2g(zq) dla pewnego punktu zp. W przypadku, gdy ¢g(2z) = 2¢g(z) dla

< 1/2, to bez wzgledu na to kiedy nastepuje podzial komérki, to komdrki
potomne komérki o ustalonej dojrzatosci maja te sama dojrzatosé, a wiec moga,
wystepowac rozne rozktady stacjonarne.

Dow6d Twierdzenia [KP2 Theorem 3] przebiega wedtug nastepujacego sche-
matu. Rownanie (9) zapisujemy w postaci ewolucyjnej u'(t) = Au. Nastepnie
polgrupe {T'(¢)},»0 generowana przez operator A przeksztalcamy na pédlgrupe
stochastyczna. W tym celu dowodzimy, ze istniejg takie A € R i dodatnie ciggle
funkcie v 1 w, ze Av = M i A*w = Aw. Stad wynika, ze polgrupa {P(1)}izo0,
postaci P(t) = e"MT(t), jest pélgrupa stochastyczna na L'([a, 1], B([a, 1]), m),
gdzie m jest miara dana wzorem m(B) = [z w(z)dz, a funkcja f, = cv, gdzie
¢ > 0 jest pewna stala, jest gestoscia niezmiennicza wzgledem {P(t)}ino [KP2
Theorem 2]. Korzystajac z wlasnosci potgrup stochastycznych, a dokladniej
z Twierdzenia 1, dowodzi sie asymptotycznej stabilnosci pélgrupy {P(¢) }iso-
Poniewaz miary Lebesgue’a i m sy réwnowazne, otrzymujemy, ze e *u(t, )
zmierza do [, ®(u(0,-)) w L[a, 1], gdzie ®(#) := [} (z)w(z)dz.

W dynamice populacyjnej oprocz modelu dojrzatodciowego komoérek wazng
role odgrywa model demograficzny McKendricka [29, 37]. W tym przypadku
interesujemy sie rozktadem wieku osobnikéw. Model ten jest opisany réwna-
niem rézniczkowym czastkowym z catkowym warunkiem brzegowym. W pracy
[KP4] podjeta zostata préba unifikacji modelu dojrzalosciowego i wiekowego
dzieki wprowadzeniu ogdlnego operatora reprodukcji. W tym przypadku star-

tujemy z réwnania dualnego, ktére przyjmuje postaé

0 a 1

2 = g(a)=" — plalu(t,2) +/a v(t,y)P(x, dy),

gdzie p(z) jest wspdlezynnikiem straty osobnikéw poprzez smier¢ lub podziat,
a P jest funkcjg dziedziczenia parametru przez osobniki potomne. Funkcja

P opisuje zaréwno rozklad parametru u osobnikéw potomnych jak réwniez
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prawdopodobienistwo podzialu komérkowego lub urodzenia osobnika w przy-
padku innego typu populacji. Przechodzac od réwnania dualnego do réwna-
nia na gestosé rozkladu (réwnanie typu Fokkera-Plancka) otrzymujemy mo-
del strukturalny, ktéry opisywany jest réwnaniem rézniczkowym czastkowo-
operatorowym typu

(11) % + % = —p(z)u(t,z) + Pult, z),

z dodatkowym warunkiem brzegowym

(12) gla)u(t,a) = fl b*(z)u(t, z) dz,

a

gdzie b%(x) jest wspélczynnikiem podziatu, opisujacym przypadek, gdy osob-
nik o parametrze £ ma potomka z minimalnym parametrem a. Podobnie jak
w poprzedniej pracy, w pracy [KP4] dowodzimy, ze problem (11) i (12) wraz
z warunkiem poczatkowym u(0, 2) = ug(z) generuje Cy pdlgrupe operatoréw
liniowych na L'[a,1] [KP4 Theorem 1] oraz przy odpowiednich zalozeniach
dowodzimy twierdzenia o AEG populacji [KP4 Theorem 2]. Dowody odpo-
wiednich twierdzen w pracach [KP2] i [I{P4] sg istotnie rézne. W szczegdlnodei
dowdd generowania poéigrupy {7'(f)}i»0 bazuje na twierdzeniu perturbacyjnym
Descha w przestrzeniach AL [8], [3, Theorem 5.13]. W dowodzie AEG najpierw
pokazujemy, ze poprzez konstrukcje wektora whasnego dla potgrupy {T*(t)}is0
problem sprowadza sie do badania odpowiedniej potgrupy stochastycznej. Dzie-
ki temu unikamy badania wektoréw wlasnych poélgrupy {T'(¢)},50. Nastepnie
dowodzimy asymptotycznej stabilnosci pomocniczej polgrupy stochastycznej
stosujac Twierdzenie 6. Warto réwniez zwréci¢ uwage na fakt, ze jednym z wa-
runkow zapewniajacych AEG jest istnienie takiego zy € (a,1), ze b%(xzg) > 0.
W ten sposob uzyskujemy m.in. twierdzenie o AEG dla klasycznego réwnania
McKendricka.

W pracach [KP2] i [KP4] dojrzato$é jest ograniczona przez 1 poniewaz zato-
zyliSmy, ze wspélezynniki urodzeri lub §mierci sa nieograniczone w 1. W pracy
[KP5] rozpatrywany jest model podobny do modelu z pracy [KP4] z ta rézni-
ca, ze ograniczonos¢ dojrzatosci uzyskujemy przyjmujac zalozenie, ze g(1) = 0,
co oznacza, ze komoérki majg ograniczony wzrost. Warunek ten pozwala unik-
na¢ wezesniejszego, dod¢ sztucznego zalozenia o nieograniczonodci tacznego
wspotezynnika smiertelnodcei i podziatu. Dzieki temu problem generowania Cj
pétgrupy {7'(t)}i»0 sprowadza sie do klasycznego twierdzenia perturbacyjne-
go Phillipsa [10]. Podobnie jak w poprzednich pracach gtéwny wynik dotyczy

asynchronicznego wzrostu wyktadniczego populacji [KP5 Theorem 1]. Gléwna
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idea dowodu jest podobna do dowodn Twierdzenia [I(P4 Theorem 2|. Zasadni-
cze trudnosci pojawiaja sie tu przy konstrukeji wektora wlasnego dla potgrupy
sprzezonej do {T'(t) };1»0. Funkcja wlasna jest rozwigzaniem réwnania rdznicz-
kowego z zaburzeniem operatorowym zaleznym od parametru. Nalezy zwrocic
uwage na fakt, ze poszukujemy funkcji wtasnej ograniczonej od dotu i gory, co

jest mocno utrudnione ze wzgledu na zalozenie g(1) = 0.

4. Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo - badaw-
czych

W pracy [KP6] rozwazamy stochastycznie sperturbowany dyskretny uktad
dynamiczny z,4, = S(z,)&. Wykorzystujac rezultat Lasoty i Yorke'a [24],
dotyczacy nierozszerzajacych operatoréw Markowa na miarach, podajemy wa-
runek wystarczajacy na staba zbieznosé rozkladéw z,, do miary stacjonarnej.

W pracy [KP7] badane sa pdlgrupy operatoréw stochastycznych genero-
wane przez dwustanowe procesy dyfuzji. W pracy podano twierdzenie doty-
czace asymptoteznej stabilnodei dla abstrakcyjnych pélgrup stochastycznych
[KP7 Theorem 2] i zastosowania tych rezultatéw do konkretnych uktaddw row-
nan rézniczkowych czastkowych [KP7 Theorem 1]. Dowody twierdzen oparte
sa na alternatywie Foguela oraz nowej metodzie tzw. funkeji Hasminskii’ego.
Idea postepowania jest nastepujaca. Rozwazamy ciagty polgrupe stochastycz-
na {P(¢)bizo. Jedli wiemy, ze taka polgrupa spetnia alternatywe Foguela, to
wystarczy wykluczyé wymiatanie, aby udowodnié¢ jej asymtotyczna stabilnosc.
Mozna to zrobié, dowodzac, na przyklad, ze pdlgrupa ma gestos¢ niezmien-
nicza. Niestety, poza nielicznymi przypadkami, jest to zagadnienie dos¢ trud-
ne. Aby uniknaé sprawdzania istnienia gesto$ci niezmienniczej, wprowadzamy
metode pozwalajaca wykluczyé wymiatanie, polegajaca na uzyciu tzw. funkcji
Hasminskii’ego. Niech A bedzie jej generatorem infinitezymalnym {P(t)}iz0, a
R rezolwenta operatora A w punkcie 1. Mierzalna funkcje V' : X — [0, c0) be-
dziemy nazywaé funkcje Hasminskii’ego dla stochastycznej pétgrupy {P(t)}iz0
i zbioru Z € X, jedli istnieja takie M > 0ie > 0, ze

(13) [ V@RI @mlds) < [ (V@)= e)f@)mlde) + [ MR](x)m{de).
Whioskiem z [KP7 Lemma 1 i Lemma 2| jest nastepujace

Twierdzenie 10. Niech {P(t)} bedzie pdlgrupg stochastyczng generowang

przez rownanie

ou

i P
ot ¢
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Zatoimy, ze istnieje funkcja Hasminskii'ego dla {P(t)}iz0 @ zbioru Z. Wtedy
pélgrupa {P(t)} nie jest wymialajoca ze zbioru Z.

W zastosowaniach konstruujemy taka funkcje V, ze funkcja A*V jest “dobrze
zdefiniowana” i spelnia nastepujacy warunek A*V(z) < —c < 0 dla z ¢ Z.
Nast¢pnie sprawdzamy, ze V' spetnia (13). Dowdd tej implikacji jednak nie jest
latwy, nie mamy tez na to uniwersalnej metody. Jak z tym radziliSmy sobie
w przypadku konkretnych zastosowani, omoéwie w dalszej czesci autoreferatu.
Funkcja V' zostala nazwana funkejg Hasminskii’ego, poniewaz w pracy [15] wy-
kazano, ze polgrupa generowana przez réwnanie Fokkera-Plancka ma gestosé
niezmienniczy, jesli istnieje taka dodatnia funkcja V, ze A*V{(z) < —c < 0,
jedli ||z]| = r. Metoda funkeji Hasminskii’ego znalazta zastosowanie w badaniu
uktadéw typu parabolicznego opisujgcego dwustanowy proces dyfuzji. Procesy
tego typu uzywane sg do opisu ruchu czastek przechodzacych przez struktu-
ry podobne do gabki lub o strukturze warstwowej. Proces ten opisywany jest

poprzez uktad rownan

du
— = —pu; + quy + Ajuy
ot

(14)
Ous + Aqu
— = DUy — GUs 2.
ot puyp — qua alUa

Potgrupa generowana przez to réwnanie speinia alternatywe Foguela. Aby po-
kazaé jej asymtotyczng stabilnosé, nalezy skonstruowaé odpowiednia funkcje
Hasminskiiego. Dowodzimy, ze jedli istnieja takie nieujemne funkcje V; i V4
klasy C?, ze

—p(@)Vi(z) + p(z)Va(z) + ATVi(2) < —,

g(@)Vi(z) — q(z)Valz) + AVa(z) < —¢

dla ||z]| > r, to pélgrupa stochastycznej zwiazana z réwnaniem (14) jest
asymptotycznie stabilna [KP7 Theorem 1]. W tym przypadku funkcja postaci
V(e k) = Vi(z) + M, k = 1,2, jest funkcja Hasminskilego dla naszej pétgru-
py stochastycznej. Trudne bylo pokazanie, ze tak zdefiniowana funkcja, spelnia
nieréwnoéé¢ (13). Zostato to wykazane przy uzyciu zasady maksimum. W pracy
znalazty si¢ réwniez przyklady dodé zaskakujacych efektow. Mogloby sie wyda-
wat, ze jesli oba rownania B_U =Awui ou = Aju sa asymptotycznie stabilne,

ot ot
to uktad (14) réwniez bedzie asymptotycznie stabilny. Jednak kontrprzykiad

zamieszczony w [KP7 Remark 2] pokazuje, ze powyzsze przypuszczenie nie jest
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prawdziwe. Mamy tez przyklad na to, gdy uklad (14) jest asymptotycznie sta-
ou du

bilny, cho¢ ob e A i i = Asu asymptotycznie stabilne nie
sa [KP7 Remark3].

W pracy [KPg8] badamy dyfuzje zaburzana procesami skokowymi. Rozwazmy

nastepujace rownanie

(15) 5% = Au— du+ APy,

gdzie A > 0,

4 82(aij'u) d ﬁ(bu

1,5=21 1=1

i P jest operatorem stochastycznym zwiazanym z iterowanym uktadem funk-
cyjnym (S1(z),...,Sn(z).p1(z),....pn(x)). Zakladamy, ze dla kazdego j, ma-
my limzj—c ||, (z)|| = co. Zakladamy, ze

Jim 2(z, b()) + /\zpy ) (185 @) = ll2]|) = —o0.

gdzie (-,-) jest iloczynem skalarnym w R¢. Wtedy pélgrupa {P(t)}ize gene-
rowana przez réwnanie (15) jest asymptotycznie stabilna [KP8 Theorem 3].
Twierdzenie to uogélnia wczesniejsze wyniki zawarte w pracach [17] 1 [33].
W dowodzie tego rezultatu réwniez wykorzystaliSmy funkcje Hasminskifego, a
nieréwnos$é (13) zostata wykazana przy uzyciu zasady maksimum.

W pracy [KP9] rozwazamy czesciowo calkowe rownanie rozniczkowe z zabu-
rzeniem calkowym
(17) PR, 1] —I—)\/kxq Yu(y, t) dy.

= Oz

Jedli k(z,y) jest clagla i dodatnia funkcja oraz jesli istnigje taka funkcja V' :
X — [0,00) klasy C?, ze

e oy

gb%—i V() + /\/k(y,x)V(y) dy € —c <0
dla ||z|| = r, r > 0, to pdtgrupa {P(¢)}:»0 generowana przez réwnanie (17) jest
asymptotycznie stabilna [KP9 Theorem 1]. W dowodzie tego twierdzenia réw-
niez byla wykorzystywana metoda funkcji Hasminskii’ego. Jednak tym razem
dowdd nieréwnosci (13) jest istotnie rézny. Rownanie (17) zapisujemy w po-
staci ewolucyjnej % = Au, a dowdd nieréwnosci (13) bazuje na aproksymacji

V przez ciag elementéw z dziedziny operatora A*.
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Artykut [KP10] zawiera oméwienie waznych rezultatow dotyczacych asymp-
totycznych wlasnosdci pétgrup operatoréw stochastycznych. W pracy przedsta-
wiono zastosowania tych wynikéw dla réznorodnych proceséw dyfuzji i trans-
portu oraz w modelach biomatematycznych.

W pracy [KP11] badamy uktad réwnai stochastycznych, ktére modelujg
dynamike populacji typu ofiara—drapiezca. Rogwazane sa réznorodne zabu-
rzenia stochastyczne klasycznego réwnania Volterry-Lotki. Uktad réwnan jest
zdegenerowany i dlatego trudny do badania. Analizowane jest zachowanie sie
populacji po dlugim czasie. Pokazano, ze w zaleznoéci od wspétezynnikéw ge-
stosci rozkladéw mogg zmierzaé¢ w L' do gestoéci niezmienniczej lub w stabej
topologii do miary singularnej.

W pracy [KP12] badany jest proces stochastyczny opisujacy ekspresje ge-
now. Model tego typu wprowadzony byt w pracy [25], byl tez rozwazany w
[20]. Gen moze byé w dwdch fazach: aktywnej lub nieaktywnej. W fazie ak-
tywnej "produkuje” czasteczki mRNA, ktére ”produkuja” czasteczki bialek.
Funkcjonowanie ukiadu (a zwlaszcza przejicie od fazy aktywnej do nieaktyw-
nej i na odwrét) zalezy od liczebnosci czasteczek mRNA i biatka. Wielkosci te
zmieniajg si¢ wraz ze stanem genu - ilo$¢ czasteczek mRNA roénie w fazie ak-
tywne]j genu, a maleje w fazie nieaktywnej (proces degradacji). Proces wzrostu
lub spadku ilosci czgsteczek biatka réwniez zalezy od ilodci czasteczek mRNA.
Model ten prowadzi do uktadu réwnan rézniczkowych ze stochastycznych prze-
laczaniem. Zagadnienie sprowadza, sie do badania uktadu réwnan czastkowych,
a to z kolei do badania pétgrupy stochastycznej generowanej przez ten uklad.
Dowodzimy twierdzenia o asymptotycznej stabilnoéci tej pétgrupy [KP12 The-
orem 3]. W dowodzie wykorzystujemy Wniosek 3. W jezyku biologii wynik ten
oznacza, ze mimo iz dziatanie poszczegdlnych gendéw ma charakter losowy, to
rozklad stezenia czasteczek biatka i mRNA dazy do pewnego poziomu réwno-
wagi stochastycznej.

W pracy [KP13] omawiamy nowe wyniki dotyczace generowania i wtasno-
sci asymptotycznych pétgrup stochastycznych. Teoretyczne wyniki stosuje sie
w badaniu modeli biologicznych, ktére sa opisywane przez kawalkami deter-
ministyczne procesy Markowa, takich jak: procesy urodzin i $mierci, ewolucja

genomu, ekspresja genéw i strukturalne modele fizjologiczne.
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