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wieniem ich ewentualnego wykorzystania

Wprowadzenie

Centralnym przedmiotem rozwazan niniejszej analizy sa réwnania typu skalu-
jacego. Na poczatku przedstawimy kilka rodzajow tych réwnan, wskazujac na ich
wystepowanie w bogatej literaturze przedmiotu. Rozwazajac réwnania typu skalu-
jacego, juz w czesci wstepnej bedziemy staraé¢ sie ukaza¢ ich naturalne powigza-
nia z réoznego rodzaju obiektami matematycznymi. Podamy tutaj pewne szczego-
ly dotyczace wystepowania rownan skalujacych w kontekscie baz ortonormalnych,
schematow podziatowych czy funkcji specjalnych. Skoncentrujemy sie przy tym na
przypadkach klasycznych, ktore sa prostsze do oméwienia, a jednoczesnie stanowity
klarowng motywacje do badania ogélniejszych réwnan. Podstawowym celem byto
bowiem zbadanie mozliwosci rozwigzania rownan typu skalujacego poprzez uwypu-
klenie ich zwigzkéw z innymi obiektami matematycznymi, badz ich wykorzystanie.
Niesprecyzowanie w tytule rzeczonych obiektéw, thumaczone w zarysowanej perspek-
tywie badawczej ich wtornym do gtownego przedmiotu badan charakterem, pozwala
oczekiwa¢ na pewng ich mnogos¢. Istotnie, réznorodnos¢ powigzan réwnan typu
skalujacego z wybranymi obiektami matematycznymi, przedstawiona we wstepnym
rozdziale, bedzie miata swoj dalszy ciag w gtownej czeSci omowienia. Podamy tutaj
miedzy innymi charakteryzacje rozwiazan takich rownan poprzez miary niezmien-
nicze operatoréw Markowa, punkty state afinicznych funkcji losowych czy zbiory
blokujace. Wespot z tymi obiektami réwnie wazng role w badaniu rownan skaluja-
cych odgrywaé¢ beda dystrybuanty i transformaty potencjalnych rozwigzan, ktérym
poswiecimy czedci druga i trzecia tego omdwienia.

Rodzaje réwnan skalujacych i ich wystepowanie

Klasycznym réownaniem skalujgcym, zwanym rowniez réwnaniem dylatacji lub
rownaniem falek, nazywamy réwnanie postaci

flz)=>_ cuf(kz —n), (51)

neL

gdzie k > 2 jest ustalona liczba naturalna, a wspétezynniki ¢, (najogélniej zespolo-
ne) spetniaja warunek Y, .7 ¢, = k. Funkcje f bedaca rozwiazaniem tego réwnania
nazywa si¢ funkcjq skalujgcq. Rownanie (S:]) wystepuje miedzy innymi w teorii falek
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(zob. np. [7, 10, 1T, 12} 66]) i funkeji gietych (zob. np. [B, B, 17, 54]), w schema-
tach podziatowych w teorii aproksymacji (np. [4] I8, 43, 45]), w kombinatorycznej
teorii liczb (zob. [49]), w teorii falek wielowymiarowych (zob. np. [3, 22l 31]) oraz
w zastosowaniach pozamatematycznych, np. w grafice komputerowej (w kompresji
obrazow (zob. [27])) czy fizyce, w badaniach chaotycznosci struktur amorficznych
(zob. [15, 23, 53]).

Zmnaczenie rownania skalujacego ukazuje nam dobrze klasyczny juz rezultat, ta-
czacy wyniki I. Daubechies [9, [10] i S. Mallata [42], wiazacy falki i analizy wieloskalo-
we. Jego sformutowanie (ktére mozna wygodnie wydoby¢ z monografii I. Daubechies
[T0, Chapter 5], jak i z ksiazki P. Wojtaszczyka [61, Rozdzial 3]) poprzedzimy ko-
niecznymi definicjami. Przez falke rozumiemy taka funkcje v € L%*(R), ze rodzina
funkeji (zmiennej t € R)

{29/24(27t —n) : j,n € Z}

jest bazg ortonormalng przestrzeni L?(R). Analizq wieloskalowg nazywamy za$ ciag
(V) ez domknietych podprzestrzeni liniowych przestrzeni L?(R) spelniajacy warun-
ki: Vj C Vi1 dla kazdego j € Z; cllinUjez V; = L*(R); Njez Vi = {0}; f € Vj wtedy
i tylko wtedy, gdy f(277t) € Vj dla kazdego j € Z; istnieje funkcja ¢ € V), zwana
skalujaca, o tej wlasnosci, ze rodzina {¢(t — n) : n € Z} jest baza ortonormalng
przestrzeni V.
Zalozmy, ze f € L'(R) N L3(R) jest takim rozwigzaniem réwnania (S)) z k = 2,
ze dla pewnych liczb 0 < a < A < 400 zachodza nieréwnosci
. 2
a<> ’f(w+27rn)‘

ne”L

<A dlapw. weR.

Wtedy ciag przestrzeni (V}),ez okreslony wzorem
Vi = cllin{f(2/t —n) :n € Z}

jest analiza wieloskalowa. Niech ¢ oznacza (dowolng) funkcje skalujaca tej anali-
zy. Funkcja ta réwniez spelnia klasyczne réwnanie skalujace (z innymi byé moze
wspotezynnikami ¢, niz te, ktore mieliSmy w réwnaniu ) ijezeli

P(x) = (-1)"Md_1¢(22 — n),

ne”L

gdzie d,, = / qﬁ(;c)gb(x —n)dx dlan € Z, to 1 jest falka.
R

Innym przyktadem zagadnienia, w ktérym wystepuja rownania skalujace sg tak
zwane schematy podzialowe. Schematy te stanowia efektywng metode generowania
krzywych i powierzchni (zob. np. [I, 19, 52]). W pewnym przyblizeniu idee sche-
matu podzialowego mozna wyjasni¢ w nastepujacy sposob: Zatézmy, ze mamy ciag
(€n)nez zwany maska schematu podziatowego i poczatkows sekwencje danych w po-
staci ciggu v° = (v))1ez. Wéwcezas definiujemy rekurencyjnie nowe ciggi danych
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(V" )pen = ((vf)lez) o (zgodnie z reguta zwana the refinement rule) wzorem

n n—1
v = Z Cl—2mU,
meZ

dla wszystkich [ € Z oraz n € N. Okazuje sie, ze pod pewnymi zatozeniami cigg
danych (v™),en startujacy z v° = (0g;)iez jest zbiezny do catkowalnej funkcji gtadkiej
f R — R w nastepujacym sensie

lim sup|f(27'n) — v'| = 0.
n—=+o0 ez,

Krzywa f bedaca ta granica jest rozwiazaniem klasycznego rownania skalujacego z
k = 2. Ponadto, dla kazdego poczatkowego uktadu danych v° € [°°(Z), ciag danych
(V") nen jest zbiezny do krzywej fo, ktéra mozna zapisaé w postaci sumy fo(x) =
Siez W f(x — 1) dla kazdego x € R, gdzie f jest otrzymana wyzej krzywa gladka
(zob. np. [4l, 44]).

Prostym uogolnieniem klasycznego rownania skalujacego jest tak zwane dwukie-
runkowe rownanie skalujgce

f(x) = Z Cn,lf(kx - n) + Z Cn7,1f(—/€.’lll' - n)7 (82)

ne”Z neL

w ktérym wspotezynniki spelniaja warunek Y,cz(cn—1 + ¢n1) = k, a k jest usta-
long liczbg dodatnia. Ten rodzaj rownania skalujacego, intensywnie badanego od
poprzedniego dziesieciolecia, ma zwigzek z konstrukcjami falek dwukierunkowych,
falek biortogonalnych a takze ramek falkowych (zob. np. 41l 62, 63 [65]). Réwna-
nie to (podobnie jak klasyczne) pozwala charakteryzowaé pewne funkcje specjalne.
Mamy mianowicie nastepujacy fakt (zob. [11 [12]):

STWIERDZENIE 1. Niech a € (—1,1), foo(x) = max{l — |z|,0} i font1(x) =
fan(32) + 52 (fan (=32 — 1) + fon(3z 4+ 1)) + F2(fun(—3z — 2) + fou(3z + 2))
dla v € R orazn € NU{0}. Wowczas ciqgg (fan)nen, jest zbiezny punktowo do
funkcji cigglej fo, ktora jest jedynym (z dokladnoscig do stalej multiplikatywne;j)
catkowalnym rozwigzaniem dwukierunkowego réwnania skalujgcego

1

fal@) = fa(B32)+ = (fal =32 = 1)+ fu(Bz+1)) +

—a 1+a
2

2

(fal=32=2)+ fu(3x+2)).

Co wiecej: f 1 jest funkcjq de Rham' fo gest funkcjqg osobliwg, zawierajgcq funkcje
Cantora na przedziale [—1,0], a na przedziale [0, 1] jest jej lustrzanym odbiciem; f_%

jest funkcjq gietq pierwszego rz@d.

1) Jest to funkcja nigdzie nierézniczkowalna, zwana réwniez funkcja osobliwa Lebesgue’a (zob.
[36L [B11).
2) Funkcje giete pierwszego rzedu to kawaltkami liniowe funkcje ciggle.



Innym rozszerzeniem klasycznego rownania skalujacego jest réwnanie postaci
fl@) = [ lalf(az = M(w)P(dw). (S:)

gdzie « jest ustalona rézna od zera liczba rzeczywista, (€2, A, P) jest przestrzenia
probabilistyczng, a M : 2 — R jest funkcja A-mierzalng. Rzeczywiscie, zaktadajac
ze wspotezynniki ¢, sg nieujemne i sumuja si¢ do k oraz przyjmujac

Q=7Z, P(n):% dla ne€Z,

widzimy, Ze réwnanie (Ss) przyjmuje postaé tak zwanego réwnania dwuskaluj@ceg

fl@)=>_ cnf(kz — M(n)), (1)
nez
ktore w przypadku, gdy M (n) = n dla n € Z, jest klasycznym réwnaniem skaluja-
cym. Ktadac z kolei

O=R, P(A)= é’ /A cly)dy dlaAeBR), M) =z dlazeR, (2)

gdzie nieujemna, mierzalna funkcja ¢ spetnia warunek [ ¢(y)dy = ||, widzimy, ze
réwnanie (Ss)) redukuje sie do réwnania postaci

fl@) = [ clw)flaz = y)dy. (S0

Jest to tak zwane ciagte réwnanie skalujace. Rownanie to ma takze wiele zastoso-
warl; badane bylo m.in. w [6, 26 B5] oraz [14]. Podobnie jak (Si), takze to réw-
nanie mozna wykorzysta¢ do konstrukcji schematéw podzialowych. Tutaj, analo-
gicznie jak w przypadku konstrukeji baz falkowych, gdzie dobiera sie odpowiednie
wspotezynniki ¢, poszukuje sie stosownej funkcji c. Z tej perspektywy mozna wiec
powiedzie¢, ze rozpatrujac rownanie zmienng jest miara P, przy zadanym para-
metrze o (w zastosowaniach réwnym najczesciej 2). Sytuacja odmienna ma miejsce
w problemie Erdésa (patrz komentarz po Uwadze , w ktorym ustalona jest mia-
ra P = 30_; + 301, a zmienia si¢ . Takie spojrzenia na réwnanie (S;) dodatkowo
motywuja do rozwazania jego naturalnych uogélnien.

Ustalmy zatem liczbe naturalng m, zupelma przestrzen probabilistyczna
(Q, A, P) oraz A-mierzalne funkcje L: Q — R™*™ M: Q — R™ i rozwazmy row-
nanie

fx) = /Q | det L(w)|f(L{w)z — M(w))P(dw). (S5)

Zaktadajac od tej pory, ze wspotczynniki wystepujace w klasycznym réownaniu ska-
lujacym jak i w dwukierunkowym réwnaniu skalujagcym sg nieujemne zauwazamy,

3) Taka nazwa pojawia sie np. w pracy [11]. Klasyczne réwnanie skalujace nazywane jest tam

kratowo dwuskalujacym; takie okreslenia sg jednak mniej popularne.



ze rOwnanie uogolnia réwnania f. Wystepujaca w nim funkcja loso-
wa @: R™ x  — R™ dana wzorem ¢(z,w) = L(w)r — M(w) (funkcje tej postaci
nazywaé bede dalej afinicznymi funkcjami losowymi) ma nastepujace wlasnosci:

(i) jezeli det g—‘i(x, w) # 0, to p(-,w) jest dyfeomorfizmem na R™;
(ii) ¢(z,-) jest A-mierzalna dla kazdego = € R™;
(iit) (L, ® P)(¢~1(B)) = 0 dla kazdego B € B(R™) takiego, ze L,,(B) = 0[]

Powyzsze wlasnosci afinicznej funkcji losowej ¢ pozwalaja rozpatrywaé rozwigzania
rownan skalujacych postaci w przestrzeni L'(R™) funkcji catkowalnych. Dla-
tego tez zastepujac afiniczna funkcje losowa dowolna funkcja ¢: 2 x R™ — R™ o
wlasnosciach (i)—(iii), mozemy rozwazaé jeszcze ogélniejsze réwnanie
dp
det 52 (z,0) | (p(a, ) P(dlo). )

f) = [ | det 7

(Szczegbdtows analize warunkéw, dla ktérych réwnanie (S) z m = 1 ma sens w LY(R)
zawiera praca [I1]). Powiemy wowczas, ze element f przestrzeni L'(R™) jest L'-
rozwigzaniem réwnania (S)), gdy kazdy jego reprezentant (oznaczamy go tym samym
symbolem f) spelnia réwnanie dla l,,-p.w. x € R™.

Przeglad®| réwnan typu skalujacego zakoniczymy na macierzowym réwnaniu ska-
lujacym, bedacym odpowiednikiem réwnania . Jest to réwnanie postaci

fz) = /Q | det L(w)|C(w) f(L(w)x — M (w)) P(dw), (Se)

gdzie L : Q — R™™ M :Q — R™ C:Q — R7? g3 funkcjami A-mierzalnymi, a
q jest ustalong liczbg naturalng. Przykladem macierzowego réwnania skalujacego z
macierzowymi wspotczynnikami d,, jest rOwnanie postaci

flx) = Z:Odnf(% —n), (3)

stanowiace gtéwny przedmiot badan pracy [31]. Warto odnotowaé, ze obok prac, w
ktorych réwnania macierzowe wystepuja samodzielnie sg i takie, w ktorych specjal-
ne wersje rownania z macierzg C stopnia 2 bylty wykorzystywane do badania
dwukierunkowych réownan skalujacych (zob. [63], 64]).

Wszystkie rownania — jaki nazywac¢ bedziemy skalujacymi. Rozwazac
bedziemy L'-rozwigzania tych réwnan tj. elementy przestrzeni L'(R™) (a w przy-
padku wielowymiarowym elementy L'(R™, R?)). Zauwazmy, ze zbidr wszystkich L!-
rozwigzan dowolnego réwnania skalujacego jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni

LY(R™) (odp. L'(R™,R)).

4 Tu i dalej I,,, oznacza m-wymiarowa miare Lebesgue’a, zas B (X) rodzine wszystkich podzbio-
row borelowskich danej przestrzeni metrycznej X.

5) Obok rozwazanych tutaj réwnan jednorodnych badane sa réwniez niejednorodne réwnania
skalujace (zob. np. prace [33 [58]).



Transformaty

Naturalnym narzedziem w analizie rownan skalujacych sg réznego rodzaju trans-
formaty. Wspomnimy tutaj o transformacie Fouriera—Stieltjesa@, gltownie zag omowi-
my zastosowanie transformaty Fourlera' ktéra ma znaczenie zaréwno dla badania
L'-rozwigzan jak réwniez rozwigzan dystrybucyjnychl W tym kontekscie, jak pi-
sze C. Heil i D. Colella w pracy [31], kluczowa role odgrywa fakt, ze transformata
Fouriera przeksztatca rownanie skalujace do réwnowaznej postaci. Te rownowazng
forme mozna odczytaé, jednakze nie bezposrednio, uzywajac réwniez transformaty
Fouriera-Stieltjesa, czego przykladem jest [I, Lemma 1]. Rezultat ten, wykorzystu-
jacy w dowodzie twierdzenie o aproksymacji dowolnych rozktadéow miarami dyskret-
nymi oraz twierdzenie typu Helly’ego dla transformaty Fouriera-Stieltjesa, dotyczy
bowiem nie samego rozwigzania réwnania skalujacego a jego dystrybuanty (o tego
rodzaju zwigzkach traktowaé bedzie nastepny rozdzial). Bezposrednie zas zastosowa-
nie transformaty Fouriera zawiera [V Proposition 2.1], podajace réwnowazna postaé
macierzowego rownania skalujacego. Dla sformutowania tego i nastepnego wyniku z
pracy [V] oznaczmy symbolem A zbiér {w € Q : det L(w) # 0}.

STWIERDZENIE 2. Niech f € L'(R™ RY). Wéwczas f jest L*-rozwigzaniem réwna-
nia wtedy 1 tylko wtedy, gdzﬂ

fla) = [ e MO0w) F(L(w) ) P(dw)
dla kazdego x € R™.
Ze stwierdzenia tego wynika prosty fakt.

UWAGA 1. Niech ||D||. = sup{|Dz|, : © = (z1,...,24) € R |x], := |z4| + -+ +
|z,| = 1} dla D € R?*1. Jezeli istnieje takie N € N, Ze

(P®---®P)dw,...,wy)) <1,

*

H C(wn)

to réwnanie (Se|) nie ma nietrywialnych L'-rozwigzan. W szczegdlnosci, jezeli q = 1,
Clw) =1 dlaw € Qi P(A) < 1, to réownanie nie ma nietrywialnych L*'-

roZWLQGZan.

6) Przez transformat@ Fouriera-Stieltjesa funkeji ¢ : R — C o ograniczonym wahaniu rozumieé¢
bedziemy funkcje ¢(z) = [, e dyp(t)

") Przez transformat@ Fouriera elementu f € LY(R™ RY) rozumieé bedziemy funkcje ]?(1') =
Jgm €7 f(t)dt, gdzie - oznacza iloczyn skalarny.

8) Przez rozwiazanie dystrybucyjne rozumie SlQ dystrybucg@ temperowana. Taka dystrybucja
T jest rozwiazaniem réwnania , gdy Ty = 3 Zn 0 dn T(p(gH") dla kazdej funkcji probnej .
Dla przykladu: jedynym rozwiazaniem dystrybucyjuym réwnania f(x) = 2f(2z) (ktére nie ma
nietrywialnych L!-rozwiagzan) jest delta Diraca skupiona w zerze.

9) Symbolem AT oznaczamy macierz transponowana do A.
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Badajac zatem istnienie L!-rozwigzan réwnan skalujgcych zakladaé bedziemy,
ze macierz L(w) jest nieosobliwa (albo ogdlniej ¢(-,w) jest dyfeomorfizmem na R™)
dla kazdego w € Q. Fakt ten nawigzuje m. in. do [I1, Theorem 2.1.(a)] (dotyczacego
réwnania (1)) z zespolonymi wspétezynnikami ¢,), ktére w odniesieniu do klasycz-
nego réwnania skalujacego i po uwzglednieniu [11, Remark (1)] podaje nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE 1. Niech k € (1,00) i zaldimy, Ze

> cn|n|® < o0 (3)

neEL
dla pewnego ¢ € (0,+00).
(i) Jezeli %Zkez cn < 1, to réwnanie nie ma nietrywialnych L'-rozwigzan.

(i) Jezeli %Zkez cn = 1, to przestrzen rozwigzan rownania 1) jest co najwyzej
jednowymiarowa.

Rozszerzeniem drugiej czesci powyzszego wyniku jest nastepujacy rezultat, w
ktorym zbieznosé szeregu zastapiono stabszym warunkiem z momentem logaryt-
micznym.

TwieERDZENIE 2 [III, Corollary 2.2]. Jezeli

Z (Cn,—1 + cni)log|n| < oo, (4)
nez\{0}

to przestrzen rozwigzan dwukierunkowego rownania skalujgcego jest co najwyzej
jednowymiarowa. Ponadto, kazde L'-rozwigzanie tego réwnania jest stalego znaku

(p.w.).

Analogiczne twierdzenie zachodzi réwniez, po odpowiednim przeformutowaniu
zatozen, dla ogdlniejszych od roOwnan postaci

fl@) =3 canflkz — M(n))+ > cprf(—kz — M(n)).
neZ neZ
Zmacznie ogolniejszy rezultat dla macierzowych rownan skalujacych glosi, ze wy-
miar przestrzeni rozwigzan réwnania nie przekracza liczby ¢ (zob. [V) Corol-
lary 3.4]). Wymaga on jednak, jak zobaczymy, przyjecia bardziej skomplikowanych
zatozen, pozwalajacych otrzymaé postaé transformaty Fouriera potencjalnych roz-
wigzan. Niech zatem ¥ bedzie funkcja dang Wzore

U(y) = /y P{w e : —logsup{||L(w)_1z|| 2z € R™ ||z =1} > 2})dz dlay >0
0

i niech L(w)™" = [a;j(w)]ij=1,..m, @ Pr-1pr niech oznacza rozklad zmiennej losowe;
|| L(w) "M (w)|]. Rozwazmy nastepujace zalozenia:

10) Wystepujaca tu i dalej norma || - || oznacza norme euklidesowa.



log x

(Hy)  P(|L7 M|l =0) PL—lM(dﬁf) < 00,

U(log x)

—00 < [  max |a”( w)|P(dw) oraz /1OgZZ|azg WPP(dw) <

O t7=1,..., =1 =1

(H,) wszystkie macierze C'(w) sa kolumnowo stochastyczne i spelniaja jednostajny
warunek Doeblina w 2, tj. istnieje taka stata dodatnia c, ze

q
> min{Ci(w),...,Cyu(w)} 2 ¢ dlawe Q.

Zatozenie (H;) gwarantuje zbieznosé¢ stosownego szeregu zmiennych losowych
(oméwionych dalej w rozdziale pt. ”Perpetuity”). Warunek (Hsy) zapewnia z kolei
(zob. [57, Theorem 1]) zbieznos¢ ciagu iloczynu (C(wy) - . . .- C(wy))neny macierzy dla
kazdego parametru w = (wy,ws,...) € Q% = QxQx... Mozna go zastapi¢ innym,
zapewniajacym np. zbiezno$¢ wedtug rozkladu (ktorg zaktadamy w [Vl Theorem

3.3)).

TWIERDZENIE 3 [Vl Theorem 3.1]. Przyjmijmy (Hy) ¢ (Hy). Zaldimy dalej, ze
f € LYR™ RY) i niech

Li'(w) = Lwk) ™, Ma(w) = M(wn), Cu(w) = C(wn)

dla w = (wy,ws,...) € Q®. Wiwczas cigyg

(exp i z ( H L)) H S H L;l)ig)w

jest zbiezny p.n. i w LY(R™,RY). Ponadto f jest L'-rozwigzaniem réwnania
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

f(x):/wexp{ix'i(ﬁ[/k ) }10;0[ 0) dP* (5)
dla kazdego x € R™.

Otrzymana tutaj formuta stanowi uogélnienie znanej reprezentacji (zob. np.
[9], 111, 16, [48]) rozwiazan réwnania postaci

o 11(5)

gdzie h(z) = + 3 ,cz Cae™.
Dystrybuanty

Zalézmy, ze m = 1, ustalmy xo € R i niech Q; = {w € Q1 22(zg,w) > 0}. Wo-
bec przyjetych zalozen o funkcji ¢, zbiér €2, nie zalezy od wyboru zy. Nastepujacy
fakt jest uzytecznym narzedziem badania istnienia L'-rozwigzain réwnania (|S)).
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STWIERDZENIE 3 [II, Proposition 3.1]. Réwnanie ma nietrywialne L'-
rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy rownanie

F(t)= [ Flo(t.w)Paw)+ [ 1= Flo(tw)]P(d) (6)

ma rozwigzanie bedgce absolutnie ciggle dystrybuantq.

Wystepujace tu réwnanie @ na uzytek opracowania nazywa¢ bedziemy réow-
naniem dystrybuant. Absolutna ciggto$é¢ rozwigzan cigglych szczegdlnego rodzaju
réwnan dystrybuant badana byta w kontekscie L-rozwigzan klasycznego réwnania
skalujacego miedzy innymi w pracach [13] 48] (por. [60]). Powyzsze stwierdzenie
wpisuje sie w te badania, pozwalajac uzyskac¢ np. taki oto wynik natury negatywnej.

TWIERDZENIE 4 [II, Theorem 3.3]. Zalézmy, zZe |p(z,w) — p(y,w)| < &(w)|x — y|
dla z,y € R, w € Q. Jezeli £: Q — (0, +00) jest funkcjg A-mierzalng oraz

—00 < / log {(w) P(dw) < 0,
Q
to jedynym L'-rozwigzaniem réwnania jest funkcja zerowa.

Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze jezeli —oco <
Jolog |L(w)|P(dw) < 0, to réwnanie nie ma nietrywialnych L'-rozwiazan. Po-
dobny rezultat mozna otrzymaé¢ w przypadku wielowymiarowym (zob. komentarz
do réwnania na str. 26).

Przedstawiony tutaj zwigzek rownan skalujacych z réwnaniami dystrybuant do-
starcza rowniez wynikow pozytywnych, o czym bedzie mowa w kolejnych dwdch
czesciach tego omodwienia.

Perpetuity

Zatézmy, ze (&n,Mn)nen jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozkladzie, P(§& = 0) = 0, —oo < [ylog|&(w)|P(dw) < 0,
Jo log max{|n; (w)|, 1} P(dw) < +oo. Wowezas szereg

S i I1 & (7)
=1 k=1

zwany perpetuitq, jest zbiezny p.n. (zob. [28] 37] oraz [59]). Dystrybuanta F' sumy
S tego szeregu jest albo absolutnie ciagta albo ciggta i osobliwa (wzgledem miary
Lebesgue’a) albo S = ¢ p.w. dla pewnego ¢ € R (co jest réwnowazne warunkowi
P(m + ¢ = ¢) = 1)). Co wiecej, spelia ona, jak udowdnit A.K. Grincevicjus w
[28], réwnanie dystrybuant postaci

F(z)= F(L(w)x — M(w))P(dw) + [1— F(L(w)r — M(w))]P(dw), (8)

L>0 L<0

10



gdzie L =&, M =& .

Poniewaz rozwigzania nieciaggte rownania dystrybuant nie moga da¢ nietrywial-
nych rozwigzan réwnan skalujacych, wiec bez straty ogoélnosci milczaco zaktadac
bedziemy od tej pory tak zwany warunek niezdegenenerowania:

P(M+cL=c) <1 dlakazdego ce€R.

Dla przyktadu warunek ten dla rownania dwukierunkowego oznacza, ze c_(y41)a,—1+
Ck—1)a,1 < k dla wszystkich o € R takich, ze (k+1)a € Zi (k—1)a € Z; w przypadku
roOwnania przektada sie to na zatozenie, ze co najmniej dwa wystepujace w nim
wspotczynniki ¢, sa niezerowe.

Roéwnanie ma bogata literature (zob. prace przegladowa K. Barona i W.
Jarczyka [2]). Specjalna posta¢ réwnania postuzyta W. Sierpifiskiemu [55] do
charakteryzacji funkcji Cantora. W kontekscie réwnan skalujacych, szczegélny przy-
padek réwnania dystrybuant rozpatrywat V. Protasov, dowodzac bezpos$rednio na-
stepujacego twierdzenia (zob. [48, Proposition 1]):

TWIERDZENIE 5. Zalozmy, ze k = 2 jest ustalong liczbg naturalng, a nieujemne
liczby pyn, n € Z, z ktorych co nagmniej dwie s¢ dodatnie, speiniajg warunki:

> Inlp, < 400 oraz Y p, =1
nez nez

Wowczas réwnanie

F(z)=> p.F(kz —n)

neL

ma dokladnie jedno (z dokladnoscig do stalych: multiplikatywnej i addytywnej) roz-
wigzanie w klasie funkcji o ograniczonym wahaniu. Co wiecej, rozwigzanie to jest
ciqggte dystrybuantq, albo absolutnie cigglq albo osobliwg.

Wykorzystujac teorie perpetuit, mozna uzyskaé¢ rezultat nast@pujqc

TWIERDZENIE 6 [I, Theorem 2, Corollary 1]. Zaldzmy, Ze

[ M (w)]
| L(w)]

0< / log | L(w)|P(dw) < 400, / logmax{ ,1}P(d¢u) < +o0.
Q Q

Niech F: R — [0,1] bedzie jedynym rozwigzaniem réwnania w klasie cigglych
dystrybuant i niech S oznacza zbior wszystkich cigglych rozwigzan ¢: R — C row-
nania o ograniczonym wahaniu. Wowczas:

(i) Jezeli P(L<0)=0,t0oS={aF +b: a,beC}.

1) Wystepujaca w Twierdzeniu |§| dystrybuanta F' jest oczywiscie albo absolutnie ciagta albo oso-
bliwa. W przypadku, gdy P jest miara skoncentrowana na zbiorze skoniczonym, zalozenie ciggltosci
elementéw zbioru S mozna pominaé, gdyz réwnosé (9) z pracy [I] wéwczas zachodzi.
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(ii) Jezeli P(L <0)>0,toS={aF+b: a,beC,a+2b=1}.

Uwzgledniajac wyjsciowe w tej czedci rozwazania, zwigzek réwnania skalujacego
z rOwnaniem dystrybuant , widoczny w Stwierdzeniu , mozna ujaé nie-
co inaczej. Mianowicie, jezeli dystrybuanta F' perpetuity , bedaca rozwigzaniem
réwnania ma gesto$¢ f € LY(R), to f jest L'-rozwigzaniem réwnania (Ss) i
na odwrét: jezeli f € LY(R) jest nietrywialnym rozwigzaniem réwnania (Ss), to
F(z) = HfﬁLl JE [ f(t)|dt jest (absolutnie ciggta) dystrybuanta spelniajaca réwna-
nie . Stad mamy natychmiast prostg uwage dotyczaca bardzo specjalnej wersji
rownania skalujacego.

UWAGA 2. Niech o € (1,4+00). Wowczas réwnanie
a «
fla) =5 flax = 1) + o flaz +1) (9)

ma nietrywialne L'-rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy perpetuita
> 1
Y X, (10)
n=1 ar

ma rozklad ciggly, gdzie (X, )nen jest ciggiem Bernoulliego, tzn. zmienne X,,, n € N,
sq niezalezne i maja ten sam rozklad dwupunktowy P(X, = —1) = P(X, = 1).

Zadanie wyznaczenia tych parametréw « dla ktérych suma szeregu ((10) ma roz-
ktad ciagly stanowi istote problemu Erdésa. Zauwazmy, ze dla o = 2 réwnanie @
jest przyktadem klasycznego rownania skalujacego, ktorego jedynym rozwiazaniem
jest funkcja gestosci rozkladu jednostajnego na przedziale [—1,1] (por. [60, The-
orem 1]). Prace takich matematykéw jak P. Erdés, A. Garsia, B. Jessen, R. Kersher,
Y. Peres, W. Schlag, B. Solomyak i A. Wintner przyniosty nastepujace informacje
(zob. np. [20, 56] oraz [47]): suma S, szeregu ([10)) ma rozktad czystego typ; jezeli
a > 2, to S, ma rozktad osobliwy; jezeli « € {27 : n € N}, to S, ma rozktad ciagly;
jezeli a jest liczba Pisot, to S, ma rozktad osobliwy; jezeli « jest liczba Garsi
to S, ma rozktad ciagty; dla p.w. a < 2 rozktad zmiennej S, jest ciagly.

Ukazany zwigzek rownan skalujacych z problemem Erdésa rodzi przekonanie, ze
rozwiazanie rownan skalujacych w catej rozcigglosci parametrow jest bardzo trudne.
Tym niemniej analizowane w literaturze przedmiotu rownania skalujace, badane w
zwigzku z zamierzonymi zastosowaniami, posiadajg czesto nietrywialne rozwigzania.
Przyktadem takiego réwnania jest ciagte réwnanie skalujace, dla ktorego R.Q. Jia,
S.L. Lee i A. Sharma udowodnili taki oto rezultat:

12) Rozkladem czystego typu nazywaé bedziemy rozklad ktéry jest albo ciagly albo osobliwy.

13) Liczbe algebraiczng A > 1 nazywamy liczba Pisota, jezeli wszystkie pozostale pierwiastki jej
wielomianu minimalnego sa wewnatrz kota jednostkowego.

1) Liczbe algebraiczng A € (1,2) nazywamy liczba Garsii, jezeli wszystkie pierwiastki jej wielo-
mianu minimalnego sa na zewnatrz kota jednostkowego, a wyraz wolny tego wielomianu jest réwny

2 lub —2.
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TWIERDZENIE 7 [35, Corollary 3.2]. Zalézmy, Ze funkcja ¢ € L'(R) ma zwarty
nosnik oraz a = Jgec(y)dy > 1. Wéwczas istnieje nietrywialne L'-rozwigzanie o
zwartym nosniku ciggtego rownania skalujgcego .

Zauwazmy, ze dla nieujemnej funkcji ¢ spetniajacej zatozenia powyzszego twier-
dzenia i dla miary P okreslonej wzorem , zmienna M = idg ma rozktad ciagly z
gestoscia ¢/« oraz

/Rlogmax{|M(:c)|, 1} P(dx) = /{ log |x\c<x)dx < +o00.

z€R: |z|>1} (0}
Wynika stad, ze nastepujacy rezultat, wykorzystujacy absolutng ciggtosé dystrybu-
anty stosownej perpetuity, rozszerza Twierdzenie [7]

TWwIERDZENIE 8 [I, Proposition 2, Corollary 3, Corollary 4]. Zaléimy, ze zmienna
M: Q) — R ma ciggly rozktad oraz

/Qlogmax{|M(w)|, 1} P(dw) < 4o0.

Jezeli |a| > 1, to przestrzen L'-rozwigzan cigglego réwnania skalujgcego jest
jednowymiarowa.

Nalezy odnotowaé, ze w ogdlnym przypadku rozwigzania réwnan skalujacych nie
muszag mie¢ zwartego nosnika. Warunki dostateczne na zwartos¢ nosnika rozwiazania

réwnania skalujacego podaje Twierdzenie [12] bedace jednym z dwdch rozszerzen
Twierdzen [ i

Absolutnie ciggle dystrybuanty i zbiory blokujace

W poprzednich dwéch czesciach zaakcentowalismy fakt, ze poszukiwanie nietry-
wialnych rozwigzan rownan skalujacych wiaze si¢ z badaniem absolutnej ciaglosci
stosownego réwnania dystrybuant. W pracy [III] takiemu badaniu poddane zosta-
to rownanie dwukierunkowe . Transformata Fouriera-Stieltjesa dystrybuanty F',
spelniajacej odpowiadajace rownaniu (So) (zgodnie ze Stwierdzeniem [3]) réwnanie
dystrybuant, spetnia zaleznos¢:

Fla)=Y m<m)ﬁ’<x) (11)
e==1 k k
gdzie m_1,m; : R — C sg funkcjami charakterystycznymi danymi wzorem
me(x) = Z e p—inz
nez k

Podstawowym kryterium absolutnej ciagltosci dystrybuanty F' wypracowanym w
pracy [III] jest nastepujace twierdzenie [III, Lemma 4.1, 4.3, 4.4 oraz Corollary 2.2]:
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TWIERDZENIE 9. Zalozmy i niech F oznacza (jedynag) ciggle dystrybuante, ktorej
transformata Fouriera-Stieltjesa F spetnia rownanie ((11))

(i) Jezeli

F(2nm) =0 dlaneZ\ {0}, (12)
to F jest absolutnie ciggla i przestrzen L'-rozwigzan réwnania jest jedno-
wymiarowa, a ponadto wszystkie Ll—rozwi@zama sq stalego znaku (p.w.). Na
odwrdt, jezeli F jest absolutnie ciggla, to fe F(2nm) =0 dlan € Z \ {0}.

(ii) Zatéimy dodatkowo, Ze m_1(0) = 0 albo my(0) = 0. Wowczas dystrybuanta
F jest absolutnie ciggla (lub réwnowazanie: przestrzen L'-rozwigzan réwnania
jest jednowymiarowa) wtedy i tylko wtedy spetniony jest warunek .

Podobna do warunku ((12)) wlasnos¢ znana jest w odniesieniu do wspomnianego
na poczatku tego oméwienia pojecia analizy wieloskalowej. Mianowicie (zob. np.
[9], [10, Chapter 6.2] oraz [61, Stwierdzenie 3.17]), jezeli ¢ € L'(R) N L*(R) jest
funkcja skalujaca pewnej analizy wieloskalowej, to jej transformata Fouriera $ znika
w punktach 2n7 dla n € Z \ {0}.

Charakteryzacje istnienia nietrywialnych L'-rozwiagzan (klasycznego) réwnania
skalujacego zajmowaty wielu matematykéw. Uzyskiwane warunki réwnowazne ist-
nieniu rozwiazan sa jednakze na ogét wyjatkowo trudne do sprawdzania (zob. np.
[34, 40, 50]). Pewnym wyjatkiem sa prace [13, 48], w ktoérych to A. Deliu i M.C.
Spruill oraz niezaleznie V. Protasov podali charakteryzacje istnienia L'-rozwigzan
klasycznego réwnania skalujacego z nieujemnymi wspotczynnikami oparte na tak
zwanych zbiorach blokujacych. Zbiory te w pracy [[II] zostaly wykorzystane do cha-
rakteryzacji rozwigzan réwnan dwukierunkowych. Podtozem dla tych charakteryza-
cji byto Twierdzenie [0 w ktérym znikanie transformaty zastapione zostalo istnie-
niem stosownego zbioru blokujacego. Ponizej przedstawimy otrzymane w ten sposéb
wybrane rezultaty, ograniczajac si¢ do zarysowania pojecia zbioru blokujacego na
nastepujacym przyktadzie.

oo[3
00]w
3
I
3
0l~1
3
e %)
3
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Powyzszy rysunek przedstawia fragment drzewa skierowanego 7' = (V, F) (rzedu 2),

w ktorym poziomy Vp, Vi, ... tworza zbiér odpowiednio zakodowanych wierzchotkow
v €V, za$ krawedzie (v, w) spetiaja warunek: (v,w) € E, gdy v € Vy, w €
Vi, w = % dla j = 0 lub j = 1. Podzbiér I' zbioru wierzchotkéw drzewa

T nazywamy silnie blokujgcym, gdy nie zawiera on wierzchotka 27, stanowigcego
korzen drzewa T'; zachodzi relacja: v € T' wtedy i tylko wtedy, gdy 27 — v € T}
kazda nieskonczona Sciezka wychodzaca z korzenia zawiera doktadnie jeden element
zbioru I'. Stosowne ostabienie ostatniego warunku prowadzi do pojecia zbioru stabo
blokujacego. Ma ono te wlasnos¢, ze kazdy skonczony zbior stabo blokujacy jest
silnie blokujacy. Wyr6zniony w naszym przyktadzie zbior {%, %7?, %7?, gﬂ', %ﬂ', 18—37T}
jest (silnie) blokujacy. Zbiory blokujace drzewa rzedu 2 odnosza sie do réwnan ,
(S2) z £ = 2. W podanym nizej twierdzeniu liczba naturalna k& > 2 jest dowolna i

jednoczesnie tozsama z rzedem wystepujacego w nim drzewa.

TwIERDZENIE 10 [III, Theorem 6.1, Corollary 6.2]. Zalézmy (), ustalmy e €
{=1,1} i niech m.(0) = 0. Wéwczas:

(i) Réwnanie (Sa)) ma nietrywialne L*-rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
stabo blokujgcy zbior drzewa T skladajocy sie z pierwiastkow réownania

me(t) = 0. (13)

(ii) Jezeli dodatkowo dla pewnego N € N, ¢y_. # 0,cy—c # 0 oraz ¢, = 0 dla
n € Z\{0,...,N}, to rownanie ma nietrywialne L'-rozwigzanie wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieje silnie blokujgcy zbior drzewa T skltadajgcy sie z co
najwyzej N pierwiastkow réownania ((13)).

Zauwazmy, ze jezeli m_1(0) = 0, to réwnanie redukuje sie¢ do réwnania
(Si). Z tego powodu Twierdzenie [L0|(ii) zawiera [48, Theorem 4b] i [13, Theorem
4.3] - twierdzenia dotyczace klasycznego réwnania skalujacego skoriczonego rzedu.
Podobnie Twierdzenie [10[i) uogélnia [48, Theorem 4a], w ktérym ¢ = —1 i zaklada
sie silniejszy niz warunek z liczbg 6 rowng 1.

Iterowane uktady funkcyjne i operatory Markowa-Foiasa

Rozwazany w czesci pt. " Perpetuity” problem Erddsa mozna ujac¢ nieco inaczej.
Ustalmy mianowicie 5 € (0, 1) i okre$lmy funkcje S_;,S1: R — R wzorem Si(z) =
Bx — k. Woéwcezas (zob. np. [32]) istnieje doktadnie jedna taka probabilistyczna miara
borelowska (15 na prostej, ze

_ pp(S-1 € A) 4 pp(S1 € A)

pa(A) 5 dla A e BR).
Miar¢ pg nazywamy splotem Bernoulliego, gdyz pug = * H — 5 Jest to roz-
n=0

ktad szeregu zmiennych losowych postaci 7 o= %, gdzie (X, )nen jest ciggiem
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Bernoulliego. Ponadto miara pg ma rozklad ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy réwna-
nie @) 7z o= E ma nietrywialne L'-rozwigzanie. Zwigzek takiego charakteru i Jego
konsekwencje, ktore za chwile ukazemy, maja rowniez miejsce dla rownania . 7
réwnaniem tym wigzemy iterowany uktad funkcyjn {S, :w e Q} skladaj@cy sie
z odwzorowan S, : R™ — R™ danych wzorem

So(z) = L(w) Mz + M(w)). (14)

Niech M (R™) oznacza rodzing wszystkich borelowskich miar probabilistycznych na
R™. Rozwazmy operator Markowa P: M;(R™) — M;(R™) okredlony wzorem

/ / 1S (@)l da) P(dw). (15)

Jest to operator fellerowski z operatorem dualnym P*: C(R™) — C(R™) postaci

Pg(a) = [ 9(S.(x) P(dw).

Miare p € M;(R™) nazywamy stacjonarng lub niezmienniczqg dla operatora Mar-
kowa P, gdy Pu = p. Jezeli operator P ma miare stacjonarna p, to

u(A) = /Q u(S, € A)P(dw) dla A€ B(R). (16)

Miara p speliajaca (16]) nazywa sie tez samopodobng. (Taka miara jest rozwazana
wyzej pg). Jest ona czystego typu i jezeli ma ona gesto$é, to gesto$é ta jest L'-
rozwigzaniem rownania i na odwrét: jezeli f jest nietrywialnym i nieujemnym
L'-rozwigzaniem réwnania , to miara u(B) = m [5 f(t)dt, B € B(R™), jest
miarg samopodobng. Tego typu zaleznos¢ byta wykorzystywana w wielu szczeg6l-
nych przypadkach réwnania (zob. [30]; por. tez [39]). Ma ona tez $cisty zwiazek
z konstrukcja falek typu Haara (zob. np. [211 29, [40]).

Zanim sformutujemy twierdzenie charakteryzujace L'-rozwigzania réwnania
poprzez miary niezmiennicze operatorow Markowa, rozwazmy nastepujace warunki:

sup ||S,(0)|| < +00  oraz  sup sup ||L(w) 'z| < 1. (17)
wen weN [lzf|=1

Sa to warunki dostateczne na asymptotyczna stabilnos¢ rozwazanego tutaj IFS-u
{S, 1w € Q} (fakt ten jest trescig [IV, Theorem 3.2]). Doktadniej, gwaran-
tuja one, ze istnieje jedyny, niepusty i zwarty zbiér A, C R™, zwany atraktorem,
taki, ze H(A,) = A, oraz lim,_.,, H"(A) = A. dla kazdego zwartego i niepustego
zbioru A C R™, gdzie H: R™ — R™ jest operatorem Hutchinsona danym wzorem
H(A) = clUyeq Su(A), a zbieznosé zachodzi w metryce Hausdorffa. Zawarta w tym
twierdzeniu informacja o istnieniu atraktora przeklada sie na zwartoéé¢ nosnika L*-
rozwigzania rOwnania , ktora ujmuje druga czes¢ zapowiadanej charakteryzacji.

15) Dalej bedziemy uzywaé skrétu IFS.
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TwIERDZENIE 11 [IV) Theorem 4.3, Theorem 4.4, Corollary 4.5]. Jezeli

L ISu)IP@) < +00 oraz [ sup L) e][Pldw) <1, (18)
llzl|=1

to operator Markowa P: Mi(R™) — M;(R™) dany wzorem jest asympto-
tycznie stabilny, tzn. istnieje dokladnie jedna miara niezmiennicza p, € Mq(R™)
spetniajgca warunek im, o P"u = p, dla kazdej miary p € My (R™), gdzie wyste-
pujgca tu zbieznosé zachodzi w normie Fortet-Mouriera, lub rownowaznie, w stabym
sensie. Ta jedyna miara niezmienicza ., operatora P jest czystego typu i jest ona ab-
solutnie ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje doktadnie jedna gestosé f € L*(R™)
spetniajgca rownanie . W szczegolnosci, jezeli zachodzi oraz |tx ma gestosc
f, to ta gestosé jest L'-rozwigzaniem réwnania (Ss|) oraz

supp f = supp i« C A,
gdzie A, jest atraktorem IFS-u {S, : w € Q}.

Zauwazmy, ze jezeli P({wo}) = 1 dla pewnego wy € €2, a xg jest jedynym punk-
tem stalym odwzorowania S, to supp p. = {xo}. Tymczasem atraktor A, IFS-u
{S, : w € Q} zawiera wszystkie punkty state odwzorowan S,. Przyktadem réw-
nania skalujacego, dla ktérego nosnik rozwigzania moze pokrywac si¢ z atraktorem
stosownego [FS-u jest rownanie postaci

f(x) = g: Cna:':f(aanx - bn)7
n=1

gdzie N € N, ¢, > 0, Zﬁf:l cn=1a,>1 ca’ =1,b, € R™ a R, jest macierza or-
togonalna (tzn. R, ' = RT) dla kazdego n € {1, ..., N}. Jedli bowiem takie réwnanie
ma nietrywialne L'-rozwiazanie, to (zob. [IV], Theorem 5.2]) z doktadnoscia do sta-
tej multiplikatywnej jest ono indykatorem atraktora IFS-u {51, ..., Sy} odwzorowan
postaci S,(z) = a 'R (x +b,) dlan € {1,..., N}.

Wykorzystanie operatoréw Markowa, przynoszace nietrywialne rozwiazania row-
nan skalujacych znane jest w przypadku klasycznego rownania skalujacego skonczo-
nego rzedu dla m = 1 (zob. np. [24]). W sytuacji ogélnej, w Swietle Twierdzenia
, pozadane sa warunki gwarantujace absolutna ciggto$¢ miary niezmiennicze
Ponizszy przyktad dotyczy przypadku, gdy macierz L nie zalezy od w. Definiujemy

S(x)=L"'2z, v(B)=P{weQ: L 'M(w) € B}).

Wowczas operator S zachowuje zbiory miary zero, a operator Markowa zwigzany z
S.(z) = L7 (x + M(w)) jest operatorem Foiasa:

o) = [ g(Su(e)P(d) = [ g(S(x) +yv(dy).

m

16) Wedtug [46, Theorem 1], pod stosownymi zalozeniami, typowa w sensie kategorii jest sytuacja,
gdy miara niezmiennicza jest osobliwa.
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Operator ten ma te oczekiwang przez nas wlasnos¢, ze jesli jest on asymptotycz-
nie stabilny i rozklad v nie jest rozkladem osobliwym, to miara niezmiennicza jest
absolutnie ciggta [38, Theorem 12.7.2]. Pozwala to uzyska¢ nastepujacy rezultat,

rozszerzajacy Twierdzenia i .

TWIERDZENIE 12 [IV] Theorem 5.1]. Zaldzmy, Ze macierz L nie zalezy od w i spel-
niony jest warunek

sup ||[L7'z|| <1 oraz / |M (w)]| P(dw) < +o0.
Jall=1 Q

Jezeli czes$é absolutnie ciggla w rozktadzie Lebesgue’a rozktadu zmiennej M jest nie-
zerowa, to réwnanie (Ss) ma nietrywialne i niewjemne L'-rozwigzanie f. Ponadto,
jezeli zmienna M jest ograniczona, to

supp f C A,

gdzie A, jest atraktorem IFS-u {S, : w € Q} funkcji postaci (14)).

Punkty stale afinicznych funkcji losowych

Bezposrednie badanie réwnan dystrybuant @ lub poprzez ich iterowanie, juz
w tym jednowymiarowym przypadku (m = 1) nastrecza trudnosci ze wzgledu na ich
dwucztonowos¢. Stad tez narodzit sie pomyst, aby rozwiazania rownan skalujacych,
ktore z doktadnoscig do normalizacji sa gestosciami, opisywaé przez rozklady (por.

[3,160]). Oznaczajac symbolem 2 réwnosé rozkltadow, rozwazmy rownanie postaci
PLk(A, P), (19)
zaktadajac, ze

(H) X jest osrodkowa przestrzenia metryczna, A: 2 — X jest funkcja A-mierzalna,
ar: X x R™ — R™ jest taka funkcja borelowska, ze k(A(w), ¢(z,w)) = z dla
kazdych z € R™, w € Q.

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje L'-rozwigzania réwnania poprzez roz-
wiazania réwnania ([19)).

TwIERDZENIE 13 [VI, Proposition 4.1]. Zafézmy (H). Niech ® : Q — R™ bedzie
absolutnie cigglg zmienng losowq z gestosciq f i zatdimy, zZe wektory losowe @, A sq
niezaleine. Wéwczas f jest L'-rozwigzaniem réwnania wtedy 1 tylko wtedy, gdy
® jest rozwigzaniem réwnania .

17) Poniewaz miare P i zmienna M dane wzorem wystarczy rozpatrywaé¢ na nosniku funkcji
¢, wiec jezeli ta ma zwarty nosnik, to i zmienna M tez ma zwarty nosnik i w konsekwencji jest
ograniczona.
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Wynik tego typu dla réwnania podamy w nieco innej formie, ukrywajac
wystepujace w Twierdzeniu zatozenie niezaleznosci w pojeciu punktu statego
funkcji losowej. W tym celu ustalmy .A-mierzalne funkcje £: Q@ — R™ ™ in: Q —
R™. Niech ¥ bedzie afiniczng funkcja losowa dang wzorem

U(t,w)=nw)+&{(w)t da teR™ weq.

Punktem statym afinicznej funkcji losowej ¥ nazywaé bedziemy taki rozktad wektora
losowego ® : 0 — R™, niezaleznego od (7, &), ze zachodzi

OLED + 7).

Definicje te wprowadzili C.M. Goldie i R.A. Maller (dla m = 1) w pracy [25], podajac
przejrzyste warunki rownowazne istnienia punktéw statych i rozwigzujac ostatecznie
problem zbieznosci perpetuit. Znaczenie niezalezno$ci w definicji punktu statego
uwidacznia na przyktad Lemma 1.1 z pracy [59)].

W kolejnym twierdzeniu poprzez takie punkty state scharakteryzujemy sytuacje,
gdy gestos¢ zmiennej losowej okreslonej na odcinku (0, 1) z miara Lebesgue’a jest
L'-rozwigzaniem réwnania skalujacego (Ss). Niech IT : Q x (0,1) — (0,1) oznacza
rzutowanie.

TwIERDZENIE 14 [VI Theorem 4.2]. Zaloimy, ze ®: (0,1) — R™ jest zmienng
losowq z gestosciq f. Wéwczas [ jest L'-rozwigzaniem réwnania skalujgcego
wtedy 1 tylko wtedy, gdy rozktad ®oll jest dystrybucyinym punktem statym afinicznej
funkcji losowej ¥ : R™ x Q x (0,1) — R™ danej wzorem

U(t,w,z) =L w)MWw)+ L Y w)t dlateR™weQ ze(01). (20)

Wykorzystujac powyzsza charakteryzacje w przypadku jednowymiarowym otrzy-
mujemy kolejne rozszerzenie Twierdzen [7]i[8]

TwIERDZENIE 15 [VI, Theorem 5.4, Proposition 5.6]. Jezeli P(M = 0) < 1 oraz

lim Mfwn)
n—=o0 [(wq)...L(wy,)

=0 pn.,

to przestrzen rozwigzan réwnania jest co najwyzej jednowymiarowa. Ponadto,
jezeli zmienne L 1 M sq niezalezne, i jest punktem stalym afinicznej funkcji losowey
oraz M ma rozkiad ciggly lub

L ma rozklad ciggly @ P(M +y=0)=0dla p—pw.yeR,

to réwnanie (Ss|) ma (dokladnie jedno, z dokladnoscig do stalej multiplikatywnej)
nietrywialne L'-rozwigzanie.
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(b) Omowienie tematyki prac ujetych w punkcie 5(a)

Najstarsze trzy prace [Il, 2, 3] wraz z [0], sktadajace sie na rozprawe doktorska,
dotycza iteracji funkeji f : X x Q — X o wektorowych warto$ciach losowych i ich
zastosowan do réwnan postaci

olw) = [ olflw,w))P(dw) (21)
Przez iteracje funkcji losowej f rozumiemy funkcje f™ : X x Q* — X dane wzorem

fl(wi):f(wil)v fnJrl(xaw) :f(fn<x7w>7wn+l)

dlaz e X, w=(w,ws,...) €ENQ®ineN.

W pracach [4, 5l [7] badane jest tempo zbieznosci zdefiniowanych wyzej ciagéw
iteracji réznego rodzaju funkcji losowych. Doktadniej, w [4] rozwazane sa funkcje
losowe o wartosciach w podzbiorze X zbioru elementéw dodatnich kraty Banacha
E. Pokazujemy, ze tempo zbieznosci ciggu iteracji takich funkcji istotnie zalezy od
promienia spektralnego zwartego operatora liniowego L : E — E (bedacego, z
grubsza méwiac, pochodna funkcji f) i otrzymanego z twierdzenia Kreina-Rutmana
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wektora wtasnego. W drugiej pracy z tej grupy analizujemy dyskretne losowe uktady
dynamiczne, badajac szybkos¢ zbieznosci trajektorii i stosujac otrzymane wyniki do
ciagéw iteracji funkeji losowych, bedacych w istocie prototypem losowych uktaddw
dynamicznych. Ostatnia praca dotyczy z kolei funkcji losowych postaci f(z,w) =
¢ (w)r + H(z)G(x,w) o wartosciach w osrodkowych przestrzeniach unormowanych,
gdzie ® jest zmienng losowa, H jest rzeczywista funkcjg borelowska, a G jest funkcja
losowa. Pokazujemy w niej miedzy innymi, ze jezeli ® jest funkcja dodatnia, to
ciag iteracji (f™(x,w))nen zachowuje sie w pewnym sensie tak jak ciag iloczynéw
(HZ:1 (P(wk))neN. Pod pewnymi zalozeniami mamy bowiem na przyktad taki oto
wynik (zob. [7, Corollary 1]): jezeli X jest podzbiorem zbioru elementéw dodatnich
X Lk))nEN
zbiezny p.n. do zmiennej losowej o wartosciach dodatnich w [;. Jezeh dodatkowo

E|log ®| < +o0, to lim, o {/||f*(x,-)|| = exp{Elog ®} p.n.

Badaniom réznego rodzaju regularnosci iteracji funkcji losowych i ich granic
poswiecona jest praca [9]. W szczegblnosci analizujemy przypadek, gdy funkcja lo-
sowa [ o wartoSciach w osrodkowej przestrzeni Banacha X jest P-ciagla (tzn. gdy
lim; . f(z;,-) = f(z,-) wedlug prawdopodobienstwa P dla kazdego ciagu (x;);en
zbieznego do z) i podajemy warunki dostateczne P*°-ciagltosci granicy ciagu iteracji
(f™(x,))nen. Uzyskana w ten sposob ciaglosé (ze wzgledu na zmienna x) rozktadu
granicznego 7 : X x B(X) — [0, 1] danego wzorem

kraty [; (z porzadkiem naturalnym), to dla kazdego x € X ciag (H jest
k=

m(z, B) = P({w € Q% : granica ciagu (f"(x,w))nen istnieje i nalezy do B}) (22)

stosujemy do réwnania wykazujac istnienie ciagtego i ograniczonego rozwigzania
p: X —-R

Praca [8] zawiera dwie charakteryzacje krat Banacha wykorzystujace rozktad
Dooba i warunki typu Dooba dla martyngatéw o wartosciach wektorowych. Pierwsza
dotyczy AL-przestrzeni, tj. takich krat, w ktorych norma jest addytywna na zbiorze
wszystkich elementoéw dodatnich. Druga obejmuje K B-przestrzenie, a wiec kraty o
tej wlasnosci, ze kazdy rosngcy i ograniczony w normie cigg elementéw tej kraty jest
zbiezny.

Problem jednoznaczno$ci rozwigzan rownania , jak réwniez nieréwnosci

o) < [ () P(dw), (23)

Q

badamy w pracy [10]. Dowodzimy miedzy innymi, ze pod stosownymi zatozeniami
kazde borelowskie i ograniczone rozwiazanie ¢ : X — R nierownosci spetnia
dla kazdego z € X nieréwnosc¢

/ma sup o(B(z,r))m(z, dy),

r—0t

gdzie B jest zbiorem punktéw stalych odwzorowania x +— [q f(z,w)P(dw), a =
jest funkcja dang wzorem . Wynika stad w szczegdlnodci, ze jezeli ¢ : X — R
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jest borelowskim i ograniczonym rozwigzaniem réwnania (21), ciaglym w kazdym
punkcie zbioru B, to

o{E) = /Bgo(y)w(rl;,dy) dlaz € X.

Docelowym przedmiotem badan pracy [11] jest réwnanie skalujace postaci
7(@) = [ det AP @)If(A)2() — Bw))P(dw) (24)

A jest tutaj macierzg diagonalng ze zmiennymi losowymi aq,...,a,, : @ — R na
przekatnej, B : Q@ — R™ zmienng losowa, a ®(x) = (Py(z1),...,Pwn(zn)), gdzie
Dy, ..., P, sa nierozszerzajacymi dyfeomorfizmami przestrzeni R na siebie, znika-
jacymi w zerze. Pokazujemy, ze jezeli funkcje aq, ..., a,, sa dodatnie, ®q,...,®,, sa
rosngce oraz

—oo < | logkgllaxm |ag(w)|P(dw) < 0,
to funkcja zerowa jest jedynym L'-rozwigzaniem réwnania (24).

Praca [13] ma charakter przegladowy i niejako wieficzy prowadzone wspdlnie z
Januszem Morawcem badania (jednorodnych) réwnan typu skalujacego. Wskazuje-
my w niej problemy i zagadnienia prowadzgce do tych rownan. Prezentujemy réwniez
wybrane wyniki dotyczace réwnan typu skalujacego ogdlniejszych niz klasyczne.

Moje najnowsze zainteresowania badawcze koncentruja sie wokét teorii operato-
réw Markowa!®). Przedmiotem badan prac [12, 14] s pélgrupy takich operatoréw w
przestrzeniach polskich, posiadajace e-wtasnosé. Wymieniona cecha potgrupy (P )i=o
operatoréw Markowa oznacza, ze dla kazdej lipschitzowskiej i ograniczonej funkcji
¢ rodzina {P,p : t > 0} jest jednakowo ciggta w kazdym punkcie. W pracy [12]
dowodzimy, ze topologicznie nieredukowalna polgrupa (F);s0 z e-wlasnosciag moze
mie¢ co najwyzej jedng miare niezmienniczg. Jest to odpowiednik twierdzenia M.
Hairera i J. Mattingly’ego z pracy [Ann. Math. 164 (2006), 993-1032], w ktérej auto-
rzy rozwazaja polgrupy z asymptotycznie silng fellerowskoscia, cechg od e-wtasnosci
mocniejsza. Nowe kryterium asymptotycznej stabilnosci podajemy w [14]. Pokazu-
jemy mianowicie, ze kazda potgrupa (P,)iso z e-wlasnoscia, ograniczona w $redniej i
skoncentrowana w pewnym punkcie jest asymptotycznie stabilna. Wynik ten, dajgcy
mozliwo$¢ uzyskania nowych parametréw dla stabilnosci modeléw GOY i Sabra (sa
to modele typu shell przeptywéw hydrodynamicznych), zostal zastosowany w pracy
do zbadania stabilno$ci potgrupy pewnego procesu ze skokami.

18) Tematyki tej dotyczy réwniez nieopublikowana jeszcze praca [http://arxiv.org/abs/1107.0707],
napisana wspélnie z Maciejem Sleczks. Dowodzimy w niej wykladniczego tempa zbieznoéci iteracji
operatora przejscia dla ciagu funkeji losowych z prawdopodobienstwami zaleznymi od polozenia i
uogdlniamy pojecie perpetuity.
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