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Gléwnym przedmiotem recenzji jest osiagniecie naukowe w postaci jedno-
tematycznego cyklu o$miu artykutéw [H1]-[HS] (stosuje tu numeracje zgodna
z Autoreferatem habilitanta) pod tytutem »Niemierzalne podzbiory w prze-
strzeniach polskich”, ktory w dalszej czgdci recengzji bede nazywat Rozprawy.
Artykuly te zostaty opublikowane w latach 2007 - 2015. Trzy z nich sa samo-
dzielne. Pig¢ pozostatych to publikacje wspotautorskie, wir6d ktorych cztery
majg jednego wspétautora, dr. hab. Szymona Zeberskiego (weszly one weze-
sniej w sktad zestawu odmiu prac, ktére dr hab. Zeberski przedstawit jako
swoje¢ osiggnigcic naukowe w ramach zakonczonego pél roku temu powodze-
niem postepowania habilitacyjnego).

1. Problematyka badawcza Rozprawy.

Wszystkie wymienione prace dotyczg majgcej w teorii mnogosci dtugg tra-
dycj¢ problematyki podzhioréw specjalnych prostej i ogblniej — nieprzeliczal-
nych przestrzeni osrodkowych, metryzowalnych w sposéh zupelny (tzw. prze-
strzeni polskich). Doktadniej, poza praca [H7], wszystkie prace cyklu poswie-
cone sg istnieniu zbioréw w rozmaitym sensie niemierzalnych. Chodzi o sytu-
acj¢, kiedy dany jest o-ideat 7 podzbioréw nieprzeliczalnej przestrzeni pol-
skiej X (zawierajacy wszystkie singletony), a przez zblory Z-niemierzalne ro-
zumie si¢ podzbiory przestrzeni X, ktére nie naleza do najmniejszego o-ciata,
zawierajacego zbiory borelowskie w X orag elementy o-idealu Z. Pod ten
schemat podpadaja najbardziej znane przvpadki szczegblne: zbiory niemie-
rzalne w sensic Lebesgue’a oraz zbiory bez wlasnoséci Baire’a. Rezultatem,
ktéry stanowi punkt wyjscia projektu badawczego, ktérego wynikiem jest
Rozprawa, jest tzw. ~twierdzenie czterech Polakéw” (z pracy J. Brzuchow-
skiego, J. Cichonia, E. Grzegorka i Cz. Ryll-Nardzewskiego) zgodnie z kté-
rym, jesli rodzina A zbioréw z o-ideatu 7 o bazie borelowskiej (czyli genero-
wanego przez swoje clementy borclowskice), jost punktowo-skonczonym pokry-
clem przestrzeni X, to A zawiera podrodzine, ktérej suma jest Z-niemierzalna.
Motywacja projektu stala si¢ hipoteza, postawiona (zgodnie z informacja
z pracy [H6]) przez J. Cichonia, ze konkluzja tego twierdzenia moge byé
wzmocniona tak, by orzekala istnienie podrodziny, ktérej suma Jest catkowi-
cie Z-niemierzalna w tym sensic, ze ani ona, ani jej dopetienic nie zawicraja
zadnego zbioru borelowskiego spoza Z. Dla o-ideatu zbhioréw miary Lebes-
gue’a zero pojecie catkowitej niemierzalnosci zbioru Z odpowiada wiec temu,

1




ze zaréwno zbidér ten, jak i jego dopelnienie maja miare wewnetrzng zero.
Hipoteza Cichonia nie jest w pelni rozstrzygnieta nawet w tym przypadku
(czesciowa odpowiedz zostala podana przez D. Fremlina i S. Todoréeviéa w
preprincie cytowanym w Autoreferacie jako [FrTod]). Z kolei dla o-ideatu
przeliczalnych podzbioréow przestrzeni X zbidr catkowicie niemierzalny to po
prostu zbiér Bernsteina — stad zbiory catkowicie Z-niemierzalne nazywane sg
tez zbiorami Z-Bernsteina.

2. Gléwne wyniki i ocena Rozprawy.

Omawiajgc pokrotce publikacje wspotautorskie [H1], [H2] oraz [H5]-[H7],
skoncentruje sie na tych wynikach, w ktérych uzyskaniu udziat habilitanta —
zgodnie z o$wiadczeniami wspdtautoréow — byt znaczacy.

W pracy [H1] (opublikowanej w Topology Appl.; wspétautorzy: J. Cichon,
M. Morayne, Cz. Ryll-Nardzewski, Sz. Zeberski) pokazano istnienie podrodzi-
ny o catkowicic Z-niemierzalnej sumie danego pokrycia A przestrzeni X (por.
hipoteza Cichonia) przy pewnych dodatkowych zatozeniach odnoszacych sie
do 7 oraz A (twierdzenia 3.1, 3.2 1 4.1). Udowodniono istnienie podrodziny
o Z-niemierzalnej sumie pokrycia przestrzeni X za pomocg przeliczalnych
zbiorow domknietych o wspdélnie ograniczonej randze Cantora-Bendixsona
(twierdzenic 4.4). Nawiazujac do wezesniejszych wynikéw Gruenhage’a, Dar-
jiego 1 Keletiego, wykazano, ze istnieje podzbiér A klasycznego (tréjkowego)
zbioru Cantora C' C [0, 1] taki, ze suma algebraiczna A+ C' jest niemierzalna
w sensie Lebesgue’a (twierdzenie 5.9 i wniosek 5.10).

Jedynym wspoétautorem pozostatych czterech prac wspétautorskich jest
dr hab. Sz. Zeberski (jak juz wspominalem, prace te weszly w sklad jego
osiggniecia habilitacyjnego).

Dwa (twierdzenia 2.1 1 2.2) sposrdd czterech gltéwnych twierdzen pracy
[H2] (opublikowanej w Houston Journal of Mathematics) to eleganckie, proste
wnioski z odpowiednio przeformutowanego twierdzenia 3.1 z pracy [H1]. Teza
o istnieniu catkowicie Z-niemierzalnej sumy podrodziny pojawia si¢ w nich w
odniesieniu do w pewnym sensie mierzalnych podziatéw przestrzeni na zbiory
z idealu Z. W tezach pozostalych twierdzen (2.3 1 2.4) zbiory calkowicie
Z-niemierzalne pojawiajg sie w kontekscie mierzalnych multifunkcji.

Punktem wyjscia pracy [H5] (opublikowanej w Czechoslovak Math. Jour-
nal) jest klasyczne twierdzenie Sierpinskiego o istnieniu zbiordéw miary zero
A, B C R, ktérych suma algebraiczna A+ B jest niemierzalna. Praca zawiera
kilka twierdzen o bardzo technicznych sformutowaniach, pokazujacych istnie-
nie takiego zbioru A C X, ze obraz jego kwadratu kartezjanskiego wzgledem
relacji dwuargumentowych, spehiajacych szereg warunkéw, jest catkowicie
Z-niemierzalny. Te ogdlne twierdzenia prowadzg do eleganckich wnioskow.
Przyktadowo wniosek 3.3 mowi, ze istnieje taki zbiér A C R, ze obraz zbioru
A? wzgledem kazdej suriekeji klasy C* z R? na R jest catkowicie niemierzalny
wzgledem miary Lebesgue’a. Rezultaty pracy [H5] nawiazuja do wezesniej-
szych prac innych autoréw, uogdlniajac wyniki K. Ciesielskiego, H. Fejzica,
C. Freilinga i M. Kysiaka.




Gléwne twierdzenie (1.3) pracy [H6] (opublikowanej w Cent. Eur. J.
Math.) uogélnia twierdzenie Zeberskiego z jego wezesniejsze; pracy pod pra-
wie tym samym tytutem (cytowanej w autoreferacie jako [Zeb]). Ostabio-
ne dodatkowe zalozenie teoriomnogosciowe (nie istnieje liczba kardynalna
quasi-micrzalna ponizej kontinuum) prowadzi do wzmocnionej tezy o istnie-
niu nieprzeliczalnie wielu parami roztgcznych podrodzin wyjs$ciowego punkto-
wo-skoniczonego pokrycia przestrzeni X zbiorami z o-ideatu (speliajacego
warunek ccc), ktérych sumy sa catkowicie Z-niemierzalne. Dowéd jest silnie
oparty na lematach z pracy [Zeb], ale zawiera tez znaczgcy wktad habilitanta
w postaci odpowiednich konstrukeji indukcyjnych.

Praca [H7] (opublikowana w Houston Journal of Mathematics) pogwie-
cona jest (wprowadzonemu przez Sz. Zeberskiego) ciekawemu pojeciu zbioru
Luzina wzgledem pary o-ideatéw, bedacemu naturalnym uogélnieniem kla-
sycznych zbioréw Luzina i Sierpiriskiego. Gléwne twierdzenie (2.1) pokazu-
Je istnienie uogélnionego zbioru Fuzina przy zatozeniu, ze zachodza pew-
ne zwiazki pomiedzy wspotezynnikami kardynalnyini, zwigzanymi z tymi
o-ideatami. Co wigcej, przy podobnych zalozeniach istnicje wicle parami
borelowsko nieréwnowaznych uogolnionych zbioréw Euzina. Ostatnia czesé
pracy zawiera kilka spostrzezer, odnoszacych sie do zachowywania uogélnio-
nych zbioréw Fuzina w rozszerzeniach forsingowych.

Nieco doktadniej oméwie teraz trzy samodzielne prace habilitanta: [H3]

(H4] i [HS)].

Wigkszos¢ wynikéw pracy [H3] (opublikowanej w Math. Log. Quart.) do-
tyczy — podobnie jak prace [H1], [H2] i [H6] — warunkéw wystarczajacych
istnienia takiej podrodziny danego pokrycia A4 przestrzeni X zbiorami z
o-ideatu 7 o bazie borelowskiej, ktérej suma jest I-niemierzalna lub cal-
kowicie Z-niemierzalna. W obu gtownych twierdzeniach (2.1 i 2.2) zaklada
sig, ze zadne dwa rézne punkty przestrzeni nie nalezg jednoczeénie do nie-
przcliczalnie wiclu zbioréw z rodziny A oraz ze zadnego zhioru borelowskicgo
spoza o-idealu 7 nie mozna pokry¢ mniej niz kontinuum wieloma zbiorami
z A (w skrécie: cov,(A) = ¢). Przy tych zalozeniach twierdzenie 2.2 daje
istnienie podrodziny rodziny A o sumie Z-niemierzalnej, natomiast twierdze-
nie 2.1, przy dodatkowym zalozeniu, ze kazdy element przestrzeni X nalezy
do kontinuum wiclu zbioréw z rodziny A, gwarantuje istnicnic podrodziny
o sumie catkowicie Z-niemierzalnej. O ile dowéd twierdzenia 2.1 wydaje sie
by¢ prostym uogélnieniem indukeyjnej konstrukeji zbioru Bernsteina, o tyle
dowod twierdzenia 2.2, tez prowadzony przez indukcje pozaskonczong, jest
znacznie bardziej pomystowy i zlozony technicznie. To twierdzenie mi sie
podoba takze z uwagi na prostote zatozen, ktére sy spelnione w licznych
naturalnych sytuacjach. Kilka takich sytuacji habilitant opisuje w twierdze-
niach 3.8,3.101 3.11. W szczegoblnodei, w twierdzeniu 3.8 rodzina A sktada sie
z prostych, ktére pokrywajg ptaszczyzne R? — w konsekwencji suma pewnej
Jej podrodziny jest zbiorem niemierzalnym w sensie Lebesgue’a (a suma by¢
moze innej jej podrodziny nic ma wlasnodci Bairc’a). By w tej sytuacji moc
zastosowac twierdzenie 2.2, wystarczy sprawdzi¢, ze covy,(A) = ¢, co habi-
litant robi, pomystowo postugujac sie wprowadzonym przez siebie pojeciem

3

S




zbioru doskonalego szczuptego wzgledem rodziny A. Na marginesie warto
zauwazy¢, ze F. van Engelen, K. Kunen 1 A. Miller (, Two remarks about
analytic sets”, Lecture Notes in Math., 1401 (1989), 68-72) pokazali, ze jesli
borelowskiego podzbioru ptaszczyzny nie da sie pokryé za pomocy przeli-
czalnie wielu prostych z dancj rodziny A, to nie da si¢ go réwniez pokryé
za pomocag mniej niz kontinuum prostych nalezacych do A. Innymi stowy
warunek covy,(A) = ¢ jest spetiony dla kazdego o-ideatu podzbioréw R? o
bazie borelowskiej, zawierajacego wszystkie proste, co prowadzi do istotnego
zwiekszenia zakresu stosowalnosci twierdzenia 2.2 poprzez rozszerzenie tezy
twierdzenia 3.8 na wszystkic takic o-idcaty.

Mam uwagi krytyczne odnoszace sie do redakeji pracy [H3]. Dowody le-
matu 3.5 oraz stwierdzen 3.6 i 3.7 nie sg poprawne, gdyz odwoluja sie do
lematu 3.2, ktéry zostat sformutowany i udowodniony jedynie dla o-ideatu
zbioréw miary Haara zero. Watpie, czy w takiej ogdlnosci fakty te sa w ogole
prawdziwe (w autoreferacie ich sformutowania zostaly poprawione za pomoca
odpowiedniej zmiany definicji zbioru szczuptego). Na szczescie twierdzenia
3.8 1 3.9 dotycza o-ideatéw zwiazanych z miarg 1 kategoria, sg wiec praw-
dziwe (odpowiednik lematu 3.2 jest prawdziwy dla wszystkich o-idealéw z
wlasnoscig cce, czego inny dowdd mozna znalezé w literaturze, np. w pracy J.
Cichonia, A. Jasinskiego, A. Kamburelisa i P. Szczepaniaka ,,On translations
of subsets of the real line”, Proc. Amer. Math. Soc. 130 (6), 1833-1842).

Praca [H4] (opublikowana w Far East Journ. of Math. Sci.) po$wiecona
jest Z-niemierzalnosci w przestrzeniach Banacha wzgledem o-ideatéw z na-
stepujaca wlasnoscig Steinhausa: suma algebraiczna zbioréw Z-mierzalnych
spoza Z ma nicpuste wnetrze. Artykut ten, inspirowany wezedniejszymi po-
mystami J. Cichonia i P. Szczepaniaka, zawiera kilka twierdzen o zgrabnych
sformutowaniach i prostych dowodach. Stwierdzaja one, ze przy réznych natu-
ralnych zatozeniach obraz kuli jednostkowej wzgledem izomorfizmu liniowego,
niebedacego homeomorfizmem, jest Z-niemierzalny.

Réwniez w przypadku pracy [H4] mam uwagi krytyczne odnoszace sie do
jej redakcji. W szezegdlnodei, definicja wlasnosci Steinhausa (definicja 1.3)
jest bledna, a dowdd lematu 2.1 — zbedny (sam autor pisze we wstepie, ze
takt, ze w dowolnej grupie topologicznej o-ideal zbioréw pierwszej kategorii
Baire’a ma wlasno$¢ Steinhausa, jest dobrze znany).

Rezultaty czesci 2. 1 3. pracy [H8] (opublikowanej w Arch. Math. Logic)
znéw dotyczg mozliwosci wyboru takiej podrodziny danego pokrycia A prze-
strzeni X zbiorami z o-ideatu Z, ktérej suma jest Z-niemierzalna. Nowym ele-
mentem jest porzucenie zatozenia, ze Z ma baze borelowska i skoncentrowanie
sie na o-ideale zbioréw so Marczewskiego 1 pokrewnych o-ideatach, zdefinio-
wanych za pomoca réznych klas zbioréw doskonatych w przestrzeni Baire’a
NN (réwnowaznie: drzew na zbiorze liczb naturalnych). Indukcyjne dowody
twierdzen 2.2, 2.5 1 3.1 robig wrazenie nietrudnych modyfikacji konstrukeji
zbioru Bernsteina. Czesé 4. artykutu dotyczy istnienia maksymalnych rodzin
parami roztgcznych funkeji w przestrzeni Baire’a, niemierzalnych wzgledem
rozwazanych ideatéw. Indukcyjny dowdd twierdzenia 4.1, pokazujacego ist-
nienie takich rodzin przy zatozeniu CH, wymaga inwencji i jest znacznie
bardziej ztozony technicznie. To samo dotyczy forsingowego dowodu twier-
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dzenia 4.2 o niesprzecznosci podobnej tezy z negacja CH. Praca [H8] jest
zredagowana wyraznie lepiej od wezesniej omawianych.

Obraz, wylaniajacy sie z powyzszego przegladu gléwnych wynikéw Roz-
prawy sprawia, z¢ jej ocena nie jest sprawg tatway.

Co prawda jest jednym z Wymogow ustawowych, by publikacje, sktadajace
si¢ na cykl stanowigcy Rozprawe, byly powiazane tematycznie, to jednak w
tym przypadku wiazacy je zakres tematyczny jest bardzo waski. Szczegdlnie
widac to w pracach [H1], [H2], [H3], [H6] i [H8], ktére dotycza gtéwnie mozli-
woscl wyboru takiej podrodziny dancgo pokrycia A przestrzeni X zbiorami z
o-ideatu Z, ktérej suma jest Z-niemierzalna. Powtarza, sie w nich wielokrotnie
ten sam schemat dowodowy, polegajacy na odpowiednich modyfikacjach in-
dukeyjnej konstrukcji zbioru Bernsteina. Zewnetrzny oddzwiek ich wynikéw
jest na razie znikomy artykuty z Rozprawy sg cytowane niemal wylacznie
w pracach, ktérych jednym ze wspétautoréw jest R. Ratowski lub Sz. Zeber-
ski. W samodziclnych pracach habilitanta, zwlaszeza [H3] i [H4], rzuca sic
w oczy brak starannej redakcji. Ta sama uwaga krytyczna odnosi sie tez do
Autoreferatu, ktéry jest swoista wizytéwke habilitanta, po czedci odgrywajac
role dawnego wyktadu habilitacyjnego.

Z drugiej strony Rozprawa stanowi interesujacy catosé. Znalaztem w niej
tadne twierdzenia, odpowiadajgce na naturalne pytania 1 uzupelniajace lub
uogolniajace wyniki innych matematykow, takze spoza wroctawskiego oto-
czenia habilitanta. Dowody niejednokrotnie wymagaty Inwencji i sprawnosci
technicznej. Techniki dowodowe stosowane w Rozprawie to, oprécz dominu-
jacych konstrukeji przez indukcje pozaskoniczona, takze elementy deskryp-
tywnej teoril mnogosci oraz forsingu. Prace, wchodzace w sktad Rozprawy
zostaly opublikowane w dobrych czasopismach.

Indywidualny wktad dr. hab. Sz. Zeberskiego we wspolne z habilitantem
prace [H2] oraz [H5] [H7] zostal przez niego bardzo szczegolowo opisany w
dolaczonym do wniosku o wszczecle postepowania habilitacyjnego ogwiad-
czeniu. Pozwala ono zarazem wyodrgbni¢ indywidualny wktad habilitanta
w te prace 1 stwierdzi¢, ze jest on znaczacy 1 rownorzedny wktadowi Sz.
Zeberskiego (ktéry zostat — od Czego nie sposéb catkowicie abstrahowaé —
jednoznacznie pozytywnie oceniony przez recenzentéw w Jego postepowaniu
habilitacyjnym).

Bioragc wszystkie powyzsze elementy pod uwage, sktaniam sie
do stwierdzenia, ze Rozprawa spelnia wymogi ustawowe, stano-
wigc znaczgcy wktad habilitanta w rozwdj uprawianej przez niego
dyscypliny.

3. Pozostale osiagniecia naukowo-badawcze i dorobek dydak-
tyczny.

Oproécez o$miu omoéwionych juz prac, wchodzacych w sklad Rozprawy, na
dorobek naukowy habilitanta sktada sl¢ jeszcze szesnadcie prac ([P1]-[P16],
zgodnie z numeracja w Autoreferacie). Dziewieé z nich ([P8]-[P16]) to ar-
tykuly z dziedziny fizyki matematycznej i chemii fizycznej (habilitant jest
doktorem fizyki).




Wszystkie prace czysto matematyczne ([P1]-[P7]) sa wspotautorskie, przy
czym jednym ze wspotautoréw szedciu z nich jest Sz. Zeberski.

Prace [P1] [P3] dotycza, podobnie jak Rozprawa, problematyki podzbio-
réw specjalnych, w tym zbioréw Bernsteina i zbioréw niemierzalnych, maja-
cych rézne dodatkowe wiasnosci.

Moja szczegdlng uwage zwrdcit cykl interesujacych prac [P4]-[P6], opu-
blikowanych w bardzo dobrych czasopismach (odpowiednio: Israel Journal of
Math., Fund. Math. i Proc. Amer. Math. Soc.) w latach 2015-16, ktérego
wspoltautorami byli, oprocz Sz. Zeberskiego, T. Banakh (wszystkich trzech)
1 M. Morayne (pierwszych dwdch). Prace te dotycza whasnosel i klasyfika-
cji o-ideatéw niezmienniczych ze wzgledu na pewne klasy homeomorfizmoéw
réznych przestrzeni polskich.

Liczba artykutéw, cytujacych publikacje habilitanta, wedtug bazy Web of
Science wynosi 22 (bez autocytowan — 13).

Na pozostaty aktywnos$é naukows habilitanta sktada sie udziat w dwu-
stronnych projektach badawczych (z Austria i Republika Czeska), bycie wy-
konawcg grantu NCN oraz czynne uczestnictwo (referaty, sesje plakatowe)
w ponad dwudziestu konferencjach tematycznych. Habilitant od dwdch lat
wspolprowadzi tez (wraz z Sz. Zeberskim) seminarium z teorii mnogosci na
Politechnice Wroctawskiej, ktore skupia pewng grupe matematykéw wro-
ctawskich, zwigzanych z ta dziedzina. Dr Ralowski jest jej aktywnym i ce-
nionym przez swoje srodowisko cztonkiem.

Spelnienie ustawowego warunku wykazania sie przez habilitanta
istotng aktywnoscia naukowg nie budzi moich watpliwo$ci.

4. Konkluzja.

Reasumujac, uwazam, ze wniosek habilitacyjny dra Roberta Ra-
lowskiego spelnia wymogi ustawowe i uzasadnia nadanie mu stop-
nia naukowego doktora habilitowanego.
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