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OMOWIENIE CELU NAUKOWEGO I OSIAGNIETYCH WYNIKOW NA PODSTAWIE WYZEJ
WYMIENIONYCH PRAC

MOTYWACJA 1 OPIS DZIEDZINY

Bedziemy stosowaé standardowa notacje i terminologie teorio-teoriomnogosciows.

Dla ustalonej nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej T symbol M oznacza o-ideal zbiorow
pierwszej kategorii w 1. Jedli na T zadana jest miara, to N oznacza o-ideal zbioréw miary
ZEero.

Jednym z pierwszych wynikéw dotyczacych niemierzalnych sum podzbioréw prostej jest
nastepujacy rezultat K. Kuratowskiego z pracy [Ku].

Twierdzenie 1 (Kuratowski). Zatéimy CH. Wtedy dla kazdej rodziny A C M parami
roztgeznych zbiorow pierwszej kategorii takiej, ze |JA ¢ M istnieje podrodzina A" C A,
ktorej suma mnogo$ciowa | J A" nie ma wlasnosci Baire’a.

Teza powyzszego twierdzenia jest prawdziwa w ZFC', o czym mowi twierdzenie L. Bu-
kowskiego z pracy [Bu].

Twierdzenie 2 (Bukovsky). (1) Dla kazdej partycji A C M prostej na zbiory pierw-
szej kategorii, istnieje podrodzina A C A, ktdrej suma mnogosciowa | J A" nie ma
wtasnosci Baire’a.

(2) Dla kazdej partycji A C N prostej na zbiory miary Lebesgue’a zero, istnieje podrodzi-
na A" C A, ktorej suma mnogosciowa | J A" nie jest mierzalna w sensie Lebesgue’a.

W przeciwienstwie do dowodu twierdzenia Kuratowskiego, dowod przedstawiony przez
Bukowskiego wykorzystywatl nieelementarna metode ultrapotegi generycznej dla forsingu
Cohena w przypadku zbioréw pierwszej kategorii oraz forsingu Solovay’a dodajacego liczbe
losowa w przypadku miary.

Uogdlnienie powyzszego wyniku zostato uzyskane przez J. Brzuchowskiego, J. Cichonia,
E. Grzegorka oraz Cz. Ryll-Nardzewskiego w pracy [BCGR].

Przypomnijmy, ze dla o-ideatu Z C P(T') rodzina A stanowi baze Z jesli A C 7 oraz
(VI € 7)(3A € A)(I C I). Méwimy, ze Z ma baze borelowskq jesli istnieje baza Z sktadajaca
sie ze zbioréw borelowskich. Analogicznie definiujemy analityczng baze, ko-analityczng baze
oraz BP-baze. W ostatnim przypadku wymagamy istnienia bazy sktadajacej si¢ ze zbiorow
z wlasnoscig Baire’a.

Twierdzenie 3 (Brzuchowski, Cichoni, Grzegorek, Ryll-Nardzewski). Jezeli Z jest o-ideatem
na przestrzeni polskiej T z bazg borelowskq, zawierajgcym wszystkie zbiory jednoelementowe,
to dla kazdej rodziny punktowo-skoticzonej A C I (tzn. takiej, z2eVe € T {A€ A: x € A}
jest skonczony) takiej, ze | J A ¢ T istnieje podrodzina A" C A, ktdra nie jest T-mierzalna tzn.
nie nalezy do o-ciata zbiorow generowanego przez o-ideat I oraz o-ciato wszystkich zbiorow
borelowskich Bor(T).

Dowo6d powyzszego twierdzenia jest elementarny — wykorzystuje elementy klasycznej de-
skryptywnej teorii mnogosci.

Ostatniego twierdzenia nie da sie rozszerzy¢ na rodziny punktowo-przeliczalne A C N, to
znaczy takie, dla ktérych mamy

(Ve eT) ({Ae A: x € A} jest przeliczalny).
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Wynik ten zostal otrzymany przez D. Fremlina w pracy [Fr]. W modelu otrzymanym przez
dodanie wy niezaleznych liczb Cohena do modelu spetniajacego GC H, skonstruowal on przeli-
czalnie-punktowe pokrycie A C N prostej zbiorami miary Lebesgue’a zero spetniajgce waru-
nek “{J A’ jest mierzalna w sensie Lebesgue’a dla kazdej podrodziny A" C A”. Analogiczny
rezultat jest prawdziwy dla ideatu zbioréw pierwszej kategorii. Wystarczy mianowicie dodac
wy liczby Solovay’a do modelu spetniajacego GC'H.

Definicja 1. Niech I bedzie o-ideatem podzbiorow przestrzeni polskiej T'. Zatozmy, ze T ma
baze borelowskq. Zbior A C T nazywamy

(1) Z-mierzalnym, jesli A nalezy do o-ciala generowanego przez Bor borelowskie podzbio-
ry przestrzeni T oraz o-ideat Z,

(2) Z-niemierzalnym, jesli A nie jest Z-mierzalny,

(3) calkowicie Z-niemierzalnym, jesli dla kazdego zbioru borelowskiego B ¢ I przekroj
AN B jest T-niemierzalny.

W przypadku, gdy Z jest o-ideatem zbiorow przeliczalnych, A jest Z-niemierzalny wtedy i
tylko wtedy, gdy nie jest zbiorem borelowskim oraz A jest catkowicie Z-niemierzalny wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem Bernsteina.

W przypadku, gdy przestrzen T jest odcinkiem [0,1], a Z = N jest o-ideatem zbioréw
miary Lebesgue’a zero, zbior A jest catkowicie Z-niemierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
miara wewnetrzna jest rowna 0 oraz miara zewnetrzna jest réwna 1.

Jednym z kierunkéw badan nad niemierzalnymi zbiorami jest préba weryfikacji nastepu-
jacej hipotezy:

Hipoteza 1. Niech Z bedzie o-ideatem podzbiorow przestrzeni polskiej T'. Zatozmy, ze T ma
baze borelowskq. Niech A bedzie punktowo-skonczonym pokryciem T zbiorami z Z. Wowczas
istnieje podrodzina A" C A, dla ktorej | J A’ jest calkowicie Z-niemierzalna.

W szczegdlnym przypadku, gdy Z = N, do tej pory nie wiadomo, czy z kazdej partycji
odcinka [0, 1] na zbiory miary Lebesgue’a zero mozna wybraé¢ podrodzing, ktoérej suma jest
catkowicie niemierzalna, tzn. ma miare wewnetrzng 0 i miare zewnetrzna 1. Czesciowy wynik
zostal uzyskany przez D. Fremlina i S. Todorceviéa (patrz [FT]).

Twierdzenie 4 (Fremlin, Todorcevi¢). Z dowolnej partycji odcinka [0,1] na zbiory miary
0 oraz dla dowolnego € > 0 mozna wybraé¢ podrodzine, ktorej suma ma miare wewnetrzng
mniejszq miz € oraz miare zewnetrzng wiekszg niz 1 — ¢.

Inspiracji do kolejnych potencjalnych uogélnien dostarcza nastepujacy rezultat M. Gitika
i S. Shelaha z pracy [GS2].

Twierdzenie 5 (Gitik, Shelah). Niech (A,)new bedzie dowolnym ciggiem podzbioréw prostej
R. Wtedy istnieje cigg (Bp)new czynigcy zado$é warunkom

(1) dla kazdego n, B, C A,

(2) n # m implikuje, ze B, N B, =0,

(3) dla kazdego n, \*(A,) = X\ (B,),

gdzie \* oznacza miare zewnetrzng Lebesgue’a.
Dowdd powyzszego twierdzenia wykorzystuje metode ultrapotegi generycznej. Opiera sig

na pokazaniu, ze algebra Boole’a postaci P(k)/I nie moze byé¢ postaci Cohen x Random
(ani Random x Cohen).



Zauwazmy, ze twierdzenie 5 jest naturalnym uogoélnieniem klasycznego wyniku Luzina,
ze kazdy podzbidr prostej mozna podzieli¢ na dwa zbiory o mierze zewnetrznej takiej jak
wyjsciowy zbior.

W pracy [CK] J. Cichon oraz A. Kharazishvili pokazali szereg zastosowan twierdzen o
istnieniu podrodzin o niemierzalnych sumach.

Niech X bedzie dowolna przestrzenig topologiczng. Funkcje f : T — X nazywamy Bor|[Z]-
mierzalng jesli dla dowolnego zbioru otwartego U przeciwobraz f~1[U] nalezy do o-cialta
generowanego przez borelowskie podzbiory przestrzeni T oraz o-ideat Z.

Twierdzenie 6 (Cichon, Kharazishvili). Niech E bedzie przestrzenig metryczng oraz f :
T — E bedzie funkcjg Bor[Z]-mierzalng. Wtedy istnieje taki zbior A € I, ze f[T \ A] jest
przestrzeniq osrodkowq.

Naturalnym wnioskiem z tego twierdzenia (dla ideatu Z = {0}) jest klasyczne twierdzenie
Frolika.

Twierdzenie 7 (Frolik). Niech E bedzie przestrzeniq metryczng oraz f : T — E bedzie
funkcjg borelowskq. Wtedy rng(f) jest przestrzenig osrodkowq.

Twierdzenie 8 (Cichon, Kharazishvili). Niech E bedzie grupg metryczng oraz f,g: T — E
bedq funkcjami Bor[Z]-mierzalnymi. Wtedy f + g jest funkcjq Bor|Z]-mierzalng.

Szczegbdlnym przypadkiem sum mnogosciowych zbiorow sg sumy algebraiczne zdefiniowane
na abelowej grupie (G, +). Niech A, B € Z(G) beda dowolnymi podzbiorami zadanej grupy.
Wtedy sume algebraiczng A 4+ B definiujemy nastepujaco:

A+B={a+beG: (a,b) € Ax B}.

W. Sierpifiski [Sil] udowodnil, ze istnieja dwa podzbiory X, Y prostej rzeczywistej R,
ktorych suma algebraiczna X + Y nie jest mierzalna w sensie Lebesgue’a.

Wynik ten zostal wzmocniony przez M. Kysiaka w pracy [Ky| o niemierzalnych algebra-
icznych sumach. Udowodnit on nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9 (Kysiak). Zalézmy, Ze o-ideal T na prostej rzeczywistej zawiera wszystkie
singletony oraz para (I, A) ma wlasnosé zbioru doskonatego. (Para (Z, A) ma wlasno$é zbio-
ru doskonalego, jesli kazdy zbior B € A\ L zawiera zbidor doskonaly.) Wtedy dla dowolnego
podzbioru A C R spelniajgcego warunek A+ A ¢ T istnieje X C A, dla ktérego X + X ¢ A.

Przykladami par, ktére maja wlasnosé zbioru doskonatego sa (N, LM) oraz (M, BP) (tu-
taj LM oznacza o-algebre wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a, BP oznacza
rodzine wszystkich podzbioréw R posiadajacych wlasnosé Baire’a). Jako wniosek otrzymuje-
my twierdzenie Ciesielskiego, Fejzicia, Freilinga [CFF], ktore méwi ze, jesli A C R jest takim
podzbiorem R, dla ktorego A + A posiada dodatnig miare zewnetrzna, to istnieje taki zbior
X C A, ze X + X jest niemierzalny. Whasnos¢ zbioru doskonatego pary (M, BP) implikuje
analogiczne twierdzenie dla o-ideatu zbioréw pierwszej kategorii M. W pracy [CFF]| znajdu-
jemy tez nastepujace twierdzenie: jesli A C R jest taki, ze A+ A ¢ N, to istnieje taki jego
podzbiér miary zero X C A, ze X + X jest niemierzalny. Analogiczne twierdzenie zachodzi
w przypadku kategorii.

W badaniach nad podrodzinami podzbioréow przestrzeni polskiej, w szczegdlnosci w bada-
niach o-idealéw, przydatne okazuja sie tzw. wspotczynniki kardynalne. Dla zadanej rodziny



F C Z(X) podzbioréw przestrzeni polskiej X, definiujemy je w sposéb nastepujacy:
add(F) =min{|A| : ACF A UA ¢ F},
non(F) =min{|A| : AC X N A¢ F},
cov(F) =min{|A| : AC FA UA =X},
covy(F) = min{|A| : AC FA (3B € Bor(X)\ F) BC| A}
cof(F)=min{|A| : ACF A (VBe F)(FAe A) BC A}

Ponadto, nastepujace dwie liczby kardynalne opisujace najmniejsza moc nieograniczonej i
dominujacej rodziny (odpowiednio) na przestrzeni Baire’a

b=min{|B| : BCw’ A (Vx € w)(Jy € B) =~(y <" z)}
0 =min{|D|: D Cw’ A (Vx € w”)(Jy € D) v <" y}
(gdzie f <* g oznacza, ze (Im € w)(¥n > m)f(n) < g(n)), sa powiazane z poprzedni-

mi wspotezynnikami dla o-ideatu zbioréw pierwszej kategorii Baire’a, co opisuje tak zwany
diagram Clichonia (patrz [BJS]).

cov(N) — non

w; — add(N) — add(M) — cov(M) — non(N)

W badania zbioréw niemierzalnych pojawiaja si¢ pewne specjalne zbiory, tak zwane zbiory
Fuzina i zbiory Sierpinskiego. Zostaly one wprowadzone w pracach [Lu], [Si2].

Definicja 2. Zbior A C T nazywamy

(1) zbiorem Luzina, jesli A jest nieprzeliczalny oraz przekrég AN M jest przeliczalny dla
dowolnego zbioru pierwszej kategorii M € M,

(2) zbiorem Sierpinskiego, jesli A jest nieprzeliczalny oraz przekréj ANN jest przeliczalny
dla dowolnego zbioru miary zero N € N.

Istnienie zbioru Luzina (zbioru Sierpinskiego) jest niezalezne od teorii mnogosci ZFC.
Przy zalozeniu C'H zbiory powyzsze istnieja, natomiast przy zalozeniu M A + —-CH nie
istnieja.

W pracy [Sch] M. Scheepers podat charakteryzacje zbior6w fuzina w terminach wlasnosci
pokryciowych (podobnych do wtasnosci Rothbergera).

Pojecie zbioru fLuzina mozna w naturalny sposéb uogélni¢ zamieniajac ideat zbiorow pierw-
szej kategorii M na dowolny inny ideal podzbioréw przestrzeni T'.

W pracy T. Bartoszynskiego i L. Halbeisena rozwazano KC-zbiory fuzina, gdzie IC jest
o-ideatem generowanym przez zwarte podzbiory przestrzeni Baire’a w“. Autorzy pokazali,
ze istnienie IC-zbioru Luzina mocy ¢ jest rownowazne twierdzeniu Banacha-Kuratowskiego o
macierzach podzbioréw odcinka [0, 1] (patrz [BH]).

Rozwazano takze uogélnione zbiory Yuzina. Przypomnijmy, ze A C T jest uogdlnionym
zbiorem Luzina, jesli dla dowolnego zbioru pierwszej kategorii M € M mamy |[M NA| < |A|.
Uogolnione zbiory Luzina byty badane miedzy innymi przez L. Bukovskiego w [Buk]. Rowniez
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w tym przypadku mozna ideat zbiorow pierwszej kategorii M zastgpi¢ dowolnym ideatem Z
otrzymujac pojecie uogolnionego zbioru Z-Luzina.

OPIS OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Sumy mnogosciowe zbioréw. Przedstawimy wyniki stanowigce czesciowe rozwigzania
problemu: czy z dowolnej punktowo-skorniczonej rodziny zbioréw z o-idealu Z mozna wybraé
podrodzine, ktérej suma jest catkowicie Z-niemierzalna. Ograniczymy sie do o-idealow Z
majacych wlasnosé Suslina (zwanych takze c.c.c. ideatami), tzn. takich, dla ktérych dowolna
rodzina parami roztacznych zbioréw borelowskich spoza Z jest przeliczalna. Przyktadami
takich o-idealéw sa N oraz M. o-ideal z wlasno$cig Suslina ma wtasnosé otoczki. Oznacza
to, ze dla dowolnego podzbioru X przestrzeni T' istnieje najmniejszy (z doktadnoscia do
zbioru z ideatu Z) zbiér Z-mierzalny zawierajacy X (z doktadnoscia do zbioru z 7). Przez
[X]z oznaczaé bedziemy element algebry Boole’a B[Z]/Z reprezentujacy klase wszystkich
minimalnych Z-mierzalnych podzbioréw T' zawierajacych X z doktadno$cia do zbioru z Z.

Przyjmiemy ponadto dodatkowe zatozenie teoriomnogosciowe o nieistnieniu pewnych du-
zych liczb kardynalnych mniejszych niz c.

Przytoczymy teraz definicje pochodzaca od D. Fremlina (patrz [Fre]).

Definicja 3. Nieprzeliczalng reqularng liczbe kardynalng k nazywamy quasi-mierzalng, jesli
istnieje taki o-ideal J C P(k), Ze algebra Boole’a P(k)/J spelnia warunek c.c.c., tzn.
dowolna kolekcja parami roztgcznych elementow tej algebry jest przeliczalna.

Zauwazmy, ze jesli k jest liczba mierzalng, lub stabiej, rzeczywiscie mierzalna, to x jest
quasi-mierzalna. Z drugiej strony, macierz Ulama gwarantuje nam, ze kazda quasi-mierzalna
liczba jest liczbg stabo-nieosiggalng. Liczby quasi-mierzalne sg zatem tzw. duzymi liczbami
kardynalnymi.

Wprowadzmy naturalne uogélnienie pojecia catkowitej Z-niemierzalnosci, ktoére zalezy do-
datkowo od ustalonego podzbioru X przestrzeni T'.

Definicja 4. Niech T bedzie nieprzeliczalng przestrzeniq polskq, T — o-ideatem podzbio-
row T majgcym borelowskq baze. Ustalmy X ¢ Z. Powiemy, ze A C X jest calkowicie
Z-niemierzalny w X, jesl

(VBeB\IL)(BNX¢ZT=(ANB¢I)N(AN(X\B)¢1I).

Twierdzenie 10 ([H2], Theorem 3.6). Zalézmy, Ze nie istnieje quasi-mierzalna liczba k < c.
Niech T bedzie nieprzeliczalng przestrzeniq polskq, T — o-ideatem podzbiorow T, ktory ma
borelowskq baze oraz witasnosé Suslina. Wtedy dla dowolnej punktowo-skoriczonej rodziny
A C I, ktorej suma nie nalezy do T znajdziemy takg podrodzine A, Ze | J A’ jest calkowicie
Z-niemierzalna w | J A.

Dowd6d powyzszego twierdzenia opiera sie na nastepujacych trzech lematach (stosujemy w
nich zatozenia twierdzenia 10).

Lemat 1 ([H2], Theorem 3.3). Niech {As : £ € wi} bedzie dowolng rodzing podzbioréw
przestrzeni T. Wtedy istnieje rodzina {I, : « € wy} parami rozlgcznych podzbioréw wy

spetniajgca dla dowolnych o, € wy warunek [Ugela Agh = |:U§€IB Af]I.

Lemat 2 ([H2], Lemma 3.4). Istnieje kolokcja rodzin A, C A dla o € wy spelniajgca warunki

(1) UAs ¢ 7,



(2) a # B implikuje Ay N Ag =10,
(3) U Az = U Aslz-

Lemat 3 ([H2], Lemma 3.5). Niech C bedzie dowolng punktowo-skonczong rodzing podzbioréw
przestrzeni T'. Wtedy istnieje taka podrodzina C' C C, ze zbior C \ C' jest przeliczalny oraz

(VB € Bor\I)(VC e C)(BN| JC ¢TI =~(BN|JCcCBNC)).

Twierdzenie 10 zostalo wzmocnione w pracy [H5] (napisanej wspdlnie z R. Ralowskim).
Zalozenia twierdzenia ostabiono do postaci “nie istnieje quasi-mierzalna liczba k < ¢”. Teza
rowniez zostata nieco ostabiona.

Twierdzenie 11 ([H5], Theorem 1.3). Zaldimy, Ze nie istnieje quasi-mierzalna liczba k < c.
Niech T bedzie nieprzeliczalng przestrzenig polskq, T — o-ideatem podzbiorow T, ktory ma
borelowskq baze oraz wtasnosé Suslina. Wtedy dla dowolnego punktowo-skonczonego pokrycia
A C T przestrzeni T' znajdziemy takq podrodzine A, ze | J A’ jest calkowicie T-niemierzalna.

Dowod powyzszego twierdzenia poza lematami 1, 2, 3 wykorzystuje dwa pomocnicze twier-
dzenia.

Twierdzenie 12 ([H5], Theorem 2.1). Zatdéimy, ze A C T jest takim pokryciem przestrzeni
T, Ze dla dowolnego zbioru D C T mocy mniejszej niz ¢ suma \J,.p, U A(x) nie zawiera
Zadnego zbioru borelowskiego spoza I. (Zbior A(x) oznacza kolekcje wszystkich elementdéw
rodziny A, do ktérych nalezy x, czyli A(x) ={A € A: x € A}.) Wtedy A zawiera parami
roztgczne rodziny Ag dla € < ¢, dla ktorych |J Ae jest zbiorem calkowicie Z-niemierzalnym.

Twierdzenie 13 ([H5], Theorem 2.2). Zaldimy, ze nie istnieje quasi-mierzalna liczba k < c.
Niech A C T bedzie takg rodzing, Ze dla dowolnego x zbidr A(x) ma moc mniejszq niz c. Jesli
UA ¢ I, to mozna znaleZé nieprzeliczalng kolekcje podrodzin A, C A, o € wy spelniajgcg
warunki | J As ¢  oraz | JA.NUApg € T dla o # B.

Zajmiemy si¢ teraz uogédlnieniami twierdzenia 5 dotyczacymi wpisywania zbioréw niemie-
rzalnych w zadane zbiory (rodziny zbioréw).

Twierdzenie 14 ([H6], Theorem 3.2). Niech A bedzie rodzing parami roztgeznych podzbioréw
przestrzeni T skladajgcq sie ze zbioréw pierwszej kategorii. Zatéimy, ze|JA ¢ M. Dlan € w
ustalmy dowolne A,, C A. Wtedy istnieje podrodzina B C A czynigca zado$é warunkom:
(1) UB ¢ M,
(2) dla dowolnego n € w zbior | JB N .A, nie zawiera Zadnego M-pozytywnego zbioru
borelowskiego modulo | J A,,, tzn.

(Vn)(—=3U)(U jest otwarty N UﬂUAn ¢ M A UﬂUAn \ UB eM,).

Dowod powyzszego twierdzenia polega na sprowadzeniu do sprzecznosci przypuszczenia o
istnieniu rodziny A nie spetniajacej tezy twierdzenia. Uzywajac tej rodziny, konstruujemy
algebre Boole’a postaci P(k)/Z. Nastepnie pokazujemy, ze owa algebra jest bezatomowa i ma
przeliczalny podzbiér gesty. Oznacza to, ze jest to jedyna (z dokladnoscia do izomorfizmu)
taka algebra, czyli algebra Cohena. Na mocy wyniku Gitika i Shelaha (patrz [GS1]) jest to
niemozliwe.

Twierdzenie 15 ([H6], Theorem 3.6). Niech A C M bedzie rodzing parami roztgcznych
podzbiorow przestrzeni T. Zalozimy, ze |JA ¢ M. Dla n € w ustalmy dowolne A, C A.
Wtedy istnieje podrodzina B C A czynigea zado$é warunkom:



(1) [UBIm = [UAm,
(2) dla dowolnego n € w zbior |JB N .A, nie zawiera Zadnego M-pozytywnego zbioru
borelowskiego modulo | J A,,.

Dowdd powyzszego twierdzenia wykorzystuje twierdzenie 14. W pierwszym kroku prze-
strzen |J.A jest rozbijana na dwie podprzestrzenie. Pierwsza podprzestrzen sklada sie z
fragmentow, na ktorych algebry Boole’a spetniaja wlasnos¢ Suslina. Druga - dziedzicznie tej
wlasnosci nie ma. Konstrukcje przeprowadzamy najpierw w drugiej podprzestrzeni. Stosuje-
my tam twierdzenie Erdosa-Alaoglu, a wladciwie jego wersje wynikajaca z dowodu z pracy
Taylora [Ta]. Nastepnie, w analizie “podprzestrzeni c.c.c*, wykorzystujemy twierdzenie 14,
budujac szukana rodzine przez indukcje pozaskoniczona. Warunek Suslina zapewnia nam
zakonczenie konstrukeji na kroku < ws.

Nastepne twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 5 z pracy [GS2] dla przypadku ideatu
zbioréw pierwszej kategorii oraz jednoczesnie uogdlnieniem twierdzenia 52 z pracy [P3] o
znajdowaniu podrodziny o catkowicie M-niemierzalnej sumie w wyjsciowej partycji na zbiory
pierwszej kategorii.

Twierdzenie 16 ([H6], Theorem 3.7). Zalézmy, ze A C M jest partycjq przestrzeni T.
Niech A, C A dla n € w. Wtedy istniejq podrodziny B,, C A, spetniajgce warunki

(1) B,NB,, =0 dlan #m,

(2) B, C A,

PrzejdZzmy teraz do zagadnienia wpisywania podrodzin dla dowolnych o-ideatéw z wta-
snoscia Suslina. Przytoczymy teraz pomocniczy lemat.

Twierdzenie 17 ([H6|, Lemma 4.3). Zalozmy, zZe nie istnieje liczba quasi-mierzalna mniej-
sza niz continuum. Niech A C T bedzie punktowo-skoniczong rodzing. Niech (A, : n € w)
bedzie ciggiem podzbiorow A. Wtedy znajdziemy cigg (B, : n € w) spelniajgcy warunki:

(1) B,NB,, =0 dlan#m,

(2) B, C Ay,

3) U Az = [UB,]z.

Ostatnie twierdzenia uogdlnia w pewnym sensie twierdzenie 10. Metody uzywane do do-
wodoéw obu twierdzen sa podobne.

Przy poprzednich zalozeniach teze powyzszego twierdzenia mozna wzmocni¢ wpisujac nie-
przeliczalnie wiele rodzin w kazda z rodzin A,. Precyzyjnie wystawia to nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 18 ([H6], Theorem 4.4). Zalozmy, ze nie istnieje liczba quasi-mierzalna mniej-
sza niz continuum. Niech A C T bedzie punktowo-skonczong rodzing. Niech (A, : n € w)
bedzie ciggiem podzbioréw A. Wtedy znajdziemy cigg (BS @ n € w,& € wy) spelniajgcy
warunks:

(1) By N By, =0 dla (n,§) # (m,n),

(2) B, C A,

(3) [UAz = [UB;z.

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace niemierzalnych sum wybieranych z rodzin o pewnych

dodatkowych wtasnosciach.
Przytoczmy pomocnicze definicje.
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Definicja 5. Niech A bedzie pewng algebrg podzbioréow X. Niech F : X — 'Y bedzie multi-
funkcjq, tzn. F C X xXY. Powiemy, ze multifunkcja F jest A-mierzalna, jesli dla dowolnego
otwartego podzbioru U przestrzeni Y zbior

FHU]={zeX: F,nU#0}
nalezy do rodziny A.

Definicja 6. Niech P bedzie partycjq zbioru X.
(1) Nasyceniem zbioru A C X nazywamy zbior A* =J{E € P: ENA#0}.
(2) Partycje P nazywamy borelowsko mierzalng, jesli nasycenie dowolnego zbioru otwar-
tego jest borelowskie.
(3) Partycje P nazywamy silnie borelowsko mierzalng, jesli nasycenie dowolnego zbioru
domknietego jest borelowskie.

Zauwazmy, ze dla przestrzeni spetniajacych drugi aksjomat przeliczalnosci silna borelowska
mierzalnosé¢ pocigga borelowskg mierzalnosé partycji.

Twierdzenie 19 ([H3], Theorem 2.1). Zalézmy, ze dowolny zbidr borelowski spoza ideatu
T zawiera domkniety zbior spoza I. Niech A bedzie silnie borelowsko mierzalng partycjq
przestrzeni T na domkniete zbiory z T. Wtedy istnieje taka podrodzina Ay C A, zZe | J Ag jest
catkowicie T-niemierzalna.

Jako wniosek otrzymujemy nastepujacy rezultat.

Whiosek 1 ([H3], Corollary 3.2). Niech G bedzie abelowq zwartq grupg polskq. Zatézmy, Ze
o-ideat L jest zamkniety na przesuniecia. Zatozimy, ze kazdy borelowski zbior spoza L zawiera
domkniety zbior spoza L. Niech H < G bedzie doskonalq podgrupg oraz H € Z. Wtedy istnieje
taki T C G, ze T'+ H jest catkowicie Z-niemierzalny w G.

Twierdzenie 20 ([H3], Theorem 2.2). Niech f : X — Y bedzie borelowskq funkcjg o wia-
snosci f~Hy) € T dla kaidego y € Y. Wtedy istnieje taki T C Y, ze f~1T) jest calkowicie
T-niemierzalny.

Twierdzenie 21 ([H3], Theorem 2.3). Zaldimy, ze o-ideal I spelnia warunek Suslina. Niech

F: X =Y bedzie borelowsko mierzalng multifunkcjq spetniajocq warunek F(x) jest skonczo-
ny dla kazdego x € X. Wtedy istnieje taki T C Y, ze F~T) jest calkowicie T-niemierzalny.

Dowo6d powyzszego twierdzenia wykorzystuje twierdzenie Kuratowskiego, Ryll-Nardzew-
skiego o selektorze z pracy [KR].

Twierdzenie 22 ([H3], Theorem 2.4). Zalozmy, ze o-ideal T spelnia warunek Suslina. Niech
F C X XY bedzie zbiorem analitycznym spetniajgcym warunki:

(1) (¥ € Y)(F¥ € T),

(2) X\ @[F| €Z, gdziem : X xY — X jest rzutem na pierwszq os,

(3) (Vx € X)(|F] < w).
Wtedy istnieje taki zbior T C Y, ze F7Y[T) jest calkowicie T-niemierzalny.
Zastosowania. W tym podrozdziale T" oznacza nieprzeliczalng przestrzen polska.
Definicja 7. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Powiemy, Ze funkcja f :'T — X jest
stabo mierzalna w sensie Baire’a, jesli dla dowolnych U, V' otwartych roztgcznych podzbioréow
X spelniony jest warunek:

AT MAFTIVI¢E M= [fTU]] 4 # [F V] -
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Klasa funkcji stabo mierzalnych w sensie Baire’a rozszerza klase funkcji mierzalnych w
sensie Baire’a.

Nastepne twierdzenie jest uogoélnieniem twierdzenia Banacha o sumie zbioréw otwartych
pierwszej kategorii na kontekst zwigzany z funkcjami stabo mierzalnymi w sensie Baire’a.

Twierdzenie 23 ([H1|, Theorem 3.6). Zaldzmy, ze X jest przestrzenig metryzowalng. Niech
f:T — X bedzie funkcjg stabo mierzalng w sensie Baire’a. Rozwazmy rodzine

A={f"U]: U jest otwarty w X oraz f~'{U] € M}.
Wtedy | J A € M.

[stotnym narzedziem w dowodzie powyzszego twierdzenia jest twierdzenie 52 o catkowicie
M-niemierzalnych sumach.

Twierdzenie 24 ([H1|, Theorem 3.8). Zalozmy, ze X jest przestrzeniqg metryzowalng. Niech
[T — X bedzie funkcjq stabo mierzalng w sensie Baire’a. Wtedy istnieje taki zbior M € M,
Ze f|T\ M] jest przestrzeniq oSrodkowq.

W dowodzie wykorzystywane jest twierdzenie Kowalskiego moéwiace, ze kazda metryzowal-
na przestrzen jest homeomorficzna z podprzestrzenia pewnej przestrzeni jeza (ang. hedgehog
space).

Przejdzmy teraz do sytuacji, w ktorej przestrzen X nie jest metryzowalna. Nie nalezy tu
oczekiwaé¢ negatywnych rezultatow w teorii ZFC. Przy pewnych zatozeniach teoriomnogo-
Sciowych twierdzenia o istnieniu niemierzalnej podsumy moga mie¢ bardzo stabe zatozenia.

Skoncentrujemy sie zatem na konkretnym modelu. Rozwazymy rozszerzenie uniwersum
konstruowalnego przez dodanie wy liczb Soloway’a.

Lemat 4 ([H1], Claim 4.1). W modelu LEom2)[G] istnieje cigg (K*)aew, zbioréw pierw-
szej kategorii, dla ktorego |J, o4 K =R, o ile A jest nieprzeliczalny.

Postulowany zbiér K jest przesunieciem F,-zbioru miary petnej o generyczna liczbe r,,.
Lemat 5 ([H1], Claim 4.2). W modelu L™ «2) (G| nastepujgce stwierdzenie jest prawdzi-

we: Dla dowolnego o-ideatu I podzbiorow wy znajdziemy takq punktowo-przeliczalng rodzine
{K“}acw,, 2e dla dowolnego A C wy

Ael= |JE"eM
acA
oraz
A¢l = U K* jest rezydualny.
a€A
Lemat 6 ([H1], Claim 4.3 Cichon). W modelu LEdom«2) |G| nastepujgce stwierdzenie jest
prawdziwe: Dla dowolnego o-ideatu I podzbioréow w, istnieje taka funkcja g : R — wy, Ze dla
A - W1
Ael < g lAl e M.
Twierdzenie 25 ([H1], Theorem 4.4). W modelu L™ «2)[G] nastepujgce stwierdzenie
jest prawdziwe: Niech wy bedzie przestrzemiq topologiczng z topologiq porzgdkowgq. Istnieje
funkcja f: R — wy spetniajgca warunki
(1) f jest mierzalna w sensie Baire’a,
(2) U{S7YU]: U] € M oraz U jest otwarty w topologii porzqgdkowej} = R.

Przestrzen w; z topologia porzadkows jest przestrzenig normalng.
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Obrazy. Praca [H4| (napisana wspdélnie z R. Ralowskim) uogélnia wyniki z pracy M. Kysia-
ka [Ky] oraz pracy K. Ciesielskiego, H. Fejzicia i Ch. Freilinga [CFF], ktore dotycza niemie-
rzalnosci sum algebraicznych w odcinku lub w przestrzeni Cantora. Uogdlnienia polegaja na
zastapieniu operacji dodawania przez inng dwuargumentowsa funkcje lub ogdlniej — relacje.
Gtéwne twierdzenia maja dosé¢ techniczne sformutowania.

Twierdzenie 26 ([H4], Theorem 3.1). Niech X bedzie dowolnym zbiorem, T — nieprzeli-
czalng przestrzeniq polskq, T — o-ideatem z bazqg borelowskq posiadajgcym wlasnosé otoczki.
Niech R C X? x T bedzie relacjg spetniajgcqg warunki:

(1) [RIX?])z =T,
Y{z eT: |{(a,b) € X?: ((a,b),x) € R}| < ¢} €T,
) (VzeT)Vae X)(|{be X : ((a,b),z) € RV ((b,a),z) € R} <w),
) (Vo,y € T)(x #y — [{(a,b) € R [{x}] :

{(b,a), (a,a),(a,b), (b,0)} N R™[{y}] # 0} < w),
(5) istnieje taka liczba kardynalna \ < ¢, Ze
(Va,b € X)(|R(a,b)| < \).

Wtedy istnieje taki podzbior A C X, Ze obraz R[A x A] jest calkowicie T-niemierzalny w T

(2
(3
(4

Whioskiem z twierdzenia 26 jest nastepujace uogélnienie wyniku z pracy [CFF] oraz twier-
dzenia pochodzacego z pracy [Ky].

Whiosek 1 ([H4], Corollary 3.2). Niech f € Rlz,y] bedzie symetrycznym wielomianem
dwoch zmiennych, ktorego obraz jest rowny R. Wtedy istnieje taki podzbior A C R, Ze obraz
flA x A] jest zbiorem Bernsteina w R.

W nastepnym twierdzeniu rozwazamy zamiast jednej relacji jednoczesnie ¢ wiele relacji.
Zatozenie o pelnej otoczce obrazu przez relacje zostato zmienione przez zalozenie, ze dopet-
nienie obrazu nalezy do ideatu.

Twierdzenie 27 ([H4], Theorem 3.4). Niech X bedzie dowolnym zbiorem, I bedzie o-ideatem
z bazg borelowskq na przestrzeni polskiej T'. Zatozimy, ze X < ¢ albo X = ¢ 1 ¢ jest liczba
reqularng. Niech (Ry)a<. € P(X? X T) bedzie ciggiem relacji spetniajgcym dla kazdego o < ¢
warunki:

(1) {fzeT: |RN(x)| # ¢} €L,

(2) |[Ra N S| < A dla kazdego S postaci A x {x}, {a} x X x {z}, X x{a} x {z}, gdzie

ace X, xeTl,

(3) (VB € Bor(T)\Z)(3a € X) |R;'[B] n{a} x X| =,

(4) (V(a,b) € X?) |Ry(a,b)| < A.
Wtedy istnieje taki A C X, Ze dla dowolnego o < ¢, obraz R,[A x A] jest calkowicie Z-
niemierzalny w T'.

Twierdzenia 27 pozwala na otrzymanie nastepujacych dwoch wnioskéw dotyczacych nie-
mierzalnosci wzgledem o-ideatu zbioréw miary Lebesgue’a zero i o-ideatu zbioréw pierwszej
kategorii Baire’a odpowiednio.

Whiosek 2 ([H4], Corollary 3.3). Istnieje taki podzbior A prostej rzeczywistej R, Ze dla kaz-
dej suriekcji f : R? — R klasy C*t, obraz f[A x A] jest zbiorem calkowicie N -niemierzalnym.

Whiosek 3 ([H4|, Corollary 3.4). Istnieje podzbidr A prostej rzeczywistej R, taki ze dla
kazdej suriekcji f : R? — R klasy C' o niezerowych pochodnych czgstkowych poza zbiorem
pierwszej kategorii, obraz f[A x A] jest zbiorem calkowicie M-niemierzalnym.
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Twierdzenie 28 ([H4], Theorem 3.5). Niech X1, Xy bedg dowolnymi zbiorami oraz T bedzie
o-ideatem z bazqg borelowskq na przestrzeni polskiej T'. Wtedy dla kazdej funkcji f + X1 x Xy —
T spetniajgce) warunki:
(1) f jest suriekcjq,
) {zeT: w<|f )|} €T,
(3) dla kazdego zbioru borelowskiego B € Bor(T)\ Z mamy
Hae X,: Hay x Xon fHB]=¢} =c.

Wtedy istniejg podzbiory A C X1, B C Xy, dla ktorych obraz f]|A x B] jest calkowicie Z-
niemierzalny. Ponadto, jesli X1 = Xy, to istnieje A C Xy, dla ktdorego obraz f]A x A] jest
catkowicie T-niemierzalny w T'.

Twierdzenie powyzsze wraz z twierdzeniem Mycielskiego o wpisywaniu produktu zbioréw
doskonatych w borelowski podzbior produktu spoza idealu implikuje nastepujacy wynik.

Whiosek 4 ([H4|, Corollary 3.5). Niech Iy, Iy, I bedq o-idealami z bazq borelowskq na
przestrzeniach polskich T, Ty, T3 odpowiednio. Zatozmy, Ze funkcja f Ty x Ty — T3 spetnia
warunks

o f jest suriekcyq,
o istnieje taki I € Iy, ze f~1(z) jest przeliczalny dla z ¢ 1T,
e dla kaZdego zbioru borelowskiego B C T3 spoza Is, istnieje taki zbior W € Bor (1 X
Tg) \ (Il ®IQ), ze W C fﬁl[B]
Wtedy istniejq zbiory A C Ty, B C Ty, dla ktérych obraz f]|A x B] jest calkowicie Ts-
niemierzalny w Tj.

7, ® I, oznacza produkt Fubiniego o-ideatéw Z; oraz Z,, tzn. o-ideat podzbiorow T x Ts
generowany przez borelowskie podzbiory A spekliajace warunek:

{reT: {yeTy: (x,y) € A} ¢ I} € 1.
Podzbiory. Omoéwimy teraz wyniki dotyczace pewnych specjalnych zbioréw niemierzalnych
bedacych uogoélnieniami klasycznych zbioréw Fuzina i Sierpinskiego.
Definicja 8. Mdéwimy, ze zbidr L jest (Z,J)-zbiorem Luzina jesli
(1) L¢T,
(2) dla kazdego zbioru A € T mamy LNA € J.
Niech k bedzie liczbg kardynalng. Méwimy, ze L jest (k,Z,J)-zbiorem Luzina, jesli L jest
(Z, J)-zbiorem Luzina oraz L jest mocy k.
Zauwazmy, ze jesli za ideal J przyjmiemy ideal zbioréw przeliczalnych, to otrzymamy
klasyczna definicje zbioru Luzina (dla Z = M) oraz zbioru Sierpinskiego (dla Z = N). W
powyzszy sposOb mozna takze zapisa¢ tak zwane uogélnione zbiory fuzina.

Definicja 9. Niech F C T7 bedzie dowolng rodzing funkcji. Powiemy, Ze zbiory A, B sq
rownowazne w sensie rodziny F, jesli spetniony jest warunek:

(3f € F)(B = flA] v A= [f[B]).
Przytoczmy techniczny wynik.

Twierdzenie 29 ([H7], Theorem 2.1). Zalézmy, Ze k = cov(Z) < non(J). Niech F bedzie
rodzing funkcji przeksztatcajacych T w T spelniajocq warunek |F| < k. Wtedy znajdziemy
taki cigg (La)acs, 2€
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(1) L, jest (k,Z,J)-zbiorem Luzina,
(2) dla a # 8 zbiory L., Lg nie sq rownowazne w sensie rodziny JF.

Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na indukcji pozaskonczonej.
Przytoczmy teraz wnioski z tego rezultatu.

Whiosek 2 ([H7], Corollary 2.1). Zalézmy, ze cov(Z) = non(J) = c¢. Wtedy istnieje conti-
nuum wiele borelowsko nieréwnowaznych (Z,J)-zbioréw Luzina.

Whiosek 3 ([H7], Corollary 2.2). Zaléimy, ze cov(Z) = non(J) = ¢. Wtedy istnieje continu-
um wiele (Z, J)-zbioréw Luzina nieréwnowaznych wzgledem rodziny funkcji Z-mierzalnych.

Wnhniosek 4 ([H7], Corollary 2.3). (1) Zalézmy, ze cov(N) = c¢. Wtedy istnieje continu-
um wiele (¢, N';, M)-zbioréw Luzina nierdwnowaznych wzgledem rodziny funkcji mie-
rzalnych w sensie Lebesque’a.

(2) Zaldimy, ze cov(M) = ¢. Wtedy istnieje continuum wiele (¢, M, N)-zbioréw Luzina
nierownowaznych wzgledem rodziny funkcji mierzalnych w sensie Baire’a.
Teraz opiszemy klase poje¢ forcingu, ktéra zachowuje "bycie (Z,J)-zbiorem fuzina“.

Skoncentrujemy sie gtéwnie na tak zwanych definiowalnych pojeciach forcingu (patrz [Za]),

czyli forcingach typu Bor(T) \ Z dla absolutnie definiowalnego o-ideatu Z. Zacznijmy od
technicznego lematu.

Lemat 7 ([H7], Lemma 3.1). Zalézmy, ze T ma wlasno$é Fubiniego. Niech Pz = Bor(T)\Z
bedzie definiowalnym pojeciem forcingu, ktore jest proper. Niech B € T bedzie zbiorem w
VEIZ[G]. Wtedy istnieje zbiér D € TNV spetniajgcy warunek BNTY C D,

Twierdzenie 30 ([H7], Theorem 3.1). Zaldimy, Ze k jest nieprzeliczalng liczbg kardynalng,
idealy T, J majg wlasnos$é Suslina oraz wlasno$é Fubiniego. Niech Pz = Bor(T) \ Z oraz
Ps = Bor(T) \ J bedq definiowalnymi pojeciami forcingu. Wtedy Pr zachowuje (k,Z,J)-
zbiory Luzina.

Twierdzenie 31 ([H7], Theorem 3.2). Niech (P, <) bedzie takim pojeciem forcingu, ze zbior

{B: BeZnBor(T),B jest kodowany w V'}

stanowi baze ideatu T w VF[G). Zaléimy, ze borelowskie kody dla zbioréw z ideatéw I, J sq
absolutne. Wtedy (P, <) zachowuje (Z,J)-zbiory Luzina.

Powyzsze twierdzenie ma kilka zastosowan.

Whiosek 5 ([H7], Corollary 3.1). Niech (P, <) bedzie pojeciem forcingu, ktory nie doda-
je liczb rzeczywistych, tzn. (w*)V = (w”)VP[G]. Zalozmy, ze borelowskie kody dla zbioréw z
ideatow I, J sq absolutne. Wtedy (P, <) zachowuge (Z, J)-zbiory Luzina.

Whiosek 6 ([H7], Corollary 3.2). Niech (P, <) bedzie o-domknietym pojeciem forcingu. Za-
tozmy, ze borelowskie kody dla zbioréw z ideatéw I, J sq absolutne. Wtedy (P, <) zachowuje
(Z,TJ)-zbiory Luzina.

Whiosek 7 ([H7], Corollary 3.3). Niech A bedzie liczbg porzgdkowq. Niech Py = ((Py, Qa) :
a < A) bedzie forcingiem iterowanym z przeliczalnym no$nikiem. Zalézimy, ze

(1) dla dowolnego @ P, I+ Qq jest o-domkniety,

(2) kody borelowskie dla zbioréw z ideatow I, J sq absolutne.
Wtedy Py zachowuje (Z,J)-zbiory Luzina.
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W kolejnych lematach uzywaé bedziemy relacji ™4™ oraz CC°"" wprowadzonych przez
M. Goldsterna w [Gol. Niech €2 oznacza rodzine otwarto-domknietych podzbioréw przestrzeni
Cantora 2“ z topologia dyskretng. Potézmy

crandom — [ f € Q¥ (Yn € w)u(f(n)) <27}
Dla f € Crendom potdzmy Ay = Mnew Uisn f(E). Relacja Crandom jest zdefiniowana formutg

(Vf € Crendm)(Vg € 29)(f 5™ g > (Vk = n)g & f(K)).

random __ random
E _ UnEw En '

Niech C'9°"" hedzie zbiorem funkeji z w<* w siebie. Wtedy

(Vf € COMen)(vg € ) (f T g 5 (W < n)(g T ~ f(g | K) C g)).
ECohen: U [:C’ohen‘

necw —n

Twierdzenie 32 ([H7], Theorem 3.4). Zaloimy, Ze P jest pojeciem forcingu, ktéry zachowuje
relacje Crmdem . Wtedy P zachowuje (N, M)-zbiory fuzina.

Twierdzenie 33 ([H7], Theorem 3.5). Zaldzmy, Ze P jest pojeciem forcingu, ktory zachowuje
relacje TE°hen . Wtedy P zachowuje (M, N)-zbiory fuzina.

Nastepny wniosek jest oparty na twierdzeniu Shelaha (patrz [Sh]) o zachowywaniu whasno-
Sci "kazdy nowy otwarty gesty zbiér zawiera taki stary zbior“ przez iteracje o przeliczalnym
nosniku forcingéw proper o tej wtasnosci.

Whiosek 8 ([H7], Corollary 3.4). Niech \ bedzie liczbg porzqdkowq. Niech Py = ((Py, Qa) :
a < A) bedzie forcingiem iterowanym z przeliczalnym no$nikiem. Zalézmy, ze

(1) dia dowolnego a Py I+ Q. jest proper,
(2) P,k Qo Ik kazdy nowy gesty otwarty zbior zawiera taki stary zbior.
Wtedy Py zachowuje (M, N)-zbiory Luzina.

Rezultaty pochodzace z pracy [H8] (napisanej wspodlnie z M. Michalskim) dotycza Z-
zbioréw fuzina. Bedziemy pracowaé¢ w przestrzeni euklidesowej R™ wyposazonej w naturalne
dodawanie + oraz mnozenie - przez liczby rzeczywiste. W niektérych przypadkach traktowac
bedziemy przestrzen euklidesows jako przestrzen liniowg nad Q. Bedziemy zaktadaé, ze o-
ideat 7 jest miezmienniczy na przesuniecia, tzn. dla dowolnego z € R™ oraz A € 7 mamy
r+Ael.

Definicja 10. Powiemy, ze zbior A jest

o T-zbiorem Luzina, jesli dla dowolnego I € T mamy |ANI| < |A|;
e super L-zbiorem fuzina, jesli A jest T-zbiorem fuzina oraz dla kazdego zbioru bore-
lowskiego B ¢ T mamy |AN B| = |A|.

Zauwazmy, ze klasyczna definicja uogdlnionego zbioru fuzina pokrywa sie z definicjg M-
zbioru tuzina, a klasyczna definicja uwogélnionego zbioru Sierpinskiego pokrywa sie z definicja
N -zbioru Luzina.

Lemat 8 ([HS8|, Lemma 2.1). Niech P, Q bedq doskonalymi podzbiorami R™. Wtedy istniejg
doskonate podzbiory P' C P oraz Q' C Q spetniajgce dla kazdego x € R™ warunek

(P'+2)nQ'| <1.
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Uzywajac powyzszego lematu mozna skonstruowaé¢ niezmienniczy na przesuniecia o-ideal
J z baza borelowska, dla ktorego istnieje mierzalny, a nawet borelowski, zbiér J-fuzina.

Twierdzenie 34 ([HS8], Theorem 2.1). Istnieje niezmienniczy na przesuniecia o-ideal J 2z
bazq borelowskq oraz zbior doskonaly A, ktory jest J-zbiorem Luzina.

Dodatkowe naturalne zatozenia dotyczace o-ideatu Z sprawiaja, ze kazdy Z-zbior Yuzina
jest Z-niemierzalny.
Ponizsza definicja zostala wprowadzona w pracy [BFN].

Definicja 11. Z ma stabszq wiasnosé Smitala, jesli istnieje przeliczalny gesty zbior D spet-
niajgcy dla kazdego borelowskiego A ¢ T warunek (A+ D)¢ € T.

Wtasnosé ta jest uogélnieniem klasycznej wtasnosci Smitala. Przyktady naturalnych ide-
aléw z tg wlasnoscia mozna znalezé w pracach [BK] oraz [BEN].

Twierdzenie 35 ([H8], Theorem 2.2). Zalézmy, ze T ma stabszq wlasno$é Smitala. Wtedy
L-zbior Luzina jest Z-niemierzalny.

W dowodzie powyzszego twierdzenia istotng role odgrywa lemat 8.

Lemat 9 ([H8|, Lemma 2.2). Zalézmy, ze T ma stabszqg wlasnosé Smitala. Wtedy z istnienia
L-zbioru fuzina wynika istnienie super Z-zbioru fLuzina.

Lemat 10 ([H8|, Lemma 2.3). Niech L bedzie Z-zbiorem Luzina. Wtedy istnieje liniowo
niezalezny L-zbior Luzina.

Lemat 11 ([H8|, Lemma 2.4). Zaldéimy, ze T ma stabszq wlasnosé Smitala. Niech L bedzie
T-zbiorem Luzina mocy ¢. Wtedy istnieje liniowo niezalezny super Z-zbior Luzina.

Twierdzenie 36 ([H8], Theorem 2.3 and Theorem 2.4). Niech L bedzie liniowo niezaleznym
Z-zbiorem fuzina mocy ¢. Wtedy istnieje taki zbior X, ze {x + L : x € X} jest partycjg R™.
Dodatkowo, przy zatozeniu CH, X moze byc takzie L-zbiorem Luzina.

Twierdzenie 37 ([H8], Theorem 2.5, 2.6, 2.7, 2.8). Zalézimy C'H.

e Zaloimy, ze dla dowolnego A € T mamy %A € I. Wtedy istnieje taki Z-zbior Luzina
L, ze zbior L + L jest Z-zbiorem Luzina.

e Zaloimy, zZe dla dowolnego A € T mamy —A € T. Wtedy istnieje taki L-zbior Luzina
L, e L+ L =R".

o Zaléimy, ze T jest zamkniety na wymierne skalowanie, tzn. (Vo € Q)(VA € I)(zA =
{zra: a € A} € T). Wtedy dla dowolnego m € w\ {0} istnieje taki I-zbior Luzina
L, 2e L+ L+ ---+ L jest T-zbiorem Luzina oraz L+ L +---4 L = R".

m m+1

o Zatoimy, ze L jest zamkniety na wymierne skalowanie. Wtedy istnieje liniowo nieza-

lezny Z-zbior Luzina L, dla ktérego span(L) jest Z-zbiorem Luzina.

Whiosek 9 ([HS8], Corollary 2.1). Zalézmy CH. Niech I bedzie zamkniety na skalowanie.
Wiedy
(1) istnieje taki Z-zbior Luzina L, Ze L4+ L + - -- + L jest T-zbiorem Luzina dla kaZdego
nrl

new,
(2) istniej taki T-zbiér fuzina L, Ze L+ L = L,
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(3) istnieje taki I-zbior Luzina L, ze (L+ L+ ---4+ L :n € w) jest rosngcym ciggiem

n+1
Z-zbioréow Luzina.

Twierdzenie 38 ([H8], Theorem 2.9). Jest niesprzeczne z ZFC, Ze ¢ = wq oraz istnieje zbior
tuzina, ktory jest podprzestrzeniq liniowg R™.

Dowod powyzszego twierdzenia polega na rozwazeniu modelu powstatego przez dodanie wy
liczb Cohena do modelu speliajacego C'H. Szukanym zbiorem jest podprzestrzen rozpigta
na dodanych generycznych liczbach Cohena.

Twierdzenie 39 ([H8], Theorem 2.10). Zalézmy CH. Wtedy istnieje taki zbior Luzina L,
ze L+ L jest zbiorem Bernsteina.

Dowdd przebiega przez standardows indukcje pozaskonczong. Aby pokazaé, ze znalezienie
odpowiednich obiektéw na kroku « jest mozliwe, znajdujemy ¥} zdanie, ktore to implikuje i
pokazujemy jego prawdziwos¢ w pewnym rozszerzeniu generic wyjsciowego modelu. Twier-
dzenie Shoenfielda implikuje prawdziwosé¢ tego zdania takze w modelu wyjsciowym.

Twierdzenie 40 ([H8], Theorem 2.11). Zalézmy C H. Wtedy istnieje taki zbior Sierpiriskiego
S, ze S+ S jest zbiorem Bernsteina.

Kolejne lematy pokazuja zwigzek algebraicznej struktury w przestrzeni ze struktura topo-
logiczng oraz miarows.

Lemat 12 ([H8], Lemma 2.5). Istnieje rezydualny zbidr miary zero R oraz nigdziegesty
doskonaty zbior miary zero P, dla ktorych R+ P C R.

Ostatni wynik jest pewnym uogdlnieniem wyniku z pracy [Re], gdzie 1. Rectaw pokazuje,
ze dla dowolnego zbioru A miary zero oraz zbioru doskonatego P istnieje taki doskonaly
podzbiér P’ C P, ze suma kompleksowa A + P ma miare zero. Nastepny lemat jest wzmoc-
nieniem powyzszego twierdzenia.

Lemat 13 ([H8], Lemma 2.6). Niech A bedzie zbiorem miary zero. Istnieje taki zbior dosko-
naty P, Ze dla dowolnego n

A+P+P+---+PecN.

n

Lemat 14 ([HS8], Lemma 2.8). Dla dowolnego zwartego zbioru miary zero P istnieje taka
rezydualna Gy G, ze zbior G + P jest miary zero.

W pracy [BS| L. Babinkostova i M. Scheepers pokazali, ze dla zbioru Luzina L i zbioru
Sierpinskiego S produkt L x S ma wlasnos¢ Mengera. Pocigga to, ze zbior L + S tez ma
wlasno$¢ Mengera. Zbiory Mengera nie sg zbiorami Bernsteina, przeto L+ S nie jest zbiorem
Bernsteina. Ponadto, w pracy [Sc] M. Scheepers udowodnil, ze jesli A jest zbiorem miary
zero oraz ma wlasnosé sg, a S jest zbiorem Sierpinskiego, to suma kompleksowa A + S ma
wlasnosé sg. Nastepne twierdzenie nieco wzmacnia te rezultaty przy pewnym dodatkowym
zatozeniu teoriomnogosciowym.

Twierdzenie 41 ([H8], Theorem 2.12). Zaldimy, Ze ¢ jest reqularng liczbg kardynalng. Dla
dowolnego uogdlnionego zbioru fuzina L oraz uogdlnionego zbioru Sierpinskiego S, zbior
L+ S ma wlasnosé sg.
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W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystujemy lemat 14.
Nastepne twierdzenie pokazuje istotnos¢ zatozenia o regularnosci continuum.

Twierdzenie 42 ([H8], Theorem 2.13). Nastepujace zdanie jest niesprzeczne z ZFC: Istniejg
uogolniony zbior Luzina L oraz uogdlniony zbior Sierpinskiego S, dla ktérych L + S = R".

Konstrukcja poszukiwanego modelu przebiega nastepujaco. Zaczynamy od modelu V' spet-
niajacego GCH. Niech P, bedzie iteracja za skoficzonym noénikiem (Qp : £ < ), gdzie
IF5 Q/B = CXRy,,, dla 8 < a. C oznacza forcing dodajacy jedna liczbe Cohena (jako element
R™) a R, jest forcingiem dodajacym k niezaleznych liczb Solovay’a (jako elementéow R™). W
otrzymanym modelu definiujemy szukane zbiory w nastepujacy sposob

S = U R,U{—¢,}, L= U{ca+x: reR"NV,}.

acwl acwi



18

OMOWIENIE POZOSTALEGO DOROBKU NAUKOWEGO

Lista prac wchodzacych do pozostatego dorobku naukowego:

[P1] Sz. Zeberski, Nonstandard proofs of Eggelston like theorems, PROCEEDINGS OF THE
NINTH PRAGUE TOPOLOGICAL SYMPOSIUM (Prague 2001) Topology Atlas (Toronto
2002), 353-357,

[P2] J.Cichon, Sz. Zeberski, On the splitting number and Mazurkiewicz theorem, AcTA UNI-
VERSITATIS CAROLINAE, MATHEMATICA ET PHYSICA 42 (2) (2001), 23-25,

[P3] J.Cichon, M.Morayne, R.Ratowski, C.Ryll-Nardzewski, Sz. Zeberski, On nonmeasurable
unions, TOPOLOGY AND ITS APPLICATIONS 154 (2007), 884-893,

[P4] R. Ratowski, P. Szczepaniak, Sz. Zeberski, A generalization of Steinhaus theorem and
some nonmeasurable sets, REAL ANALYSIS EXCHANGE, 35 (1) (2009/2010), 1-9,

[P5] J. Kraszewski, R. Ratowski, P. Szczepaniak, Sz. Zeberski, Bernstein sets and kappa
coverings, MATHEMATICAL LOGIC QUARTERLY, 56 (2) (2010), 216-224,

[P6] M. Bienias, Sz. Glab, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Two point sets with additional proper-
ties, CZECHOSLOVAK MATHEMATICAL JOURNAL, 63 (4) (2013), 1019-1037,

[P7] T. Banakh, M. Morayne, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Topolgically invariant o-ideals on
FEuclidean spaces, FUNDAMENTA MATHEMATICAE, 231 (2015), 101-112,

[P8] T. Banakh, M. Morayne, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Topolgically invariant o-ideals on
the Hilbert cube, ISRAEL JOURNAL OF MATHEMATICS, 209 (2015), 715-743,

[P9] T. Banakh, R. Ratowski, Sz. Zeberski, Classifying invariant o-ideals with analytic ba-
se on good Cantor measure spaces, przyjeta do PROCEEDINGS OF THE AMERICAN
MATHEMATICAL SOCIETY.

Praca [P1] zawiera niestandardowy dowéd twierdzenia Eggelstona, ktére méwi, ze w dowol-
ny zbiér miary dodatniej na ptaszczyznie mozna wpisa¢ produkt dwoch zbiorow doskonatych.
Dowdd opiera si¢ na twierdzeniu Shoenfielda o absolutnosci zdan X2 oraz twierdzeniu z pracy
[CKP] o tym, ze w algebrze Boole’a Bor /N mozna znalez¢ zbior gesty mocy cof(N).

Ponadto, uzywajac wypracowanych technik, udowodniono nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 43 ([P1], Theorem 4). Niech A C [0, 1)* bedzie zbiorem miary 1. Wtedy znaj-
dziemy dwa zbiory F,Q C [0,1] spelniajgce warunki: F jest zbiorem F, miary 1, Q jest
zbiorem doskonatym oraz F' x () C A.

Pokazano tez analogiczne wyniki dla ideatu zbioréw pierwszej kategorii.

Twierdzenie 44 ([P1], Theorem 5). Niech A C [0, 1])? bedzie zbiorem drugiej kategorii mie-
rzalnym w sensie Baire’a. Wtedy znajdziemy dwa zbiory G,Q C [0,1] spetniajgce warunki:
G jest zbiorem Gs, G ¢ M, Q jest zbiorem doskonalym oraz G x @ C A.

Twierdzenie 45 ([P1], Theorem 6). Niech A C [0,1]? bedzie zbiorem rezydualnym. Wtedy
znajdziemy dwa zbiory C,Q C [0, 1] spelniajace warunki: C jest zbiorem rezydualnym typu
Gs, Q jest zbiorem doskonatym oraz C' x QQ C A.

W pracy [P2| (napisanej wspélnie z J. Cichoniem) udowodniono niestandardowo twierdze-
nie Mazurkiewicza méwiace o tym, ze z ciagu {f, }new funkcji borelowskich z [0, 1]w [0, 1]
mozna wybra¢ podciag, ktéry jest zbiezny punktowo na pewnym zbiorze doskonatym. Dowdd
opiera sie na twierdzeniu Shoenfielda oraz nastepujacej charakteryzacji liczby s.
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Lemat 15 ([P2], Lemma 1). Nastepujgce liczby kardynalne sq réwne:
(1) s =min{x : {0,1}" nie jest ciggowo zwarta }
(2) & = min{x: ({0,1}*)" nie jest ciggowo zwarta }
(3) " = min{x : [0, 1]" nie jest ciggowo zwarta }

W pracy [P3] (napisanej wspdlnie z J. Cichoniem, M. Morayne, R. Ratowskim, Cz. Ryll-
Nardzewskim) uzyskano kilka rezultatéw dotyczacych znajdowania podrodzin o catkowicie
niemierzalnej sumie wzgledem o-idealow Z spetniajacych pewne dodatkowe zalozenia wy-
razone przy uzyciu wspotczynnikéw kardynalnych. Zatozenia te dla wielu naturalnych o-
idealow sg niezalezne od ZFC.

Twierdzenie 46 ([P3|, Theorem 3.2). Zaldimy, Ze I jest o-ideatem z bazg borelowskq na
przestrzeni polskiej T' oraz cov(Z) = cof(Z). Niech A C T bedzie takq rodzing, ze T\|JA € T
oraz niech A bedzie punktowo malta, tj.

{x:ET: JiaeA: xgéA}géI}eZ.
Wtedy istnieje podrodzina A" C A, ktérej suma |J A’ jest calkowicie T-niemierzalna.

Twierdzenie 47 ([P3], Theorem 3.1). Niech T bedzie takim o-ideatem na przestrzeni pol-
skiej T, Ze istnieje zbior catkowicie Z-niemierzalny o mocy mniejszej niz covy(Z). Wtedy dla
dowolnej rodziny A C T takiej, ze T\ |J.A € T istnieje jej podrodzina A" C A, ktdérej suma
mnogosciowa | J A’ jest catkowicie Z-niemierzalna.

Dla o-idealu podzbioréw pierwszej kategorii na prostej rzeczywistej R zatozenia powyz-
szego twierdzenia sa spelnione w rozszerzeniu generic uniwersum konstruowalnego L o ws
niezaleznych liczb Cohena. Wtedy cov(M) = ws = ¢, a postulowany catkowicie niemierzalny
zbiér ma nastepujaca postac:

{ce+reR: E<w AreQ}.

Podobny argument dziala dla idealu zbioréw miary zero N, gdy dodamy wy niezaleznych
liczb losowych do uniwersum Godla L.

Twierdzenie to znalazto zastosowanie w pracy Y. Kuznetsovej [Kuz|, w ktorej to zostaty
poruszane zagadnienia z analizy harmonicznej. Kuznetzowa zadata pytanie, czy dla kazdego
niepustego zbioru A € N miary zero na prostej rzeczywistej, istnieje zbiér B taki, ze suma
kompleksowa A + B jest niemierzalna. W kazdym modelu, w ktérym powyzsze twierdzenie
dla miary jest prawdziwe (np. w modelu otrzymanego przez dodanie wsy liczb Solovay’a do
uniwersum konstruowalnego), odpowiedz na pytanie Kuznetsovej jest pozytywna. W wyniku
czego, kazdy mierzalny homomorfizm pomiedzy lokalnie zwartg grupa a grupa topologiczna
jest ciagly.

Twierdzenie 46 poshuzyto do znajdowania niemierzalnych sum dla pewnych rodzin zbio-
row w abelowych grupach polskich wzgledem niezmienniczych na przesunigcia o-ideatow.
Powiemy, ze zbiér C' C G jest zbiorem Z-Gruenhage’a, jezeli dla dowolnego Z-mierzalnego
zbioru B oraz dowolnego zbioru T' € [G]<¢ zbior B\ (C' +T) jest niepusty. Darji i Keleti [DK]
udowodnili ze, jezeli C' C R jest zbiorem zwartym o wymiarze pakujacym dim,(C) < 1, to
dlaT € [R]<* R # T + C'. Klasyczny zbiér Cantora C' jest zatem zbiorem N -Gruenhage’a.

Twierdzenie 48 ([P3], Theorem 5.2). JeZeli I jest niezmienniczym na przesuniecia o-
ideatem z bazg borelowskq na abelowej grupie polskiej (G,+), to dla kazdego zbioru C' C G,
dla ktorego C'U —C' jest zbiorem L-Gruenhage’a, istnieje taki P C G, ze P+ C jest zbiorem
catkowicie -niemierzalnym w G.
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Zachodzi naturalne pytanie, czy teze w powyzszym twierdzeniu mozna wzmocni¢ do wa-
runku P C C. Odpowiedz jest twierdzaca w przypadku klasycznego zbioru Cantora. Ponizsze
twierdzenie zostalo udowodnione przy uzyciu metody ultrafiltru.

Twierdzenie 49 ([P3], Corollary 5.10). Jezeli C jest klasycznym zbiorem Cantora, to ist-
nieje jego podzbior P C C', dla ktorego suma kompleksowa P+ C' jest zbiorem niemierzalnym
w sensie Lebesque’a.

Twierdzenie 50 ([P3], Theorem 4.1). Zaldzmy, ze T jest nieprzeliczalng przestrzeniq polskg
oraz rodzina A C [T|=% jest punktowo-przeliczalna tzn. dla kazdego v € T {A € A: x €
A} e [A]=*. Jesli JA = T, to istnieje taka podrodzina A" C A, ze |JA' jest zbiorem
Bernsteina.

Twierdzenie 51 ([P3], Theorem 4.4). Niech Z bedzie o-idealem z bazg borelowskq na prze-
strzeni polskiej T'. Jezeli A C P(T) jest Bor(T')[Z]-sumowang rodzing przeliczalnych zbioréw
domknietych o ograniczonej przeliczalnej randze Cantora-Bendizona tzn.

(Fa < w;)(VA € A) (A% = 1),
toJA€T.

Whioskiem z powyzszego twierdzenia jest fakt, ze jesli A jest rodzing przeliczalnych zbio-
réw domknietych o przeliczalnej ograniczonej randze Cantora-Bendixona, dla ktérej | J A ¢ Z,
to istnieje jej podrodzina A" C A, ktérej suma | J A’ jest Z-niemierzalna.

Twierdzenie 52 ([P3], Theorem 6.8). Kazda partycja prostej rzeczywistej na zbiory pierw-
szej kategorii ma podrodzine, ktorej suma jest catkowicie M-niemierzalna.

Dowo6d powyzszego twierdzenia wykorzystuje twierdzenie Gitika Shelaha z pracy [GS1]
stanowiace, ze algebra Boole’a postaci P(k)/Z nie moze by¢ izomorficzna z algebra Cohe-
na oraz twierdzenie Erdésa-Alaoglu, a wlasciwie jego wersje wynikajacg z dowodu z pracy
Taylora [Ta].

W pracy [P5] (napisanej wspélnie z J. Kraszewskim, R. Ratowskim, P. Szczepaniakiem)
rozwazano takie zbiory na abelowych grupach polskich, ktore nakrywaja pewne przesuniecie
dowolnego zbioru o mocy « (dla ustalonej k). Zbiory te nazywamy k-nakrywajacymi (ang.
k-covering). Analogicznie, powiemy ze zbior A C G jest < k-nakrywajacy, jezeli kazdy
podzbioér grupy G mocy mniejszej niz k, da sie wsuna¢ w zbior A przy uzyciu jednego
przesuniecia. Inspiracja tej pracy byly wyniki otrzymane przez K. Muthuvela w pracy [Mul]
dotyczace gtéwnie zbiorow k-nakrywajacych dla skonczonej liczby kardynalnej x oraz wyniki
A. Nowika z prac [Nol, No2], gdzie rozwazane byly zbiory w lub < w-nakrywajace o niskiej
klasie deskryptywnej.

Twierdzenie 53 ([P5], Theorem 2.1). Istnieje rozbicie prostej rzeczywistej R na dwa zbiory
Bernsteina, z ktorych zZaden nie jest zbiorem 2-nakrywajgcym.

Twierdzenie 54 ([P5], Theorem 2.2, Proposition 2.5). Istnieje partycja prostej R na con-
tinuum wiele zbiorow Bernsteina, z ktorych kazdy jest < cof(¢)-nakrywajgcy.

Ponadto, jezeli I jest o-ideatem na prostej rzeczywistej R majgcym wiasnosé Steinhausa,
to zalozenie non(Z) < ¢ implikuje istnienie zbioru catkowicie T-niemierzalnego, ktory jest
< c-nakrywajgcy.

Pojecie zbioru x-nakrywajacego stato sie punktem wyjscia do pewnych uogdlnien, miano-
wicie S-nakrycia oraz [-nakrycia.
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Definicja 12. Powiemy, Ze rodzina A jest k-S-nakryciem jesli
e jest rodzing parami rozlgcznych podzbiorow prostej rzeczywistej R,
o 14 =,
e VFeR")(FHeR)(VAc A)|(t+ F)NA|=1.
Wyniki pracy [P5] dotycza rodzin A, ktérych elementami sg zbiory catkowicie niemierzalne
wzgledem pewnych o-ideatow na R. Przytoczmy jeden z przyktadow.

Twierdzenie 55 ([P5], Theorem 3.3). Niech k bedzie liczbg kardynalng, 2 < k < ¢. Jezeli
2% < ¢, to istnieje taka partycja R na zbiory Bernsteina {Bg : € < K}, Ze

e dla dowolnego § < k B¢ nie jest zbtorem 2-nakrywajgcym, ale

o {B:: { < K} jest k-S-nakryciem.

M A implikuje, ze jesliw < k < ¢, to 2% = ¢, co gwarantuje niesprzecznos¢ tezy twierdzenia
z teorig ZFC.
Nieco ogolniejsza sytuacje przedstawia kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 56 ([P5], Theorem 3.5). Niech k bedzie takq liczbg kardynalng, Ze 2" = c.
Niech (G, +) bedzie nieprzeliczalng abelowq grupg polskq z zadang metrykq d. Ponadto, niech
Z C P(Q) bedzie takim o-ideatem na G, Ze

o (VB € Bor(G)\Z)\VD € [Z]<%) |B\UD| = ¢,
o istnieje takie a € rng(d) \ {0}, ze Vz € G){y € G: d(z,y) =a} € I.
Wtedy istnieje rodzina {Be : £ < Kk} parami rozlgeznych zbioréw, dla ktorej
(1) Be jest zbiorem calkowicie T-niemierzalnym w G dla dowolnej & < k,
(2) Be nie jest zbiorem 2-nakrywajgcym dla dowolnego & < k,
(3) {B¢ : & < K} jest k-S-nakryciem.

Przesuniecie w definicji zbioru, ktéry jest k-nakryciem mozemy zastapi¢ dowolng izometrig
np. na ptaszczyznie. Wtedy mamy do czynienia z pojeciem zbioru, ktory jest x-I-nakryciem.
Definicja 13. Podzbiér plaszczyzny A C R? jest k-I-nakryciem jezeli

(VB € [R*")(Vo)(p : R* — R? jest izometrig i o[B] C A).
Nastepujace dwa twierdzenia pokazuja roznice pomiedzy zbiorami 2- a 3- I nakrywajacymi.

Twierdzenie 57 ([P5], Theorem 4.3). Kazdy zbiér Bernsteina w R? jest zbiorem 2-I-
nakrywajgcym.

Twierdzenie 58 ([P5], Theorem 4.4). Istnieje zbidr Bernsteina w R?, ktdry nie jest zbiorem
3-I-nakrywajgcym.

Tezy twierdzenia 57 nie mozna rozszerzy¢ na dowolne zbiory catkowicie Z-niemierzalne.

Twierdzenie 59 ([P5], Theorem 4.5). Jesli T € {N, M} to istnieje taki zbior calkowicie
T-niemierzalny w R?, ktéry nie jest 2-I-nakrywajgcy.

W pracy [P6] (napisanej wspdlnie z M. Bieniasem, Sz. Glabem oraz R. Ralowskim) badano
zbiory, ktére wprowadzit S. Mazurkiewicz. W literaturze zbiory te znane sg jako zbiory
Mazurkiewicza lub zbiory dwu-punktowe (ang. two-point sets).

Definicja 14. Powiemy, Ze podzbiér plaszczyzny A C R? jest zbiorem Mazurkiewicza jezeli
z kazdg prostg na plaszczyinie ma dokladnie dwa punkty wspolne.
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Wiadomo, ze zbiory te sa dos$¢ ztozone. D. Larman w pracy [La] pokazatl, ze zbiér Mazur-
kiewicza nie moze byé¢ F,. A. Miller w pracy [Mi] skonstruowal koanalityczny zbiér Mazur-
kiewicza w uniwersum konstruowalnym L.

Twierdzenie 60 ([P6], Theorem 2.2). Niech I bedzie o-idealem z bazq borelowskq zawie-
rajgcym singletony. Istnieje zbiér Mazurkiewicza, ktéry stanowi baze Hamela przestrzeni R?
nad ciatem liczb wymiernych Q i jest jednoczesnie zbiorem catkowicie I-niemierzalnym.

Twierdzenie 61 ([P6], Theorem 3.3). Istnieje zbior Mazurkiewicza, ktéry jest w ideale
Marczewskiego sg.

Twierdzenie 62 ([P6], Theorem 3.5). Zaldimy, zZe dla kaidego zbioru borelowskiego B spoza
o-ideatu I istnieje ¢ wiele prostych rownolegtych, z ktorych kazda ma przekroj ze zbiorem B
mocy continuum. Wtedy

(1) istnieje zbior Mazurkiewicza A w ideale sq, ktory stanowi baze Hamela i jest jedno-
cze$nie zbiorem catkowicie IT-niemierzalnym,

(2) istnieje zbidr Mazurkiewicza B bedgcy bazqg Hamela, ktory jest calkowicie T-niemie-
rzalny 1 nie jest mierzalny w sensie Marczewskiego.

Pojecie zbioru Mazurkiewicza mozna w naturalny sposob uogélni¢ do k-punktowego zbioru
dla ustalonej liczby kardynalnej 2 < k < ¢, to jest takiego podzbioru ptaszczyzny, ktéry z
kazda prosta ma przekrdj mocy k.

Twierdzenie 63 ([P6], Theorem 4.6). Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng. Kaidy n-
punktowy zbior da sie rozbi¢ na n parami roztgcznych bijekcji R na R.

Zwiazek pomiedzy zbiorem Bernsteina na prostej R a zbiorem Mazurkiewicza ilustruje
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 64 ([P6], Theorem 4.9). Dia dowolnego zbioru Bernsteina B C R istnieje zbior
Mazurkiewicza A C R?, ktory jest jednoczesnie zbiorem miary zero oraz pierwszej kategorii
w R? o tej wlasnosci, ze dla dowolnej funkcji f C A, przeciwobraz f~1[(0,1)] jest réwny B.

Dowolny zbiér Mazurkiewicza nie jest ani zbiorem Bernsteina ani zbiorem fuzina ani
zbiorem Sierpinskiego. Fakt ten byt powodem wprowadzenia pojecia czesciowego zbioru Ma-
zurkiewicza, to znaczy takiego zbioru, ktéry z kazdg prosta ma co najwyzej dwupunktowe
przeciecie.

Twierdzenie 65 ([P6], Theorem 5.5). Zalézmy CH. Wtedy istnieje zbior Luzina, ktory jest
czesciowym zbiorem Mazurkiewicza.

Analogiczny wynik jest prawdziwy dla zbioru Sierpinskiego.
W kolejnych twierdzeniach badano zwiazek zbioréw k-punktowych ze zbiorami A-nakry-
wajacymi.
Twierdzenie 66 ([P6], Theorem 6.3, 6.4). (1) Istnieje w-punktowy zbidr, ktéry nie jest
zbiorem 2-1-nakrywajgcym.
(2) Istnieje w-punktowy zbior, ktory jest zbiorem w-nakrywajgcym.
Twierdzenie 67 ([P6], Theorem 6.5). Rozwaimy model ZFC' otrzymany przez dodanie do

uniwersum konstruowalnego L wo niezaleznych liczb Cohena. W tym modelu w; < ¢ = wy
oraz istnieje wy-punktowy zbior, ktory jest jednoczesnie zbiorem wy-nakrywajgcym.

Twierdzenie 68 ([P6], Theorem 6.7). Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Wtedy
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(1) istnieje n-punktowy zbior A, ktory nie jest zbiorem 2-I-nakrywajgcym,
(2) istnieje n-punktowy zbidr B, ktdry jest zbiorem n-nakrywajgcym.

W pracy [P6] badano wtasnosci kombinatoryczne zbioréw Mazurkiewicza z punktu widze-
nia rodzin zbioréw prawie roztacznych.

Twierdzenie 69 ([P6], Theorem 7.1). Niech h bedzie ustalong definiowalng bijekcjg borelow-
skq pomiedzy prostq rzeczywistg R a przestrzenig Ramsey’a [w]¥. Niech my, o bedg rzutami
ortogonalnymi plaszczyzny R? na pierwszq o8, na drugqg os. Jest relatywnie niesprzeczne z
ZFC ze, ~CH oraz istnieje taki czesciowy zbidr Mazurkiewicza A C R?, Ze h[m[A] U m[A]]
stanowt maksymalng rodzine mocy wy zbiorow prawie roztgcznych w w.

Twierdzenie 70 ([P6], Theorem 7.5). W modelu otrzymanym przez dodanie wy liczb Cohena
do uniwersum konstruowalnego L istnieje czesciowy zbiér Mazurkiewicza C C R? mocy wo,
ktory jest zbiorem Luzina i czyni zado$é warunkow:

(3A € N)(VD € [C]") A+ D =R

Analogiczny wynik dotyczacy zbioru Sierpinskiego mozemy uzyska¢ w modelu otrzymanym
przez dodanie ws liczb Solovay’a.

Inspiracja pracy [P4] (napisanej wspélnie z R. Ralowskim i P. Szczepaniakiem) byto kla-
syczne twierdzenie Steinhausa stanowigce, ze dla dowolnych zbioréw A, B C R o dodatniej
mierze Lebesgue’a suma kompleksowa A + B ma niepuste wnetrze.

Nastepujacy wynik tej pracy jest uogdlnieniem wspomnianego wyzej twierdzenia Stein-
hausa.

Twierdzenie 71 ([P4], Theorem 2.1). Niech T bedzie N lub M (na R lub R? zaleznie od
kontekstu). Zalézmy, ze funkcja f: R x R — R jest klasy C' oraz
of of

{(x,y) € R%: %(x,y) = Ova—y(x,y) = O} S

Niech A, B € Bor(R)\Z bedg borelowskimi zbiorami spoza o-ideatu Z. Wtedy zbior f[A x B]
zawiera niepusty przedzial otwarty na prostej rzeczywistej R.

Twierdzenie Steinhausa, w swej podstawowej wersji, postuzyto do dowodu twierdzenia
Cichonia-Szczepaniaka [CS] o kuli w przestrzeni euklidesowe;.

Twierdzenie 72 (Cichon-Szczepaniak). Niech m,n bedg dwiema réinymi dodatnimi licz-
bami naturalnymi oraz f : R™ — R™ bedzie izomorfizmem przestrzeni lintowych nad ciatem
liczb wymiernych Q. Jesli zbior A C R™ oraz jego dopetnienie majg niepuste wnetrza w R™,
to obraz f[A] C R™ ma miare wewnetrzng Lebesque’a réwng zero i réwnoczesnie pelng maire
zewnetrzng w sensie Lebesgue’a na R™.

Twierdzenie 72 pozwolito otrzymac¢ niemierzalne zbiory o pewnych algebraicznych wta-
snosciach. Przyktadem takich zastosowan sg nastepujace twierdzenia uzyskane w omawianej

pracy.

Twierdzenie 73 ([P4], Theorem 3.2). Istnieje taki 2bior calkowicie N -niemierzalny A C R,
ze A+ A=A oraz A— A=R.

Twierdzenie 74 ([P4], Theorem 3.3). Istnieje taka partycia A = {A, : n € w} prostej

rzeczywistej R na zbiory catkowicie N -niemierzalne, ze dla kazdego n € w zachodzi A,+ A, =
A,.
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Twierdzenie 75 ([P4], Theorem 3.5). Istnieje taka partycja A = {A, : n € w} prostej
rzeczywiste] R na zbiory catkowicie N -niemierzalne, Ze

(Vm,n € w) m#n= A, + A, =R\ {0}
Powyzsze twierdzenia maja swoje odpowiedniki dla skonczonych rozbi¢ prostej R.

Twierdzenie 76 ([P4], Theorem 3.7). Istnicje taki zbior A CR, Ze A, A+ A/ A+ A+ A, ...
sq catkowicie N'-niemierzalne oraz |J A+ ...+ A=R.
—_—

new
n

Twierdzenie to rowniez ma swoj skonczony odpowiednik.
Twierdzenie 77 ([P4], Theorem 3.9). Istnieje taki zbior A C R, Ze
ACA+ACA+A+AC...

sq calkowicie N -niemierzalne oraz |J A+ ...+ A jest zbiorem catkowicie N -niemierzalnym
—_—

new
n

na prostej rzeczywistej R.

Twierdzenie 78 ([P4], Theorem 3.11). Istnieje taki zbior A C R, Ze
ADA+ADA+A+AD ...

sq calkowicie N -niemierzalne na prostej rzeczywistej R.

W pracy [P4] podano réwniez odpowiedniki multiplikatywne wyzej wymienionych rezul-
tatow.

Twierdzenie 79 ([P4], Corollary 3.2). Istnieje taki zbior A C R calkowicie N -niemierzalny,
ze A- A=A

Twierdzenie 80 ([P4], Corollary 3.3). Istnieje taki zbior A C R, Ze
ACA-ACA-A-AC...

sq catkowicie N -niemierzalne oraz |J A-...- A jest zbiorem calkowicie N -niemierzalnym

new
n

na prostej rzeczywistej R.

Idealy. W pracy [P7]| (napisanej wspoélnie z T. Banakhem, M. Morayne i R. Ralowskim)
rozwazano nietrywialne topologicznie niezmiennicze o-ideaty w przestrzeni euklidesowej R”.
Moéwimy, ze ideat jest topologicznie niezmienniczy jesli dla dowolnego zbioru A € 7 oraz
homeomorfizmu h : R™ — R"™ obraz h[A| nalezy do ideatu Z. o-ideal Z nazywamy nietry-
wialnym jesli R" ¢ 7 oraz istnieje nieprzeliczalny zbior w Z.

Twierdzenie 81 ([P7], Theorem 2.1). Dowolny nietrywialny o-ideal T z BP-bazg na prze-
strzeni euklidesowej R™ jest zawarty w ideale M zbioréw pierwszej kategorii.

7 powyzszego twierdzenia wynika zatem, ze o-ideal M jest najwiekszym o-ideatem w
rozwazanej klasie.

Opisano takze najmniejszy wsrod topologicznie niezmienniczych nietrywialnych o-ideatéw
z baza borelowska. Jest to 0Cy generowany przez “tame‘ zbiory Cantora. Zbiér Cantora C'
nazywamy ~tame“ zbiorem Cantora jesli istnieje homeomorfizm h : R — R”, dla ktérego
h[C] jest zawarty w prostej R x {0}.
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Twierdzenie 82 ([P7], Theorem 2.2). o-ideatl oCqy jest zawarty w dowolnym nietrywialnym
topologicznie niezmienniczym o-ideale T z bazq analityczng w R™.

Przypomnijmy, ze dla dowolnych ideatow Z, J na przestrzeni polskiej, relatywne wspot-
czynniki wyrazaja sie wzorami

add(Z,J) = min{|A] : ACT | JA ¢ T},

cof(Z,J) =min{|B|: BCJ AN (VA €TZ)(IB € B)AC B}.
Nastepujace twierdzenie opisuje wspotczynniki kardynalne ideatu oCy.

Twierdzenie 83 ([P7], Theorem 2.4). Zachodzq réwnosci
(1) cov(oCy) = cov(M),
(2) non(cCy) = non(M),
(3) add(cCy) = add(cCy, M) = add(M),
(4) cof(cCy) = cof(0Cy, M) = cof (M).

Dzigki powyzszemu twierdzeniu oraz znajomosci najmniejszego i najwickszego z rozwaza-
nych o-idealéw mozna opisa¢ wspotczynniki kardynalne dowolnego topologicznie niezmien-
niczego o-ideatu Z.

Whiosek 10 ([P7], Corollary 2.5). Niech T bedzie topologicznie niezmienniczym nietrywial-
nym o-ideatem podzbiorow R™ z bazq analityczng. Wiedy

(1) cov(Z) = cov(M),

(2) non(Z) = non(M),

(3) add(Z) < add(M),

(4) cof(Z) > cof(M).

Zatem w przestrzeni euklidesowej R™ nastepujaca wersja diagramu Cichonia opisuje zalez-

noéci pomiedzy wspotezynnikami kardynalnymi ideatu zbioréw pierwszej kategorii M oraz
dowolnego nietrywialnego topologicznie niezmienniczego o-ideatu Z z bazg analityczna.

non(7) non(M) — cof (M) —— cof(Z) —¢

T T ]

w; — add(Z) — add(M) — cov(M) cov(Z)

Nastepujacy przyklad pokazuje, ze nieréwnosci add(Z) < add(M) oraz cof (M) < cof(Z)
moga by¢ ostre.

Przyktad 1 ([P7], Exemple 2.6). Topologicznie niezmienniczy o-ideal Iy C P(R?) genero-
wany przez odeinek T = [0, 1] x {0} w przestrzeni R* ma nastepujgce wspélezynniki kardynalne
add(Z;) = wy, non(Z;) = non(M), cov(Z;) = cov(M), oraz cof(Z;) = c.

Okazuje si¢, ze pewna klasa ideatéw ma wszystkie wspotezynniki kardynalne zgodne ze
wspotezynnikami o-ideatu M zbiorow pierwszej kategorii w R™.

Twierdzenie 84 ([P7], Theorem 2.7). Dla dowolnej liczby naturalnej 0 < k < n o-ideal
oDy generowany przez domkniete co najwyzej k-wymiarowe podzbiory R™ ma nastepujgce
wspotczynnikt kardynalne

add(cDy) = add(M), cov(cDy) = cov(M),
non(oDy) = non(M), cof(6Dy) = cof(M).
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Motywacja dla pracy [P8| (napisanej wspélnie z T. Banakhem, M. Morayne i R. Ratow-
skim) bylo pytanie zamieszcone na stronie internetowej M. Csérnyei, czy minimalna moc
rodziny zbioréw Cantora pokrywajacej kostke Hilberta I jest taka sama jak minimalna moc
rodziny zbioréw Cantora pokrywajacej odcinek I = [0, 1]. Praca [P8], daje odpowiedz twier-
dzaca. W artykule tym rozwazano topologicznie niezmiennicze nietrywialne ideaty na kostce
Hilberta I“ wyposazonej w topologie produktows.

Nastepne twierdzenie opisuje rol¢ ideatu M zbioru pierwszej kategorii na przestrzeni 1%
wsrod rozwazanych o-ideatow .

Twierdzenie 85 ([P8], Theorem 1.1). Ideat M zbioréw pierwszej kategorii na kostce Hilberta
I¥ jest:
(1) maksymalnym nietrywialnym topologicznie niezmienniczym idealem z bazq zbiordw o
wiasno$ci Baire’a na Iv,
(2) najwickszym nietrywialnym topologicznie niezmienniczym ideal z bazq ztozong ze zbio-
row o-zwartych na I1%.

W pracy [P8] pokazano réwniez, ze rodzina nietrywialnych topologicznie niezmienniczych
o-ideatow z bazg borelowska na kostce Hilberta I“ zawiera najmniejszy element. Jest to
o-ideat 0Cy generowany przez tak zwane "tame“ zbiory Cantora w I¥. Zatem najmniejszy
element wérod rozwazanych o-ideatow jest opisany w podobny sposob jak w przypadku
przestrzeni euklidesowej R". Zauwazmy, ze w kostce Hilberta oCy pokrywa sie z o-ideatem
generowanym przez zero-wymiarowe Z-zbiory w [¥. Domkniety zbiér A w przestrzeni topo-
logicznej X nazywamy Z-zbiorem w X, jesli dla dowolnego otwartego pokrycia U przestrzeni
X istnieje przeksztalcenie ciagte f: X — X \ A, ktére jest U-bliskie przeksztalceniu iden-
tycznosciowemu, tzn. dla dowolnego = € X zbiér {f(x),z} jest zawarty w pewnym U € U.

Twierdzenie 86 ([P8], Theorem 1.2). o-ideal oCy jest zawarty w kaZdym topologicznie
niezmienniczym nietrywialnym o-ideale I z bazg ko-analityczng w 1.

W badaniu wspoétczynnikow kardynalnych dla o-ideatu oCy istotng role odegraty kom-
binatoryczne charakteryzacje dla cov(M),non(M) podane przez T. Bartoszynskiego (np.
[Ba|,[BJ]). W przypadku add oraz cof gtéwnym narzedziem byt fakt, ze przestrzen wszystkich
homeomorfizméw na kostce Hilberta I* jest przestrzenia polska z topologia zwarto-otwarta,
ktora pochodzi od metryki

d(f,9) = sup d(f(z), g(x)) + sup d(f~*(x), 9" (x)).

xelw xelw

Istotnym narzedziem bylo tez twierdzenie ” Z-set unknotting theorem* z pracy [Ch], ktore
gwarantuje, ze kazde dwa minimalne zbiory Cantora A, B C I¥ sa "ambiently “ homeomor-
ficzne. Oznacza to, ze istnieje homeomorfizm h € Home(I¥) spetniajacy warunek h[A] = B.

Zaleznosci pomiedzy wspotczynnikami kardynalnymi dla o-ideatéw M oraz oCy sa przed-
stawione w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 87 ([P8], Theorem 1.5). e non(cCy) = non(M),
e cov(cCy) = cov(M),
e add(cCy) = add(M) = add(cCy, M),
e cof(0Cy) = cof (M) = cof(aC, M).
W pracy [P8] znaleziono réwniez najmniejszy wsroéd topologicznie niezmienniczych o-
ideatow, ktore nie sg zawarte w M. Jest to o-ideal Gy generowany prze tak zwane tame-Gs
zbiory,
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Otwarty podzbior U przestrzeni [* nazywamy tame otwartg kulg jesli

e jego domkniecie U w [* jest homeomorficzne z kostks Hilberta,
e jego brzeg OU w I jest homeomorficzny z kostka Hilberta,
e OU jest Z-zbiorem w U oraz w [¥\ U.

W pracy [Ch| pokazano, ze rodzina tame otwartych kul stanowi topologiczna baze przestrzeni
Hilberta.

Zbiér U w [¥ nazywamy tame otwartym zbiorem w 1 jesli U = | JU dla pewnej znikajacej
rodziny U tame otwartych kul z parami roztacznymi domknigciami w I¥. Rodzina U jest
jedyna oraz pokrywa sie z rodzing C(U) wszystkich spéjnych komponent U. Przez C(U) =
{C: C €C(U)} oznaczamy (roztaczng) rodzing domknieé spéjnych komponent zbioru U.

Zbiér G w I nazywamy tame Ggs-zbiorem w 1¥ jedli G = () .. U, dla pewnego ciggu
(Up)new tame otwartych zbioréw w [¥ spelniajacych warunki

e JC(U,;1) C U, dla kazdego n € w,
e rodzina (J, ., C(U,) jest znikajaca w I+

new

W pracy [BR| pokazano, ze gesty Gs-zbior G w I jest minimalny (i.e. dla dowolnego
gestego Gs-zbioru H istnieje homeomorfizm h kostki Hilberta spelniajacy warunek h[G] C
H) wtedy i tylko wtedy, gdy G jest gesta tame Gs w [¥.

Twierdzenie 88 ([P8], Theorem 1.3). o-ideal Gy jest zawarty w kazdym topologicznie
niezmienniczym o-ideale T € M z bazq zbioréw z wilasnoscig Baire’a w I1*.

Wspbtezynniki kardynalne dotyczace o-ideatu 0Gy mozna opisaé¢ za pomoca nastepujacego
diagramu.

Twierdzenie 89 ([P8], Theorem 1.6).
wy < add(cGy) < cov(oGy) < add(M) < cof(M) < non(cGy) < cof(cGy) < c.

Reasumujac, w klasie topologicznie niezmienniczych o-ideatéw Z, 7 na [* posiadajacych
baze analitycznag mamy nastepujacy topologiczny wariant diagramu Cichonia.

Twierdzenie 90 ([P8|, Corollary 1.7). Niech Z C M, J € M. Wtedy

non(cGy) — non(J) — cof (J) —=¢

non(M) —— cof (M) —— cof(Z) /

(
! | |
|

cov(Z)

w, — add(J) — cov(J) —= cov(cGy)

Opiszemy teraz pewne topologicznie niezmiennicze o-idealy Z z o-zwarta baza na prze-
strzeni Hilberta, ktérych wspoétczynniki kardynalne pokrywaja sie z odpowiednimi wspot-
czynnikami ideatu M. W nastepnej definicji dla zwartej przestrzeni topologicznej X przez
K(X) oznaczamy rodzine wszystkich zbioréw zwartych w przestrzeni X wyposazona w topo-
logie Vietorisa. Hiperprzestrzen K(X) jest czeSciowo uporzadkowana przez relacje zawierania.

Definicja 15. Ideal T w przestrzeni topologicznej X
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o jest Gs-ideatem jesli zbior T NIC(X) jest typu Gs w hiperprzestrzeni K(X),

e ma wlasnosé (x) Soleckiego jesli dla dowolnej przeliczalnej rodziny A C T N K(X)
suma |J A jest zawarta w takim zbiorze G C Xtypu Gs, ze K(G) C I,

o jest o) -ideatem jesli istnieje taki ciqg (I, )new Gs-ideatow z wlasnoscig () Soleckiego
na X, 2e T ={A e P(X):ACUA dla przeliczalnej podrodziny A C |, ., Zn N

Idealy z powyzszymi wtasnosciami byly badane przez S. Soleckiego w pracy [So].

new

Twierdzenie 91 ([P8], Corollary 1.10). Dowolny nietrywialny topologicznie niezmienniczy
o™ -ideal T na 1¥ ma nastepujgce wspétczynniki kardynalne

add(Z) = add(M), cov(Z) = cov(M), non(Z) =non(M) oraz cof(Z) = cof(M).

Uzywajac ostatniego twierdzenia, mozemy policzy¢ wspotezynniki kardynalne dla o-ideatow
0(Z,ND,,), n,m < wrozwigzujac Problem 2.6 z pracy [BCZ)]. o-ideat ¢(Z,ND,,) jest genero-
wany przez domkniete Z,-podzbiory przestrzeni [¥ o wymiarze topologicznym nie wickszym
niz m.

Whiosek 11 ([P8], Corollary 1.11). Dla dowolnych n,m < w o-ideal T = o(Z, N D,,) jest
o) -ideatem na 1 oraz ma nastepujoce wspélczynniki kardynalne

add(Z) = add(M), cov(Z) = cov(M), non(Z) = non(M), cof(Z) = cof(M).

W pracy [P9] sklasyfikowano o-ideaty niezmiennicze na homeomorfizmy zachowujace miare
na dobrych (ang. good) miarowych przestrzeniach Cantora.

Miarowq przestrzeniq Cantora mnazywamy pare (X, u) sktadajaca sie z przestrzeni to-
pologicznej X oraz o-addytywnej miary p : B(X) — [0,00) zdefiniowanej na o-algebrze
borelowskich podzbioréw X, gdzie X jest homeomorficzny z kostka Cantora {0,1}*. Mia-
rowa przestrzen Cantora (X, u) jest dobra jesli zwiazana z nig miara p jest dobra w sensie
Akina [AK], i.e., p jest ciagla, Scisle dodatnia (co oznacza, ze u(U) > 0 dla dowolnego niepu-
stego zbioru U C X)) oraz spetiony jest Warunek Podzbioru co oznacza, ze dla dowolnych
otwarto-domknietych zbioréw U,V C X speliajacych warunek p(U) < u(V) istnieje taki
otwarto-domkniety zbior U’ C V| ze u(U') = u(U).

Klasa dobrych miarowych przestrzeni Cantora zawiera wszystkie nieskonczone zwarte zero-
wymiarowe metryzowalne grupy topologiczne GG z miara Haara.

Twierdzenie 92 ([P9], Theorem 1.1). Na dobrej miarowej przestrzeni Cantora istniejg
cztery nietrywialne o-ideaty z bazq analityczng niezmiennicze na dziatanie homeomorfizmow
zachowujgeych miare. Sq to: £, NOM, N, M. (€ jest o-ideatem generowanym przez zbiory
domkniete p-miary zero.)

Uzyskany rezultat jest konsekwencja szeregu lematéw opisujacych wlasnosci homeomorfi-
zméw zachowujacych miare na dobrej przestrzeni miarowej Cantora.

Lemat 16 ([P9], Lemma 2.2). Niech (X, ) bedzie dobrg miarowq przestrzeniq Cantora, U C
X bedzie zbiorem otwarto-domknietym oraz K C U bedzie zbiorem zwartym. Dla dowolnego
a € ul[Clop(X)] spetniajgcego warunek u(K) < o < p(U) istnieje taki otwarto-domkniety
podzbior VC U, ze K CV oraz u(V) = a.

Lemat 17 ([P9], Lemma 2.4). KaZdy zachowujgcy miare homeomorfizm f: A — B pomie-
dzy domknietymi nigdziegestymi podzbiorami A, B C X dobrej miarowej przestrzeni Cantora
(X, 1) mozna rozszerzyé do zachowugjgcego miare homeomorfizmu f : X — X calej prze-
strzeni X.
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Lemat 18 ([P9], Lemma 2.5). Niech (X, pn), (Y, ) bedg miarowymi przestrzeniami Cantora
spetniajgcymi warunki (X ) < A(Y') oraz niech miara X bedzie $cisle dodatnia. Niech Gx C
X oraz Gy CY bedg zbiorami typu Gs. Zatéimy, Ze u(Gx) = AMGy) = 0 oraz Gy jest
gesty w'Y. Wtedy istnieje zachowujgce miare wlozenie f : X — Y spelniajgce warunek
f(Gx) C Gy.

Lemat 19 ([P9], Lemma 2.6). Niech (X, p) bedzie dobrg miarowq przestrzeniqg Cantora, A
— domknietym zbiorem nigdziegestym, B C X — zbiorem borelowskim z miarg pu(B) > u(A)
w X. Wtedy istnieje zachowujgcy miare homeomorfizm h : X — X spelniajgcy warunek
h(A) C B.

Lemat 20 ([P9], Lemma 2.9). Niech (X, u) bedzie dobrg miarowq przestrzenig Cantora, d —
metrykq generujgcq topologie na X. Niech B C X bedzie zbiorem borelowskim miary p(B) =
1(X). Dla dowolnego € > 0, homeomorfizmu f € H,(X) oraz domknietego nigdziegestego
podzbioru A C C' w X takiego, ze f(A) C B, istnieje homeomorfizm g € H,(X) spetniajgcy
warunki g | A= f T A, g(C) C B oraz dy(f,g) <e.

Lemat 21 ([P9], Lemma 2.10). Dia dowolnych F,-zbioréw pierwszej kategoriic A,B C X
miary p(A) = u(B) = w(X) w dobrej miarowej przestrzeni Cantora (X, u) istnieje zachowu-
jacy miare homeomorfizm h € H,(X) spetniajocy warunek h(A) = B.

Lemat 22 ([P9], Lemma 2.11). Jesli analityczny podzbior A C X miarowej przestrzeni
Cantora (X, pu) nie nalezy do o-ideatu &, to A zawiera podzbior G typu G taki, ze 1(G) = 0
oraz miara i | G jest Scisle dodatnia.
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