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Celem naukowym przedlozonego cyklu prac jest zbadanie wybranych probleméw teorii funkeji
wypuktych i ich uogoélnien wraz z ich mozliwymi zastosowaniami oraz zwiazkami z innymi gate-
ziami matematyki. Rozwiazania postawionych probleméw stanowia wktad habilitantki w rozwoj
teorii funkcji wypuktych i ich uogolnien. Narzedzia i techniki dowodowe, ktére autorka wypra-
cowala w trakcie swoich badan, oparte sa w znacznym stopniu na metodach probabilistycznych.
Wykraczaja one znacznie poza wachlarz standardowych metod stosowanych do rozwiazania po-
dobnych probleméw i stanowia dodatkowy wkiad habilitantki w rozwéj dziedziny. Ponadto, w
pracach przedlozonego cyklu odkryte sa nowe zwiazki teorii funkcji wypuktych i ich uogélnien z
elementami teorii operatoréw oraz teorii nieréwnosci funkcyjnych. Osiagniete wyniki moga mieé
zastosowanie w badaniu nieréwnos$ci miedzy operatorami kwadraturowymi, ktére sa operatorami
zwigzanymi z caltkowaniem przyblizonym.
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Niniejsze opracowanie stanowi omoéwienie wynikéw wchodzacych w sktad mojej rozprawy ha-
bilitacyjnej Funkcje wypukte i ich wogdlnienia oraz moich pozostalych prac. Obiektem moich
zainteresowan sg funkcje wypukle jak rowniez funkcje ktore sa ich uogélnieniem, w szczegdlnosci
funkcje wypukte wyzszych rzedéw i ich uogolnienia. Celem naukowym przedtozonego cyklu prac
jest zbadanie wybranych probleméw teorii funkeji wypuktych iich uogélnienn wraz z ich mozliwymi
zastosowaniami oraz zwigzkami z innymi galeziami matematyki.

Klasyczne pojecie wypuktosci w ciaggu uplywu czasu doczekalo sie wielu uogélnieri idacych
w roznych kierunkach. Sa one wazne w wielu dzialach matematyki.

Tak zwane Jensen-wypukle funkcje (funkcje wypukle w sensie Jensena) zostaly wprowadzone
przez J.L.W.V. Jensena [74, 75|, jakkolwiek funkcje spelniajace podobne warunki byty juz badane
przez O. Holdera [68], J. Hadamarda [62] oraz O. Stolza [191]. Podstawowe wtasnosci funkeji
Jensen-wypuklych w jednowymiarowym przypadku zostaly udowodnione przez samego Jensena
oraz przez F. Bernsteina i G. Doetscha [14]. Uogoélnienia na wielowymiarowy przypadek zostaly
zrobione przez H. Blumberga [22] i E. Mohra [139]. Warto zaznaczy¢, ze funkcje zwane wypuktymi
pokrywaja sie z klasa funkcji Jensen-wypuktych ciaglych. Funkcje wypukle sa bardzo dobrze
zbadane, np. Rockafellar [173]. Roberts-Varberg [172] i Kuczma [96].

W roku 1926 Hopf w rozprawie doktorskiej [69] rozwazal funkcje o nieujemnych ilorazach
roznicowych (divided differences) ustalonego rzedu. W pracach Popoviciu [165, 167] na okreslenie
tego rodzaju wypuktosdci proponowana jest nazwa funkcje wypukte wyzszych rzedow. W 1954 E.M.
Wright [235] wprowadzit funkcje zwane Wright-wypuklymi funkcjami. W pracy [53], A. Gilanyi
i Zs. Pales, wprowadzili funkcje Wright—wypukte wyzszych rzedow.

W pracy [9] po raz pierwszy pojawily sie funkcje delta-wypukte, jako funkcje ktore sa réznica
dwoch funkcji wypuklych. Fundamentalng z tej tematyki jest praca [64]. W pracy R. Gera [51]
zostaly wprowadzone odwzorowania delta-wypukle wyzszych rzedow.

W dysertacji zajmuje sie poréwnywaniem klas n—Wright—wypuktych funkcji i n—Jensen—wypuktych
funkcji. Rozwazajac operatory odwrotne do operatoréw réznicowych oraz wprowadzajac nowe na-
rzedzia zwigzane z teorig miary otrzymuje twierdzenia dotyczace istnienia nietrywialnych funkcji
nalezacych tylko do jednej z tych klas.

Zastosowanie metod probabilistycznych prowadzi do znalezienia nowej reprezentacji catkowej
funkcji n-wypuktych. Reprezentacja ta jest nastepnie wykorzystana do dalszej charakteryzacji
funkcji n-wypuktych.

W rozprawie definiuje i badam uogolnienie poprzez randomizacje funkcji wielokrotnie Wright—
wypuktych.

Badam réwniez funkcje delta-wypuklte wyzszych rzedéw. Otrzymuje reprezentacje catkowa
funkcji delta-wypuklej wyzszych rzedéw, ktéra jest uzyteczna w dalszym badania badaniu delta-
wypuktosci, w szczegolno$ci minimalnych funkcji kontrolnych. Podaje réwniez nowe probabili-
styczne narzedzia uzyteczne w otrzymywaniu i dowodzeniu nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda
zaréwno dla funkcji wypuktych jak i delta-wypuktych wyzszych

Moim zdaniem do najistotniejszych wynikéw rozprawy naleza:

e dowdd, ze dla wszystkich n € N nieparzystych, istnieje funkcja, ktéra jest n-Jensen
wypukla, ale nie jest n—Wright wypukla: [R5], Th. 2.3; otrzymanie operatora, ktory
jest operatorem odwrotnym do operatora réznicowego: [R5], Prop. 4.2 — 4.3;

e charakteryzacja n—wypuklosci: reprezentacje catkowe funkcji n—wypuktlej: [R6], Th.
2.9, 2.10; wzor na reprezentacje funkcji n—wypuklej w postaci sumy funkcji (n 4+ 1)—
krotnie monotonicznych i wielomianu stopnie co najwyzej n: [R6], Th. 3.2; definicja
i charakteryzacja wzglednej n—wypuklosci: [R6], Th. 4.3 — 4.7, , Th. 4.10 — 4.12;
definicja i charakteryzacja silnej n-wypuktosci: [R6], Th. 4.15, Cor. 4.16 — 4.17;
zasada o podparciach typu Wasowicza funkcjami n—wypuklymi: [R6], Th. 5.4;
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e randomizacja funkcji n-Wright wypuktych: definicja i charakteryzacja klasy W(©, Q) —
klasy funkcji Wright-wypuktych zrandomizowanych wzgledem zmiennej losowej © oraz
zbioru @: [R4], Th. 2.6, w szczegolnosci zasada rozkladalnosci wzgledem zrandomizo-
wanego operatora przesuniecia: [R4], Th. 2.6 (iv) oraz zasada generowania funkcji przy
pomocy operatora J: [R4], Th. 2.6 (v); definicja i charakteryzacja klasy W, (0, Q),
klasy funkcji n-krotnie Wright-wypuktych, zrandomizowanych wzgledem zmiennej loso-
wej © oraz zbioru @), w szczegdlnodci zasada generowania funkcji przy pomocy operatora
J": [R4], Th. 2.8 oraz reprezentacja catkowa: [R4]|, Lem 2.12; charakteryzacja klas
Win(0,Q) w przypadku wykladniczym, © ~ Exp(1): reprezentacja catkowa: [R4], Th.
3.6, Th. 5.2, zwiazek z funkcjami wielokrotnie monotonicznymi: [R4], Th. 3.6, Th.
3.9, dowod, ze

Woo (Exp(1), M) = M,

tzn., ze zbior funkcji catkowicie Exp(1)-Wright wypuktych pokrywa sie ze zbiorem funkcji
catkowicie monotonicznyc [R4], Th. 4.1; charakteryzacja klas W,,(X,, Q) w przypadku
dyskretnym, gdy zmienna losowa © ma rozklad Bernouliego, © = X,,: otrzymanie repre-
zentacji catkowej funkcji n-krotnie X,-Wright wypuktej i catkowicie X,-Wright wypukte;:
[R4], Th. 7.1, Th. 7.4, dowod, ze w tym przypadku

WOO(XP7M1) ?é Moo

e Opis i badanie nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda przy uzyciu wypuklych stocha-
stycznych porzadkow. Korzystajac z lematu Ohlina [150] o wypuklych stochastycznych
porzadkach, podaje proste dowody znanych nier6wnosci typu Hermita-Hadamarda ([R2],
p. 3), jak réwniez otrzymuje nowe nierownosci typu Hermita-Hadamarda ([R2], Th.
2.1, Th. 3.1, Th. 3.2). Wykorzystujac twierdzenie o s-wypuklych stochastycznych
porzadkach [39], podaje uogolnienia znanych nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda w
przypadku funkcji wypuklych wyzszych rzedow ([R2], Th. 4.1, Th. 4.2, Th. 4.3).
Otrzymamane wyniki sa uzyteczne w dowodzeniu nieréwnosci miedzy operatorami kwa-
draturowymi dla funkcji wypuktych wyzszych rzedow ([R2], Th. 5.1, Th. 5.2).

e Charakteryzacja funkcji delta-wypuklych wyzszych rzedéw: otrzymuje reprezen-
tacje catkowa funkcji delta-wypuktlej n-tego rzedu f, ktéra jest uzyteczna przy badaniu
jej dalszych wtasnosci ([R1], Th. 2.1); charakteryzuje funkcje kontrolne odpowiadajace
funkcji delta-wypuktej n-tego rzedu f, w szczegolnosci definiuje i podaje charakteryzacje
minimalnych funkeji kontrolnych odpowiadajacych funkeji f ([R1], Th. 2.4, Def. 2.2,
Th. 2.5, Th. 2,6); definiuje i podaje wlasnosci silnej delta-wypuktosci n-tego rzedu
([R1], Th. 4.1); podaje probabilistyczna charakteryzacje delta-wypuktosci ([R1], Th.
4.1); podaje rowniez probabilistyczne narzedzia do otrzymywania i dowodu nieréwnosci
typu Hermita-Hadamardadla funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow ([R1], Th. 4.3,
Th. 4.4, Th. 4.5, ), wyniki te sa stosowane do dowodu nieréwnosci pomiedzy opera-
torami kwadraturowymi dla funkeji delta-wypuktych wyzszych rzedow ([R1], Th. 5.1,
5.2),

e Charakteryzacja pewnych relacji wzglednej wypuklosci () i =(2): podaje¢ kryteria
rozniczkowe, ktore sg uzyteczne w badaniu wlasnoéci relacji =1y ([R3], Th. 2.7, Th.
2.10), otrzymuje probabilistyczna charakteryzacje relacji (1) i =(2) W terminach
luki Jensena ([R3], Prop. 3.2, Th. 3.3, Th. 3.5, Rem. 3.6) jak rowniez definicje
i charakteryzacje silnej wypuklosci wzgledem relacji »-(;) ([R3], Th. 4.5), podaje
twierdzenia o poréwnywaniu relacji > ;) i =) ([R3], Th. 2.21, Th. 2.24)

W rozdziale 1 przedstawiam zarys idei oraz ogélne sformutowanie wynikéw, a takze wskazuje
na trudnosci zwiazane z ich uzyskaniem. W rozdziale 2 sa poréwnywane klasy funkcji n—Wright—
wypuklych oraz n—Jensen—wypuklych. Pokazuje sie, ze dla kazdej liczby naturalnej n nieparzystej
pierwsza z nich jest wlasciwa podklasa drugiej. Zeby to pokaza¢ rozwijane sa nowe narzedzie zwia-
zane z teorig miary. W rozdziale 3 przedstawiam nowg reprezentacje catkowsy funkcji n-wypuktych,
ktora wykorzystuje do znalezienia zwigzku funkcji n—wypuktej z funkcjami wielokrotnie monoto-
nicznymi, charakteryzacji silnej n—wypuktosci i badania wtasnosci typu podparciowego dla funkcji
n—wypuktych. W rozdziale 4 definiuje badam funkcje wielokrotnie Wright—wypuktle uogélnienione
poprzez randomizacje. W rozdziale 5 wprowadzam nowe narzedzia uzyteczne do otrzymywa-
nia i dowodzenia nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji wypuktych jak réwniez dla
funkcji wypuklych wyzszych rzedow. W rozdziale 6 przedstawiam reprezentacje catkows funkcji



delta-wypuktlej n-tego rzedu, ktora nastepnie wykorzystuje do dalszego badania delta-wypuklosci
wyzszych rzedow, do wprowadzenia badania minimalnych funkcji kontrolnych i do charakteryzacji
silnej delta-wypuktlosci n-tego rzedu. Wprowadzam réwniez nowe narzedzia uzyteczne do otrzymy-
wania i dowodzenia nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji delta-wypuklych wyzszych
rzedow. W rozdziale 7, sa scharakteryzowane relacje (1) i (). Podaje kryteria rozniczkowe jak
rowniez czarakteryzacje probabilistyczne. Relacje te sa rowniez poréwnywane z soba. Natomiast
w rozdziale 8 krétko omawiam wyniki naukowe, ktére nie wchodza w sktad rozprawy. Rozdziat 9
zawiera podstawowe informacje o autorze.






ROZDZIAL 1

Wprowadzenie

W calym autoreferacie I C R oznaczaé bedzie dowolny, ale ustalony przedzial.

1. Funkcje wypukle, Jensen-wypukle, Wright-wypukle.
Funkcja wypukla. Funkcje f : I — R nazywamy wypuktq, jesli

(1) flte+ 1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)
dla wszystkich x,y € I i dla kazdego t € [0, 1].

Funkcje Jensen-wypukle. Funkcje f : I — R nazywamy Jensen-wypukiq (cf. [172]), jesli
z+y flz)+ fy
@) f( ) <T@ +1W

2 2
dla wszystkich z,y € I.

Funkcja Wright-wypukla. W 1954 r. E. M. Wright [235] wprowadzil nowy rodzaj wypuklosci
funkeji rzeczywistych: funkcje f nazywamy Wright-wypuktq (poréwnaj [172]), jesli

(3) fltz+ (1 —t)y) + (1 —t)z +ty) < f(x) + f(y)

dla wszystkich z,y € Z it € [0,1]. Oczywiscie , jezeli funkcja f jest wypukla, to nieréwnosé
(1), ktéra zachodzi dla kazdego t € [0,1], zachodzi w szczegélnosci dla ¢ = 1, tzn. spelniona jest
nier6wno$c (2), czyli f jest Jensen-wypukta. Ponadto, jezeli f jest wypukta , to z (1) dostajemy
dwie nieréwnodci:

fltae+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1—1)f(y),

A=tz +ty) <1 —t)f(z) +tf(y).
Dodajac te nier6wnosci stronami dostajemy (3), czyli f jest Wright-wypukla. Natomiast, gdy
w (3) wezmiemy t = 3, to otrzymujemy (2). Czyli, jezeli f jest Wright-wypukla, to f jest Jensen-
wypuktla.

2. Nieréwnosci typu Hermite’a—Hadamarda

Nier6wnos¢ Hermite’a—Hadamarda. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest wypukla, to jest ciagta
w przedziale (a,b) i ograniczona w [a,b], w szczegolnosci jest wiec catkowalna. Zachodzi wtedy
nieré6wnosc

@ f(“;b)ﬂia/abf(x)dmgW,

zwana nierownosciq Hermite’a—Hadamarda. Jej idace w réznych kierunkach uogoélnienia sg inten-
sywnie badane przez wielu autoréw. Szeroki przeglad zawiera monografia [42]. Uwagi po$wiecone
historii tej nierownosci mozna znalez¢ w pracy [137]. Warto doda¢, ze w klasie funkeji ciagtych
7 kazdej z obu powyzszych nieréwnosci wynika wypuktosé (zob. np. [42, 63, 143], a takze [96,
Exercise 8, str. 205] lub [172, Problem Q, str. 15]). Zagadnieniom tego rodzaju charakteryzacji
funkeji wypuktych wyzszych rzedéw poswiecona jest praca [20].

Nier6wnos$¢ (4) ma zwiazek z przyblizonym obliczaniem catek, a dokladnie z metodami pro-
stokatow i trapezéow. Wynikaja z niej znane w analizie numerycznej oszacowania bledéw tych
metod.
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Nier6wnosé¢ Hermite’a—Hadamarda—Fejéra. W pracy [46] Fejér podal nastepujace uogoélnie-
nie nieréwnosci (4):

(5) f(“*b) -ng<x>dx<Lbf<x>g<x>dx<M-/:gwm,

2 2

ktora zachodzi, jesli f jest wypukla i g jest nieujemna i symetryczna wzgledem punktu (a + b)/2
(patrz [137], [42] i [158] dla rysu historycznego).

(i) Zauwazmy, ze dla g(z) = w(x) takiej ze fab w(x)dz = 1, nier6wnos¢ (5) moze by¢ przepisana
w postaci

(6) / (C“;b) </ ' fawl)ar < LA

2
(ii) Odwrotnie, z nieréwnosci (6) wynika (5). Rzeczywiscie, jezeli ffg(:c)d:r > 0, to wystarczy
-1
wzig¢ w(zr) = (f;g(x)dx) g(x). Jezeli f;g(x)dx =0, to (5) jest oczywista

Wiele modyfikacji nierownosci (4) i (5) mozna znalez¢ np. w [17], [18], [20], [36], [37], [42],
i w innych pracach tam podanych. W ostatniej pracy [94] M. Klari¢i¢ Bakula, J. Pecarié i J. Perié¢
pewne ulepszenia wielu form nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda mozna znalez¢, mianowicie
nierownosci podanych przez Fejéra, Lupasa, Brennera-Alzera, Beesacka-Pecari¢a. Te ulepszenia
implikuja nieréwno$¢ podana przez Hammera-Bullena. W pracy [R2], uzywajac lematu Ohlina
[150] o wypuklym stochastycznym porzadku, otrzymuje prosty dowod znanych nieréwnosci typu
Hermite’a-Hadamarda-Fejéra. Podaje réwniez nowe nieréwnosci. Wykorzystujac wlasnosci s-
wypuklego stochastycznego porzadku [39], podaje réwniez pewne nieréwnosci typu Hermite’a-
Hadamarda-Fejéra w przypadku funkcji wypuktych wyzszych rzedéw. Otrzymane wyniki sa uzy-
teczne przy badaniu nieréwnos$ci miedzy operatorami kwadraturowymi [219], [220]. W pracy
[R2] podajemy pewne uzyteczne narzedzia dla otrzymywania i dowodu wielu nieréwnosci typu
Hermita-Hadamarda, réwniez dla funkcji wypuklych wyzszych rzedow.

Opisujemy nier6wno$é¢ (5) w terminach wypuklych porzadkow stochastycznych. Wykorzystu-
jac lemat Ohlina [150] otrzymujemy prosty dowod nieréwnosci (5).

Otrzymujemy uogodlnienie nieréwnosci (6), w przypadku gdy funkcja w nie jest symetryczna.
Podajemy uogolnienie nier6wnosci Brennera i Alzera [28]. Rozwazamy réwniez uogoélnienie nie-
réwnosci (6) w przypadku funkeji wypuktych wyzszych rzedéw. Otrzymane nierownosci stosujemy
do dowodu nieréwnosci pomiedzy operami kwadraturowymi. .

3. Funkcje n-Jensen-wypukle oraz n-Wright-wypukle

Operatory réznicowe. Zwykly operator réznicowy (przedni, ang. forward difference) jest ozna-
czany jako

Ap fz) = f(x+h) = f(2),
gdziex € Zih e Rz x+ h €Z. Jego iteracje definiujemy w zwykty sposob, tzn.

Dby hhngs F(@) = Dy iy (B, f(2)),

gdzien e Nyz € Zi hy,...,hy, hny1 € R zakladajac, ze wszystkie potrzebne argumenty naleza
do Z (czasami bedziemy pomija¢ oczywiste zalozenia tego rodzaju). Jezeli zachodzi warunek
hy =--+- = h, = h, uzywamy standardowo

A} f(z) = Ay n f(2),

gdzie element h jest wziety n razy. bedziemy réwniez uzywaé operatora rozinicowego wstecznego
(ang. backward difference), ktory jest zdefiniowany wzorem

(7) Vi f(x) = f(x) = f(z —h),

gdziex € Z, h € Rixz — h € Z. Iteracje sa zdefiniowane podobnie jak dla zwyklego operatora
roznicowego. Oczywiscie, zachodzi wzor Vi, f(z + h) = Ay f(x), przez indukcje otrzymujemy
nastepujaca zaleznosé

(8) Vighogs @R+ 4 hpg1) = Dpy oy f2),
gdzie n € N. W dalszym ciggu zaktadamy, ze n € N.
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Funkcje n—Jensen—wypukle. Funkcja f jest nazywana Jensen-wypuktq rzedu n (n—Jensen—
wypukla, w skrocie), jesli

(9) AR (@) >0

dla wszystkich = € 71 h > 0 takich, ze x +nh € T (patrz rowniez np. [96]). Oczywiscie dla n =1
otrzymujemy warunek

A} f(x) = f(z +2h) — 2f(x +h) + f(z) = 0
dla wszystkich x € Zih >0z x + h € Z, co jest rownowazne warunkowi

f<00;y> < f(x) ;rf(y)7

z,y €Z,
tzn. Jensen—wypuktlosci funkcji f.

Funkcja n-Wright-wypukla. Nietrudno pokazaé¢, ze warunek (3) jest rownowazny warunkowi
Apyny f(z) 20

dla wszystkich @ € Z, hy,he > 02z x + hy + hy € T (patrz [118]). Na podstawie tej obserwacji,
w pracach [53] i [118], zostala zdefiniowana Wright-wypuklos¢ wyzszych rzedow: funkcja f jest
Wright-wypukta rzedu n (n—Wright—wypukta, w skrocie), gdy

(10) Ah1~-~ hnt1 f(‘r) 20
dla wszystkich z € Z and hy,...,hpy1 > 0z x4+ hy + -+ + hpy1 € Z. Oczywiscie, rozwazajac
wyzej hy = -+ = hpy1 = h, otrzymujemy A7 f(x) > 0, co oznacza, 7e kazda funkcja n-Wright

wypukla jest n—Jensen wypukla.

Powstaje naturalne pytanie, czy jest prawdziwe zdanie odwrotne, tzn. czy funkcje n—Jensen—
wypukte sa réwniez funkcjami n—Wright—wypuklymi. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywna
odpowiedz. mianowicie, funkcja f : R — R dana wzorem f(z) = |a(x)|, gdzie a : R — R jest
nieciagla addytywna funkcja jest Jensen—wypukla, ale nie jest Wright—wypukla (por. [147]). w
wielu pracach ( patrz np. [53, 54, 118]) mozna znalez¢ intensywne badania dotyczace Wright-
wypuklodci wyzszych rzedéw. Jakkolwiek, wspomniany wyzej problem nie byt tam rozwazany.
W pracy [R5] wypelniamy te luke poprzez podanie negatywnej odpowiedzi dla wszystkich n do-
datnich catkowitych (praca [R5] jest cytowana, bez samocytowar, w [89, 90, 153]). Nalezy
podkresli¢, ze dla n > 1 (nieparzystych) odpowiedni przyktad nie jest tatwo skonstruowac, tak jak
to byto w przypadku n = 1, tzn. w przypadku zwyklej Jensen—wypuktosci i Wright—wypuktosci.
Zeby osiagna¢ nasz cel wprowadzamy nowe narzedzia zwiazane z teoria miary, ktére, mamy na-
dzieje, moga okazaé przydatne w dalszych badaniach. Przeprowadzamy réwniez pewne rozwazania
dla n = 2 zeby pokazaé, ze dla n parzystych nasz problem wydaje sie by¢ do$¢ trudny. Nalezy
wspomnie¢, ze w pracy [153] mozna znalez¢ inne przyklady funkcji, ktore sa n-Jensen wypukle,
ale nie sa n-Wright wypukle dla n > 1 nieparzystych, jakkolwiek nasza praca [R5] byla pierwsza
praca, w ktoérej byty podane przyktady takich funkcji. Dla n parzystych rozwazany problem dtugo
pozostawal otwarty. Ostatnio, Jacek Mrowiec [140] daje przyklady rozwazanych funkcji réwniez
dla wszystkich n > 1 parzystych.

Niech n bedzie naturalna liczba nieparzysta i niech H C R bedzie baza Hamela, taka ze
hi,...,hnt1 € H sa rézne i dodatnie. Niech a : R — R bedzie addytywna funkcja, taka ze

a(hy) = -1, a(hy) =---=a(hys+1) = 1. My dowodzimy, ze funkcja f : R — R dana wzorem

(11) f(@) = (alx))"

jest n—Jensen—wypuktla, ale nie jest n—Wright—wypukta (patrz [R5], Theorem 2.3). Jest to jeden
z gléwnych wynikéw rozprawy.

Faktycznie, poniewaz funkcja a jest addytywna, otrzymujemy, ze funkcja f is n—Jensen—
wypukta (patrz [R5], Corollary 2.2). Zeby udowodnié, ze f nie jest n—~Wright-wypukta wystarczy
pokazaé, ze

(12) Apyohyiy F(0) =V oy f(R1+ -+ hpgr) = =1

Jednakze to zadanie nie jest trywialne. Wymaga wprowadzenia nowych narzedzi i jest raczej
dtugie. Wstepnie, zeby rzuci¢ nieco §wiatta na charakter naszej gtéwnego problemu, rozwazamy
rownosé (12) dla n = 3 (see [R5], p. 263-264). W ogélnym przypadku, dowod roéwnosci (12)
jest trudny. Rozwazamy pewien operator Jh,n,...n,,, ([R5], p. 266), ktory, jak pokazujemy, jest

operatorem odwrotnym do operatora Vj, .. x,.,- Nastepnie, uzywajac tego operatora, definiujemy
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pewne miary p; = Jhy...hpsi0h;» ¢ = 1,...,n + 1, oraz miar¢ znakowang j okreslong wzorem
W= po+ -+ fhnt1 — p1, dla ktérej mamy réwnoscé
(13) Vi f(hi+ -+ hp1) = Vi gy (0 6p)" (B 4+ B,

(patrz [R5], Theorem 4.5). Dalej, dowodzimy, ze zachodza nastepujace réwnosci:

o flz)=(n+n)"(2), z€A,
d (:u’ + §hl)n(x) = :u‘n(x) - (_1)n5h1 (1’), T e A7
. Vhl,.i.,hnﬂ,u"(fh +--+hpt1) =0,

b vh1,-~~7hn+1§h1 (hl + o+ hn+1) = (71)71)
gdzie A jest pewnym podzbiorem R (patrz [R5], Theorem 4.5, Lemma 4.6), z ktorych, w potaczeniu
z (13), wynika ostatecznie nasza réwnosé (12).

4. Funkcje n-wypukle. Reprezentacja catkowa

Ilorazy réznicowe. Dla n+1 parami réznych punktéw x4, ..., z,41 € I okreslamy rekurencyjnie
iloraz réznicowy n—tego rzedu (w skrocie iloraz réznicowy )funkeji f: I — R:
[1‘2, -5 T f]

(15 f] = f(z1), [21,. - @pp1; f] = m’an;:lriﬁ_[xx;’“ .

W szczegolnosci

(21, 20; f] = f(@2) — f(z1) ,
T2 —T1
wiec zwykly iloraz réznicowy jest ilorazem réznicowym pierwszego rzedu.
Na okreslenie tego pojecia literatura angielskojezyczna uzywa terminu divided differences.
Tlorazy réznicowe maja podstawowe znaczenie w analizie numerycznej. Ich wtasnosci sa dobrze

zbadane (zob. np. [69, 96, 165]).

Funkcje n-wypukle — definicja. Mozna zauwazy¢, ze funkcja f : I — R jest wypukla wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdych trzech parami réznych punktéw xzi,xo,x3 € I, iloraz réznicowy
[x1, T2, 3; f] jest nieujemny. Sladem takiego rozumienia wypuktosci podazyt jako pierwszy nie-
miecki matematyk Hopf. W swojej rozprawie doktorskiej [69] z roku 1926 rozwazal funkcje z nie-
ujemnymi ilorazami réznicowymi dowodzac m. in. podstawowych wtasnosci regularnosciowych.
Nie uzyl jednak zadnej nazwy dla klasy badanych przez siebie funkcji. Dopiero osiem lat pozniej
rumuriski matematyk Popoviciu w swojej rozprawie doktorskiej [165] wprowadzil nazwy ,funkcje
wypukte wyzszych rzedéw” oraz ,funkcje n—wypukle”.
Niech n € N. Funkcje f : I — R nazywamy n—wypukte (wypuktq n—tego rzedu), jesli

[xlv"~,mn+2;f] 20

dla kazdych n + 2 parami réznych punktéw zi,...,x,42 € I. Funkcja f jest n—wklesta, jesli
funkcja —f jest n—wypukta.
W ten sposéb funkcje 1-wypukle sa wypukte w zwyklym sensie.

Funkcje n-wypukle — wlasno$ci. Wiele wynikéw o funkcjach n-wypuklych mozna znalezé,
miedzy innymi, w [172, 96]. W szczegolnosci, wiemy ze, funkcja f(z): (a,b) — R jest n-wypukta
(n > 1) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna prawostronna fgl)(x) (lub lewostronna fé”)(m))
istnieje i jest nie-malejaca na odcinku (a,b). W dalszym ciagu pracy f(")(:zc) bedziemy uzywaé¢ do
oznaczenia [0 (z).

Funkcje n-wypukle — reprezentacja caltkowa. Jezeli f(x) jest wystarczajaco gladka na [a, b]
(tzn. jest (n + 1)-razy rozniczkowalna na [a,b] w sposob ciagly, przy czym na koncach przedziatu
zaklada sie rézniczkowalnosé z lewej, badz odpowiednio z prawej strony), wtedy ze wzoru Taylora
otrzymujemy

" R (a)(z — a)* b
fla) = S L L [y g
> ',

(z € (a,b)), gdzie (z — )} " = max{(z — )" 1,0} (patrz [160]).
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Zalozmy, ze f(x) jest n-wypukla na (a,b) (n > 1). Wtedy pochodne lewo i prawostronne
n-tego rzedu (f™ (2) and fl({") (x)) istnieja na (a,b). Dodatkowo, obie te funkcje sa niemalejace.
Z taka funkcja f zwiazujemy pewna miare p zdefiniowang na (a,b) nastepujacym wzorem

wllzy)) = 177 () — £ (@),

dla a < z < y < b. Jest to nieujemna borelowska miara na (a,b). Jesli granica prawostronna

Ign)(a) = limg 504 fgl)(ac) jest skoriczona, wtedy miara ;¢ moze by¢ rozszerzona do ograniczonej
(skoriczonej) miary na catym odcinku [a, ¢], dla wszystkich ¢ < b. W tym przypadku funkcja f(x)
ma reprezentacje

"R ) (= a)k b
fla) = S L= L e oyt

dla wszystkich x € (a,b). Jesli nie mozemy rozszerzy¢ miary p do punktu koncowego a, wtedy
bedziemy mieé¢ te reprezentacje tylko na domknietych podprzedziatach przedziatu (a,b). Twier-
dzenie odwrotne rowniez zachodzi. Wyniki te mozna znalez¢ w Popoviciu [165] (patrz tez Karlin
i Studden [93], Bullen [30], Brown [29], Granata [58], Pinkus i Wulbert [160]). Inaczej mowiac,
powyzsza reprezentacja jest prawdziwa dla x € (a,b), jezeli p jest o wahaniu skoriczonym na (a, b),
w przeciwnym razie mamy te reprezentacje tylko na podprzedziatach domknietych (a, b).

W pracy [R6], podaje analogiczng reprezentacje catkowa, w ogélnym przypadku. Repre-
zentacja, ktora otrzymuje ([R6], Theorem 2.9, Theorem 2.10) dotyczy miar u z niekoniecznie
skoniczonymi wahaniami. Jest to jeden z gléwnych wynikéw rozprawy. Niech € € (a,b). Dowodze,
ze n-wypukta funkcja f: (a,b) — R ma reprezentacje dana wzorem

w1 [—(@ —w)]? (z —u)}
a9 fw)= [y e+ [ e ) + Qo)
(a.] w ey ™

glzie juguye—(du) = d{F™) (1) — F(E)]-, s (du) = dLf) (W) — FO (€)1, Qe € T, (G,
Theorem 2.10). Ponadto. miara pi(n) = fi(n)e— + t(n)e+ jest niezalezna od & oraz zachodzi wzér
Py (du) = df ™ (u). Miara H(n) jest nazywana miarg spektralng odpowiadajaca funkcji f. Jezeli
przynajmniej jedna z granic jednostronnych lim, ., f}(%n)(a:) lub limg,_5— fén) (z) jest skoriczona,
to w powyzszej reprezentacji, moze wystepowaé tylko jedna z calek, pierwsza (z & = b) lub druga
(z £ = a), odpowiednio ([R6], Theorem 2.9). Natomiast, jezeli obie powyzsze granice jednostronne
sa nieskoriczone to w reprezentacji (14) musza by¢ dwie calki (z £ € (a,b)).

n-wypuklosé i wielokrotna monotonicznosé. Zgodnie z klasyczng definicja (patrz Williamson
[223]), funkcja f: (a,b) — R jest nazywana (n+ 1)-krotnie monotoniczng nierosngcg (n > 1), gdy
(—1)* f(*)(2) jest nieujemna, nierosngca i wypukta dla z € (a, b) i dla wszystkich k = 0,1,...,n—1.
Gdy n = 1, f(z) jest zwykla funkcja nieujemna i nierosnaca. Zbior wszystkich takich funkcji
bedziemy oznacza¢ jako M ,41)—((a,b)). Kazda f € M,41)—((a,b)) jest dana wzorem

br_ z —u)?
(15) fay = [ EE s,

dla z € (a,b), gdzie B(u) jest funkcja niemalejaca (patrz Williamson [223]).

Funkcja f jest nazywana (n+ 1)-krotnie monotoniczng niemalejgeq (w skrocie (n+ 1)-krotnie
monotoniczng) (n > 1), gdy f*)(x) jest nieujemna, niemalejaca i wypukta dla z € (a,b) i dla
wszystkich k = 0,1,2,...,n—1. Gdy n = 1, f(x) jest zwykla nieujemna funkcja niemalejaca. Zbior
wszystkich takich funkcji bedziemy oznaczaé jako M,41)1((a,b)). Kazda f € M(,41)4((a,b))
ma reprezentacje

b ((L‘ _ u)n

(16) f@) = [ ap)
dla z € (a,b), gdzie B(u) jest funkcja niemalejaca. Gdy f jest postaci (16), wtedy bedziemy pisa¢
f=1I.(8), i powiemy, ze f jest generowana przez funkcje S.

Korzystajac z reprezentacji (14), otrzymujemy, ze n-wypukta funkcja f: (a,b) — R moze by¢
przedstawiona w postaci sumy dwoch (n + 1)-krotnie monotonicznych funkeji oraz wielomianu
stopnia co najwyzej n (|[R6], Theorem 3.2)

f(@) = My(z) + Ma(x) + Q(x),
dla z € (a,b), gdzie (—=1)"'M; () € M(n11)-((a,€)), Ma(z) € M1y ((€,0)), 2 a < & < b oraz
Q(z) € 1L,,.
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Jednym z zastosowan powyzszego twierdzenia jest uzyskanie twierdzenia o reprezentacji funkcji
n-Wright-wypuklej ([R6], Theorem 3.6), ktére uzupelnia i uogolnia wyniki Maksy i Pélesa [118].

Wzgledna n-wypuklosé. Reprezentacje dana wzorem (14) bede dalej stosowa¢ przy badaniu
wzglednej n-wypuktlosci ([R6], Theorem 4.3-4.7 i 4.10-4.12), silnej n-wypuklosci ([R6], Theorem
4.15, Corollary 4.16) oraz interpolacji funkcji przez funkcje n-wypukte ([R6], Theorem 5.4). Wy-
niki te uzupelniaja i uogoélniaja wyniki o silnej n-wypuklosci podane przez Gera i Nikodema w [52]
oraz. wyniki Wasowicza podane w pracy [217], o wlasnosciach typu podparciowego dla funkcji n-
wypuktych, miedzy innymi.

Niech g: (a,b) — R bedzie funkcja n-wypukta. Mowimy, ze funkcja f: (a,b) — R jest n-
wypukta wzgledem g, jedli f — g jest n-wypukta, i oznaczamy to jako f >, ¢g. Zauwazmy, ze jezeli
f jest n-wypukta wzgledem g, to obie funkcje f — g oraz g sa n-wypukte. Piszac f =g+ (f — g),
otrzymujemy, ze f koniecznie musi by¢ n-wypukla.

Zmanych jest wiele uogoélniert wypuktosci poprzez wzgledna wypuktosé. Wzgledna n-wypukltosé
zdefiniowana wyzej jest uogdlnieniem wzglednej wypuklosci (dla n = 1) badanej w pracy [93]
Karlina i Studdena (patrz rowniez [32], [63], [155], [158]).

Wzgledna n-wypuklosé indukuje cze$ciowy porzadek w rodzinie pewnych podzbioréw zbioru
funkcji n-wypuktych ([R6], Theorem 4.5). Badam miare n-wypuklosci funkcji n-wypuktlej f, ko-
rzystajac z miar n-spektralnych wystepujacych w reprezentacji funkcji n-wypuktej ([R6], str. 743).
Podaje charakteryzacje wzglednej n-wypuklo$ci w terminach miary n-wypuktosci, jak réwniez
w jezyku pochodnych dystrybucyjnych n-tego rzedu, jak réwniez w jezyku pochodnych Radona-
Nikodyma ([R6], Theorem 4.7). Wykorzystujac rozklad Lebesgue’a miary n-spektralnej odpo-
wiadajacej funkcji n-wypuklej f, rozwazam odpowiadajacy mu rozklad funkeji f ([R6], Remark
4.8). Rozklad ten jest zastosowany do otrzymania pewnych uzytecznych wlasnosci wzglednej
n-wypuklosci ([R6], Theorems 4.10 — 4.12).

Silna n-wypuklosé. Funkcja f: (a,b) — R jest nazywana silnie wypuktq z modutem ¢ > 0, gdy

fltr + (1= t)y) <tf(@) + 1= t)f(y) — ct(1 = t)(@ — y)*,

dla wszystkich z,y € (a,b) i t € [0,1]. Silnie wypukle funkcje byty wprowadzone przez Polyaka
w [164]. Pewne ich wlasnosci mozna znalez¢ , miedzy innymi, w [172], [67], [163]. Silng wypu-
klo§¢ mozna scharakteryzowaé¢ w jezyku wypuklosci. Funkcja f: (a,b) — R jest silnie wypukla z
modutem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(z) — cz? jest wypukta. Funkcja silnie wypukta
dwukrotnie rézniczkowalna moze by¢ scharakteryzowana w jezyku drugiej pochodnej f(z), jako
funkcja dla ktorej f”(x) > 2¢ (z € (a,b)).

Jako uogolnienie silnej wypuklodci z modutem ¢, w pracy [R6], definiuje silna n-wypuklosé
z modutem ¢ ([R6], str. 745). Mowimy, ze funkcja f jest silnie n-wypukta z modutem ¢ (n > 1,
¢ > 0), gdy f jest n-wypukla wzgledem funkcji g(x) = ?ft(zr)l,) Wtedy silna wypukto$é z modu-
tem 2c¢ (patrz Roberts and Varberg [172]) pokrywa sie z nasza silna 1-wypuktoscia z modulem

c. Piszac f(z) = (f(x) — C(f:zr)l,)) + C(f:rlr)l,), otrzymujemy, ze f jest silnie n-wypukta z modutem

¢ > 0, to f jest rowniez n-wypukla. Zauwazmy, ze silna n-wypuklo$é byla niezaleznie zdefi-
niowana rowniez przez R. Gera and K. Nikodema w [52] inaczej, mianowicie w jezyku ilorazéow
réznicowych, w ten sposéb, ze silna n-wypuklo$é z modutem ¢ pokrywa sie z silng n-wypuktoscia
z modutem ﬁ wedlug naszej definicji podanej w pracy [R6]. W pracy [R6] podaje charak-
teryzacje silnej n-wypuklosci funkcji f z modutem ¢ bez zadnych dodatkowych warunkow doty-
czacych rézniczkowalnosci funkceji f, i jako wniosek otrzymuje charakteryzacje silnej n-wypuktosci
dla funkeji (n + 1)-krotnie rézniczkowalnych. Funkcja n-wypukta f jest silnie n-wypukla z mo-
dutem ¢ ([R6], Theorem 4.15) wtedy i tylko wtedy, gdy f*Y(z) > ¢ dla = € (a,b) A p.w.
(XA oznacza miare Lebesgue’a). Inaczej mowiac, funkcja f silnie n-wypukla jest to funkcja po-
staci f(x) = feont(x) + R(z) (2 € (a,b)), gdzie funkcja feont: (a,b) — R jest (n + 1)-krotnie
rozniczkowalna i silnie n-wypukta z modulem ¢, a funkcja R: (a,b) — R jest n-wypukla i taka ze
R (z) = 0 dla = € (a,b) X p.w. ([R6], Corollary 4.16). Jako wniosek, otrzymuje charaktery-
zacje funkeji f, ktore sg silnie n-wypukte z modutem ¢ oraz (n + 1)-krotnie rézniczkowalne ([R6],
Corollary 4.17) jako funkeji dla ktorych f**D(z) > ¢ (x € (a,b)). Te charakteryzacje funkcji,
ktore sa silnie n-wypuktle i (n + 1)-krotnie rézniczkowalne mozna znalezé rowniez w pracy [52].

Wlasnosci typu podparciowego dla funkcji n-wypuklych. Wiadomo, ze funkcji wypuktej
f+ I — R, w kazdym punkcie wewnetrznym I odpowiada podparcie afiniczne (tzn. dla kazdego
xo € IntI istnieje funkcja afiniczna a: I — R taka, ze a(xg) = f(x0) i @ < f on I). Funkcje
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wypukle wyzszych rzedow (dokladniej nieparzystych rzedéw) maja podobna wlasnosé; sa one pod-
pierane przez wielomiany rzedu nie wyzszego niz rzad wypuktosci (patrz Kuczma [96], Popoviciu
[165], Roberts and Varberg [172]). W pracy [217] Wasowicz wprowadzil podparcia wielomianowe

typu (l1,...,l;), i udowodnil, ze n-wypukle funkcje sa podpierane przez wielomiany, ktore sa pod-
parciami typu (ly,...,0), w punktach z1,...,2p € I, gdzie Iy + ...l = n+ 1, k < n. Liczby
l1,...,lr moga by¢ interpretowane jako krotnosci punktéw xi,...,xr, odpowiednio. W pracy

[R6] wykorzystuje powyzsze wyniki Wasowicza [217], otrzymujac ogolniejszy wynik, ze dla kaz-
dych dwoch funkcji n-wypuklych f i g, takich, ze f jest n-wypukta wzgledem g, funkcja g jest
podparciem typu (l1,...,1;) dla funkcji f, z dokladnoscia do pewnego wielomianu p € II,, ([R6],
Theorem 5.4).

5. Randomizacja funkcji n-Wright-wypuklych

Klasy W, (0,Q). Oznaczmy, dlan=1,2,...

My = My ((—00,00)) = {f: R = R; f jest n-krotnie monotoniczna (niemalejaca) }. Niech
Mo =A{f": f e My}, gdzie f’ oznacza tutaj pochodna dystrybucyjna. Funkcja f: R — R jest
catkowicie monotoniczna (niemalejaca), gdy £ (z) > 0 dla wszystkich z € R i dla wszystkich
n € N. Niech M, bedzie klasa wszystkich funkcji catkowicie monotonicznych. Kazda f € My
ma reprezentacje ([230])

fla) = [ " eud(u),

dla wszystkich = € R, gdzie 5(u) jest niemalejaca.

Niech Q € {Mgy, M1, Ms,...}. Niech f € @ iniech © bedzie zmienna losowa skoncentrowana
na [0,00) (ne # dp). Niech n > 1. Niech Oy, ...,0,, beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej
O. Na podstawie (8) i (10) funkcja f: R — R jest (p — 1)-Wright-wypukia (p > 2), gdy
(17) V.., f(x) 20,
dla wszystkich z € R i hq,...,h, > 0. Bedziemy rozwaza¢ pewne uogoélnienie funkcji spetnia-
jacej (17). Zamieniamy w (17) hq,...,h, przez zmienne losowe ©4,..., 0, (p = 1,2,...,n), a
nastepnie bierzemy warto$¢ oczekiwana. Moéwimy, ze f € Q jest n- krotnie ©-Wright-wypukta
wzgledem Q [R4], gdy

EV@I,“@pf(SU) S Q, p=12...,n.
Niech W,, = W, (0,Q) (n = 1,2,...) bedzie zbiorem wszystkich funkcji f € @ takich, ze f jest
n-krotnie ©-Wright-wypukla wzgledem Q. Definiujemy Wy (0, Q) = Q, W(0,Q) = W1(0,Q).

Rozwazmy przypadek, gdy Q = My. Mamy wtedy

fe Wn(@,Mo) < EV@I.“@kf(fv) >0, k=1,2,...,n.

Inaczej mowiac, f moze by¢ uwazana za zrandomizowana wersje funkcji (n — 1)-krotnie-Wright-
wypuktlej.

Zrandomizowane operatory rdéznicowe i przesuniecia. Niech f: R — R bedzie funkcja

i niech h > 0. Przypomnijmy definicje operatora przesuniecia i réznicowego (wstecznego) 7, i Vj,
zdefiniowanych nastepujaco

(18) wf(x) = flx—h), zeR,

(19) Vif(z)=f(z) - f(z—h), z€R,

odpowiednio. Zamieniajac w (18) i (19) liczbe rzeczywista h przez zmienna losowa © i biorac
wartosci oczekiwane, definiujemy zrandomizowane operatory przesuniecia i réznicowego U and ®
jako

(20) Uf(z)= Uef(x)= Etof(zx), z€eR,

(21) of(x) = ®Pof(z)= EVef(z), z€eR,

odpowiednio. Iterujac (20) i(21) definiujemy U™ i ®" dla n = 1,2,..., nastepujaco

(22) U'f(z) =Usf(z) = Ue,..0 f(z)= Us,({Us,_..0,f(z)),

(23) " f(x) = P5F(z) = Po,..0.f(x) = Po,(Po,_,..0.f(2)),

gdzie O1,...,0,, sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej ©. Dla n = 0 definiujemy U°f(z) =

flx)i <I>Of(:1c’) =0.
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Generatory funkcji z klas W,,(0,Q). Niech ©1,0,,... beda niezaleznymi kopiami O i niech
G € Q. Definiuje operator J(G) nastepujaco

(24) J(G)=Jo(G)=> Ue,.0,G=)> U"G.
n=0 n=0
Tterujac (24), definiuje J" (n=1,2,...)

(25) J(G) = J(J"HG)),

przyjmujac umowe, ze JO(G) = G. Wtedy f € W, (0, Q) ( [R4], Lemma 2.7, Theorem 2.8) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(26) f=J%G),
gdzie G, € Q. Funkcja G,, opisana wyzej jest jedyna, ponadto mamy, ze
(27) G, =9"f.

Inaczej mowiac, uzywajac operatora J™, przy pomocy wzoru (25), mozna otrzymywaé funk-
cje z klasy W, (©,Q). Ponadto, dla danej f € W,(0,Q), na podstawie wzoru (27), uzywajac
operatora ®", dostaje sie funkcje G, ktora jest funkcja generujaca. Stad, mozemy powiedziec,
ze f jest generowana przy pomocy funkcji G, i bedziemy nazywaé G, generatorem funkcji f.
Operatory J” and ®" sa operatorami wzajemnie odwrotnymi. Wzory (25) i (27) sa uzyteczne
przy otrzymywaniu reprezentacji catkowych funkcji nalezacych do klasy W,,(©, Q) ([R4], Lemma
2.12).

Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1).

Podaje reprezentacje catkowa funkcji z klas W, (Exp(1),M;) (n = 1,2,..., j = 0,1,2,....)
(see [R4], Theorem 3.3, Theorem 5.2, Remark 5.4). Dowodze, ze jezeli f € W, (Exp(1), M1),
to ngp(l)f € My+1 ([R4], Theorem 3.6). Podaje rowniez inny sposob generowania funkcji
z klas W,,(Exp(1), M1). Pokazuje, ze funkcja f € W,,(Exp(1), M;) moze by¢ przedstawiona jako
pewna suma generowana przez funkcje z klasy M, 1 ([R4], Theorem 3.9). Badam réwniez klase
Woo (0, Q) funkeji catkowicie ©-Wright-wypuktych, zdefiniowana nastepujaco

Wee(©,Q) = ) Wal(©.Q).

Dowodze, ze

Woo(Exp(1), M1) = M

(patrz [R4], Theorem 4.1). Jest to bardzo ciekawy wynik, ktorego pokazanie nie bylo proste.
Trzeba bylo wykona¢ wiele przeksztalcen tak, zeby otrzymaé¢ pewien ciag dazacy w granicy do
funkcji wyktadniczej. Dowod wymagal uzycia metod i twierdzen z teorii miary (np. twierdzenie
Helly’ego o wyborze).

Przypadek dyskretny, © = X,,.
Rozwazam zmienng losowa © = X, taks, ze

px, =qdo+pér (0<p<l1, ¢g=1-p).
Otrzymuje reprezentacje catkowa funkeji z klasy W, (X,, M;) (n=1,2,..., j =0,1) oraz z klasy
Woo(Xp, M;) (n=1,2,..., j = 0,1) (patrz [R4], Theorem 7.1, Theorem 7.4). W szczegdlnosci
dowodze, ze
Moo G Weo (X, M1).

Jak widzimy, w tym przypadku nie ma réwnosci.

Wersja multiplikatywna. Badam rowniez przypadek multiplikatywnej wersji funkcji wielokrot-
nej Wright-wypuklej, otrzymujac reprezentacje catkowe (patrz [R4], Theorem 6.2, Theorem 6.3).

Problemy otwarte. W [R4] (Section 8, Remarks 8.1-8.10) podaje wiele otwartych probleméow
dotyczacych zrandomizowanych funkcji wielokrotnie Wright-wypuktych. W szczegélnosci mogtoby
by¢ interesujace, czy zachodzi rownos¢ Weo (X, M;) = My, w przypadku, gdy zmienna losowa
X ma rozklad dyskretny, ale nie arytmetyczny, np. P(X = 1) = pand P(X = 2) =1—p
0<p<1).
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6. Funkcje delta-wypukle wyzszych rzedow

W pracy [R1] podaje reprezentacje catkowa funkcji f delta-wypuktych n-tego rzedu (wprowa-
dzonych przez R. Gera (1994)) w [51]), ktére moga by¢ przedstawione w postaci roéznicy dwoch n-
wypuklych funkcji. Moja reprezentacja jest prawdziwa bez zadnych dodatkowych zalozen o funk-
¢ji f, i uogdlnia ona znane wyniki o reprezentacji funkcji delta-wypuklej (patrz np. Roberts i
Varberg (1973) [172]). Dalej, reprezentacje te stosuje do otrzymania pewnej przydatnej charak-
teryzacji funkcji kontrolnych odpowiadajacych funkcji f, do zdefiniowania kanonicznego rozktadu
funkcji f, do dowodu istnienia i do zbadania wtasno$ci minimalnej funkcji kontrolnej zwigzanej
z funkcja f (co uogdlnia charakteryzacje Hartmana (1959) [64] minimalnej funkcji kontrolnej zwia-
zanej z delta-wypukta funkcja), oraz do zdefiniowania i zbadania silnej delta-wypuktosci n-tego
rzedu, ktora uogolnia silng n-wypuklosé¢ zdefiniowana i badana w pracach Rajba (2011) [R6],
i Ger i Nikodem (2011) [52]. Proponuje réwniez pewne uzyteczne narzedzia do otrzymywania nie-
rownosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow, ktore
uogoblniaja znane nieréwnosci Dragomira iin. (2002) [43]. Wyniki te stosuje nastepnie do otrzymy-
wania pewnych nieréwnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi dla funkeji delta-wypuktych
wyzszych rzedow.

Funkcje delta-wypuktle. Funkcje delta-wypukle sy funkcjami reprezentowalnymi jako réznice
dwoch funkcji wypuktych (patrz [172]).

Funkcje delta-wypukle n-tego rzedu . Pojecie funkcji delta-wypuktej n-tego rzedu jest szcze-

gélnym przypadkiem pojecia odwzorowania delta-wypuktego n-tego rzedu pomiedzy pomiedzy

dwiema przestrzeniami liniowymi unormowanymi. Odwzorowania te zostaly wprowadzone przez

R. Gera (1994) [51] jako rozszerzenie delta-wypuklch odwzorowan (patrz [215]). Funkcje delta-

wypukte n-tego rzedu sa funkcjami, ktére sg reprezentowalne jak réznica dwoch funkcji n-wypuktych
(patrz [51]). Przypomnijmy, ze funkcja f: (a,b) — R jest nazywana delta-wypuktq n-tego rzedu

[[51]], gdy istnieje funkcja n-wypukla g taka, ze dla wszystkich z,y € (a,b),

<AL g(x).
nt1

(2) r<y= A /)

n+1

Funkcje kontrolne. Kazda funkcja g spetniajaca (28) jest nazywana funkcjg kontrolng dla f, lub
mowimy, ze funkcja f jest delta-wypuktq funkcjg n-tego rzedu z funkcja kontrolng g, jak réwniez
mowimy ze f jest g-wypukle zdominowana n-tego rzedu (w skrocie delta-wypukta albo g-wypukle
zdominowana gdy n = 1).

Funkcje delta-wypukle n-tego rzedu — wlasnosci. Niech g: (a,b) — R bedzie n-wypukla
funkcja i niech f: (a,b) — R bedzie funkcja. Wtedy nastepujace zdania sa rownowazne:

(a) f jest delta-wypukla n-tego rzedu z funkcja kontrolng g,

(b) funkcje g — f i g+ f sa n-wypukle na (a,b),

(c) istnieja dwie n-wypukte funkcje 1, p2: (a,b) — R takie, ze f = @1 — 2 and g = 1 + ¥2.

Reprezentacja calkowa. W pracy [R1] podaje reprezentacja catkowa funkcji delta-wypuklej f
n-tego rzedu. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja i niech £ € (a,b). Wtedy f jest delta-wypukla
n-tego rzedu wtedy i tylko wtedy gdy f ma reprezentacje ([R1], Th. 2.1)

= -H" 17[_@_10]17 u 7(96_“)17' u x
) g = [ )+ [ ) + Qe

gdzie 7(,) jest miara znakowana na B((a,b)), teka ze —oo < 7(,,)((c,d)) < oo dla wszystkich
a<c<d<b,iQ¢ €ll,. Ponadto, miarar(,) jest jedyna, tzn., jezeli &1, &2 € (a,b) i dwie trojki
(€1, 7(n)1, Qe ) 1 (2, T(n) 2, Qe, ) odpowiadaja funkcji f w reprezentacji (29), to 7(,)1 = T(n)2- Jezeli
[ = ¢1— 2, gdzie ¢1,92: (a,b) = R sy obie n-wypukle, to 7(,) = fn)1 — H(n)2; Hny1(du) =
dgo(ln)(u) and fi(,)2(du) = dgoén)(u). Bedziemy nazywac 7,y n-spektralng znakowang miarg funkcji
delta-wypuklej f n-tego rzedu.

Zauwazmy, ze nasz wzor na reprezentacje calkowa ma zastosowanie bez zadnych dodatko-
wych zaltozen dla funkcji f, i uogéinie on i rozszerza wyniki Roberts and Varberg (1973)[172] dla
funkcji wypuktej. Reprezentacje te stosujemy do otrzymania uzytecznej charakteryzacji funkcji
kontrolnych odpowiadajacych f, do zdefiniowania kanonicznego rozktadu funkcji f, do pokazania
istnienia i zbadania wlasno$ci minimalnych funkcji kontrolnych dla funkeji f (co uogdlnia odpo-
wiadajace im wyniki Hartmana (1959) [64] dla funkcji delta-wypuklych), oraz do zdefiniowania i
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zbadania silnej delta-wypuklosci n-tego rzedu, co uogélnia silng n-wypukltosé¢ badana w pracach
Rajba (2011) [R6], oraz Ger i Nikodem (2011) [52]. Proponuje rowniez pewne uzyteczne narze-
dzia do otrzymywania i dowodzenia wielu postaci nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra
dla funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow, ktére uogolniaja wyniki Dragomira i inn. (2002)
[43]. Wyniki te sa stosowane do otrzymywania i dowodu nieréwnosci miedzy kwadraturami dla
funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow.

Minimalne funkcje kontrolne. Przypomnijmy definicje minimalnych funkcji kontrolnych ([R1],
Def. 2.2). Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta wypukta n-tego rzedu. Niech f bedzie postaci
=7 — 3, gdzie @7, ¢} sa obie funkcjami n-wypuklymi. Méwimy, ze 7 i @5 sa minimalnymi
n-wypuktymi funkcjami w reprezentacji funkcji f jako réznicy dwoch n-wypuklych funkeji (krocej
minimalnymi n-wypuktymi funkcjami, jezeli dla kazdych innych dwéch n-wypuktych funkeji ¢q i
o takich, ze f = @1 — 2, mamy, ze ¢1 — @] 1 Y2 — @5 sa obie n-wypukle. Méwimy, ze funkcja
kontrolna g*: (a,b) — R jest minimalna funkcjg kontrolng dla f, gdy

<A g () < AV (@),
n+1 n+1

AL @)

n+1

dla kazdej innej fukeji g: (a,b) — R, ktora jest funkcja kontrolna dla f i dla wszystkich x, y € (a, b)
takich ze z < y.

W pracy [R1] (Th. 2.3) dowodzimy, ze dla kazdej funkcji delta-wypuklej n-tego rzedu istnieje
minimalna funkcja kontrolna. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukla n-tego rzedu
z trojka (§,7(n), Qe) (£ € (a,b)) w reprezentacji catkowej (29). Rozpatrzmy rozklad Hahna-
Jordana miary znakowanej 7,y T(n) = T(Z) — T(:L). Miara var (T(,,L)) = T(’;) + T(:L) jest nazywana
wariacjq miary znakowanej 7). Niech ¢7: (a,b) = R, ¢3: (a,b) — R beda n-wypuktymi miarami
z trojkami (f,T(-;),Qg) i (g,r(;),o), odpowiednio, w reprezentacji catkowej funkcji n-wypukle;j.
Wtedy: f = o] — 3, ©] 1 ¢35 sa minimalnymi n-wypuktymi funkcjami oraz ¢* = ¢ + ¢35 jest
mnimalng funkcja kontrolng odpowiadajaca f.

W Twierdzeniach 2.4, 2.5 1 2.6 w [R1] podaje charakteryzacje funkcji kontrolnych i minimal-
nych funkcji kontrolnych w terminach znakowanych miar spektralnych odpowiadajacych funkcji
delta-wypuklej n-tego rzedu. Niech g: (a,b) — R bedzie funkcjg n-wypukta z miarg p,) w re-
prezentacji calkowej, i niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukla n-tego rzedu z miara
znakowangr(,) w reprezentacji calkowej. Wtedy

(i) nastepujace warunki sa rownowazne ([R1], Th. 2.4): (a) f jest kontrolowana przez g, (b)
Li(n) — Tny = 01 pgn) + Ty =0, (€) |70y | < pigmys (d) [f TV (2)] < gD (2) (@ € (a,b)) gdy f i
g sa obie klasy C"*! w (a,b),

(ii) nastepujace warunki sa rownowazne([R1], Th. 2.5)): (e) g jest minimalng funkcja kon-
trolng dla f, (f) var (7(n)) = fi(n), (8) |f(”+1)(x)} = gD (z) (z € (a,b)) gdy f i g sa obie klasy
C™1in (a,b), (h) g = g* z doktadnoécig do wielomianu stopnia co najwyzej n, gdzie g* jest
minimalna funkcja kontrolna, ktéra wprowadzilismy wyzej (|[R1], Th. 2.3).

(iii) jezeli g jest minimalng funkcjg kontrolng to (|[R1], Th. 2.6) |f("+1)(:17)| = ¢t (z) dla
z € (a,b) Xae.

Wzgledna delta-wypuklo$é n-tego rzedu. Przypomnijmy definicje wzglednej delta-wypuktosci
wyzszych rzedow ([R1], Def. 3.4). Niech f,h: (a,b) — R beda funkcjami delta-wypuklymi n-
tego rzedu z minimalnymi funkcjami kontrolnymi g} i g;, odpowiednio. Méwimy, ze f: (a,b) — R
jest delta-wypukta n-tego rzedu wzgledem h (krotko n-delta-wypukta wzgledem h), gdy
AV gi(2) > ALY gi(2)
n+1 n+1

dla wszystkich z,y € (a,b) takich ze z < y, i oznaczamy to przez f =4c, h. W pracy [R1]
podajemy charakteryzacje relacji wzglednej n-delta-wypuktosci ([R1], Th. 3.1), ktora jest dalej
stosowana w dowodzeniu wtasnosci silnej delta-wypuklosci n-tego rzedu.

Silna delta-wypuklosé¢ n-tego rzedu. W pracy [R1] wprowadzamy pojecie silnej delta-
wypuktosci wyzszych rzedow. Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie delta-wypukla funkcja
n-tego rzedu. Moéwimy, ze f jest silnie delta-wypuklq funkcjg n-tego rzedu z modutem c jesli
wszystkie funkcje kontrolne odpowiadajace funkcji f sa silnie n-wypukle z modutem ¢ ([R1],
Def. 3.8). W [R1] podajemy charakteryzacje silnej delta-wypuklosci n-tego rzedu, ktora jest
uogo6lnieniem chrakteryzacji silnej n-wypuktosci. Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie funkcja
delta-wypukla n-tego rzedu. Wtedy f jest funkcja silnie delta-wypukla n-tego rzedu z modutem
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c wtedy i tylko wtedy gdy |f("+1)(x)} > ¢, for z € (a,b) A ae. ([R1], Th. 3.6). Ponadto, jesli
f jest klasy C™*1 na (a,b), to f jest silnie delta-wypukta n-tego rzedu z modutem c wtedy i tylko
wtedy gdy |+ (z)| > ¢ dla wszystkich z € (a,b) ([R1], Cor. 3.3).

Nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuklych wyzszych
rzedéw. Nieréownosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi. Dajemy probabilistyczna
chrakteryzacje, delta-wypuktlosci, ktoéra jest uogédlnieniem probabilistycznej charakteryzacji wypu-
klodci. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja i niech g: (a,b) — R bedzie funkcja wypykta. Wtedy f
jest g-wypukle zdominowana (albo delta-wypukta z funkcja kontrolng g) wtedy i tylko wtedy gdy

[Ef(X) — f(EX)] < Eg(X) — g(EX)

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w (a, ) ([R1], Th. 4.1). Z powyzsze]j nier6w-
nosci otrzymujemy nieréwnosci typu Jensena dla funkeji delta-wypuktych ([R1], Rem. 4.1, Cor.
4.2). Podajemy uogoélnienie nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda dla funkeji g-wypukle zdomi-
nowanychdanych w pracy Dragomir i inn. (2002) [43]. Nastepujace twierdzenie ([R1], Th. 4.3)
dostarcza uzyteczne narzedzia do otrzymywania i dowodu nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-
Fejéra dla funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedéw. Niech n > 1. Niech g: I — R bedzie n-
wypukla funkcja i niech f: I — R bedzie funkcja, ktéra jest g-wypukle zdomonowana n-tego rzedu
(albo delta-wypukla n-tego rzedu z funkcja kontrolna g). Niech X i Y beda dwiema zmiennymi
losowymi o wartodciach w I takimi, ze E(X7—Y7) =0,j =1,2,...,n, S~ (Fx —Fy) = niostatnia
zmiana znaku funkcji Fx — Fy jest dodatnia. Wtedy |[Ef(Y) —Ef(X)| < Eg(Y) —Eg(X). Biorac
szczegoOlne przypadki zmiennych losowych XY, z powyzszego twierdzenia otrzymujemy ([R1],
Th. 4.4, Th. 4.5) nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuktych
wyzszych rzedow, ktore uogolniaja wyniki of Dragomir i inn. (2002) [43]. Jako zastosowanie
powyzszych wynikéw dowodzimy pewne nieréwnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi dla
fynkeji delta-wypuktych wyzszych rzedow([R1], Th. 5.1, Th. 5.2).

7. Pewne relacje wzglednej wypuklosci

Wiele wynikéw o relacjach wzglednej wypuktosci mozna znalezé¢, miedzy innymi, w pracach
[32, 45, 143, 144, 158, 93, 10, 166, 154, 155, 158, 92, 93, 172]. W pracy |R3|, badam
dwa typy relacji wzglednej wypuklosci funkcji f i g. Mowimy, ze f jest wypukla wzgledem g w
sensie Palmera (2002,2003) [154, 155], jesli f jest postaci f = h(g), gdzie h jest funkcja Scisle
rosngcy i wypukla, i oznaczamy to przez f>-(1)g. Podobnie, gdy f jest wypukla wzgledem g w
sensie badanym w pracy Rajba (2011)[R6], tzn. gdy funkcja f — g jest wypuktla, to oznaczamy
to przez f-(3)g9. Realacja wzglednej wypuklosci > (9) funkcji f wzgledem funkcji g(z) = cx?
oznacza zwykly silna wypuklosé funkeji f. Analizuje zwiazki pomiedzy tymi dwoma rodzajami
wzglednej wypuktlosci. Charakteryzuje je w terminach pochodnych jednostronnych funkeji f i g,
jak roéwniez pochodnych dystrybucyjnych, bez zadnych dodatkowych zalozen o dwukrotnej réz-
niczkowallnosci funkcji. Otrzymuje réwniez probabilistyczne charakteryzacje. Podaje uogélnienia
silnej wypuklodci funkcji i otrzymuje pewne nieréwnosci typu Jensena.

Kryteria rozniczkowe. Nastepujace twierdzenia([R3], Th. 2.7) daje rownowazne kryterium,
ktore jest uzytecznedo dowodzenia wlasnosci wzglednej wypuklosci (1) bez odwolywania si¢ do
funkcji h. Niech f,g: I — R beda funkcjami. Wtedy f>(1)g gdy istnieje funkcja A: I — [0, 00)
taka, ze

a) A(z) # 0 dla kazdego = € I takiego ze g(x) € int(g(I)),

(30) b)  fly) = f(z) = A=)(9(y) — g(x)) dla wszystkich 2,y € I.

Ponadto, A\(z) € 0h(g(x)), dla kazdego x € I, gdzie h rosnaca wypukla funkcja, taka ze f = h(g).

Zauwazmy, ze jako funkcja A(x) moze byé wzieta A\(z) = g#gi;, dla kazdego x € I dla ktorego
e
gr(z) #0 (lub A(z) = g{;gg, gdy g7 (x) #0). Jezeli f i g sa dukrotnie rézniczkowalne na (a,b),

to (R3], Prop. 2.9)

) o g"(x)

[f(@)] 7 g’ (@)

W nastepnym twierdzeniu ([R3], Th. 2.10) podajemy kryterium dla f>~)g w terminach po-
chodnych dystrybucyjnych drugiego rzedu, bez zadnych dodatkowych warunkéw o dwukrotnej
rozniczkowalnoéci f i g. Niech f,g: I — R bedg funkcjami wypuklymi. Wtedy f>()g wtedy i
tylko wtedy gdy nastepujace warunki sg spetnione:

f=)g wtedy i tylko wtedy gdy
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(i) istnieje funkcja h: g(I) — R taka,ze f = h(g),

(ii) gfl?gg > 0, dla kazdego = € I takiego, ze gi(x) # 0,
R

(iii) f"(z) > gégi;g”(x), gdy gr(z) # 0, gdzie f"(x),¢"(z) oznaczaja tutaj pochodne dystrybu-
R
cyjne drugiego rzedu .

Podajemy kontrprzyktady (([R3], Ex. 2.11)), , ktore pokazuja, ze wymienione wyzej warunki
(i), (ii) and (iii) sa konieczne.

Dowodzimy uzyteczne wlasnosci funkcji f i g dla ktérych istnieje funkcja h taka, ze f = h(g)
(R3], Ex. 2.12, Cor. 2.13, Ex. 2.14, Lem. 2.15, Lem. 2.16, Lem. 2.17). Poda-
jemy charakteryzacj¢ wzglednej wypuktosci (o). Niech f,g: I — R beda funkcjami wypuklymi.
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

i) f=29
(il) f"” = ¢", gdzie f”,¢" oznaczaja tu pochodne dystrybucyjne,
(iii) Istnieje funkcja A: I — R taka, ze f(y) — f(z) = Mz)(y—z), Va,y € 1,1 X(x) € O(f — g)(x),
Vr e I,
(iv) f(y) — f(2) = (fr(z) — gr(@)(y — 2), Vz,y € I,
(V) f(y) = f(z) = (f'(y) = f'(2)(y —x), Yo,y € I, gdy [ 1 g sg rézniczkowalne,
(vi) f"(x) = ¢"(x), Yz € I, gdy f i g sa dwukrotnie rézniczkowalne.
Badamy zwigzki pomiedzy relacjami =1y i =(2) ([R3], Ex. 2.20, Th. 2.21, Rem. 2.22, Ex.
2.23, Th. 2.24, Ex. 2.25, Ex. 2.26).

Probabilistyczne charakteryzacje. Podajemy probabilistyczng charakteryzacje relacji = o)
([R3], Prop. 3.2). Niech f,g: I — R beda funkcjami wypuktymi. Wtedy f>~(2)g wtedy i tylko
wtedy gdy

(31) Ef(X) - f(EX) > Eg(X) — g(EX)),

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I. Rowno$é¢ (31) oznacza, ze Jensen gap
funkcji f jest niemniejszy niz Jensen gap funkcji g. Podajemy probabilistyczna charakteryzacje
relacji =) ([R3]|, Th. 3.3). Niech f,g: I — R beda funkcjami wypuktymi takimi, ze f>)g.
Wtedy istnieje funkcja A: I — [0, 00) taka, ze

(32) Ef(X) - f(EX) > MEX)(Eg(X) — g(EX)),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto$ciach w I. Podajemy kontrprzyktady, ktére po-
kazuja ze warunek (32) nie jest wystarczajacy. Podajemy réwniez nastepujaca charakteryzacje
relacji =1y ([R3], Th. 3.5). Niech f,g: I — R beda funkcjami wypuklymi takimi, 7e f>)g.
Wtedy

fR(EX)
(33) [Ef(X) = f(EX)] > mwg(?@ - 9(EX)],

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I, takich ze g (EX) # 0. Mozna zauwazy¢,
ze warunek (33) moze byé przepisany w postaci

1
|fR(EX)]

¢, takich ze giR(EX) # 0 and fr(EX) # 0. Podajemy nieréwnosci typu Jensena dla relacji
wzglednej wypuktosci (1) and >(5) (|[R3], Cor. 3.7, Cor. 3.8, Cor. 3.9).

(34) [Ef(X) = f(EX)] >

> e o) —9(EX))

Pewne silne wypuktosci. W pracy [R3| definiuje silng wypuklod¢ wzgledem relacji = ;) (i =
1,2). Méwimy, ze funkcja f: I — R jest silnie wypukla (z modutem ¢ > 0) wzgledem relacji > ;)
(i = 1,2) (lub krocej f jest silnie wypukta wzgledem > ;)) jesli f>(i)cx2 ([R3], Def. 4.1). Wtedy
silna wypukloé¢ wzgledem = () jest zwykla silng wypuktodcig. Przypomnijmy probabilistyczng
charakteryzacje silnej wypuktosci podana w pracy [P21]. Funkcja f: I — R jest silnie wypukla
(z modutem ¢ > 0) wtedy i tylko wtedy gdy

(35) Ef(X) - f(EX) > cD*(X),

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I. Niero6wnos$¢ (35) oznacza, ze Jensen gap
funkcji f jest niemniejszy niz wariancja zmiennej losowej X pomnozona przez c. W nastepuja-
cym twierdzeniu (R3], Th. 4.5) podajemy probabilistyczna charakteryzacje silnej wypuklosci
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wzgledem relacji ;). Niech f: I — R bedzie funkcja wypukla i niech ¢ > 0. Jezeli f jest silnie
wypukla wzgledem (1) (z modutem c), to

/ D*(X)

(36) EF(X) ~ J(EX) > fu(BX) 012,

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I, takich ze FX # 0. Zauwazmy, ze
D?(X)/EX jest stosunkiem wariancja do warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej X (VMR(X)).
Nier6wnosc¢ (36) oznacza, ze Jensen gap funkcji f jest nie mniejszy, niz potowa stosunku wariancja
do wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X pomnozonego przez fn(EX). Zauwazmy, ze prawa
strona (36) jest niezalezna od modutu c. Biorac szczegélne przypadki rozktadow zmiennej losowej
X, z nier6wnosci (36) otrzymujemy nieréwnosci typu Jensena dla silnej wypuklosci wzgledem
relacji (1) ([R3], Cor. 4.6, Cor. 4.7).







ROZDZIAtL 2

Funkcje n-Jensen-wypukle oraz n-Wright-wypukle

1. n-Wright-wypuklosé implikuje n-Jensen-wypuklosé
Przypomnijmy, ze f : R — R jest n—Wright—wypukta, gdy
(37) Apyihgr f(2) 20

dla wszystkich z € R i hy,...,hyy1 > 0. Oczywiscie, biorac wyzej hy = --- = h41 = h, otrzy-
mujemy AZ“f(x) > 0, co oznacza, ze kazda n—Wright wypukta funkcja jest n—Jensen wypukta.

2. Jensen-wypuklosé implikuje Wright-wypuklosé

Powstaje naturalne pytanie, czy odwrotna implikacja jest prawdziwa, tzn., czy n—Jensen—
wypukte funkcje sy rowniez n—Wright—wypukte. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywng od-
powiedz. Mianowicie, funkcja f : R — R dana wzorem f(x) = |a(z)|, gdzie a : R — R jest
nieciagla addytywna funkcja jest Jensen—wypukta i nie jest Wright—-wypukta (patrz [147]). Rze-
czywiscie, ze znanego twierdzenia Ng’ego o reprezentacji (patrz. [141]) wiemy, ze jezeli funkcja
jest Wright—wypuktla, to jest ona suma funkcji addytywnej i wypuktej. Gdyby f byta Wright-
wypukta, to wtedy albo f musialaby by¢ ciagla albo jej wykres bylby gesty na catej ptaszczyznie
(patrz np. [96]). Ale ani f nie jest ciagla, ani wykres f nie jest gesty na calej ptaszczyznie. Stad
f nie jest Wright-wypukta.

Funkcje Wright—wypukle wyzszych rzedow badane sa w wielu pracach [53, 54, 118], ale
w zadnej z nich (przed nasza praca) nie byl rozwazany przedstawiony wyzej problem. W pracy
[R5] podajemy negatywna odpowiedz dla n naturalnych nieparzystych.

3. n-Jensen-wypuklosé

Przypomnijmy, ze dla € R mamy x;, = max{z,0} = %‘z‘

nastepujacy lemat.

iz% = (r4)". Nietrudno pokazac

LEMAT 1. Niechn € N, ¢ > 0. Funkcja ¢ : R — R given by p(x) = cx’} jest n—Jensen—wypukia.
W pracy [R5] dowodzimy ogoélniejsze twierdzenie, dla funkeji addytywnych.

TWIERDZENIE 2. ([R5], Cor. 2.2) Jezeli a : R — R jest funkcja addytywna i n jest naturalng
liczbg nieparzystg, to f(x) = a(x)} jest n—Jensen—wypukta.

4. Funkcja, ktora jest n-Jensen-wypukla i nie jest n-Wright-wypukla

W pracy [R5] wykorzystujemy funkcje addytywne skonstruowane w oparciu o baze Hamela.
Wiadomo, ze funkcja addytywna a : R — R jest jednoznacznie wyznaczona przez jej wartosci na
bazie Hamela (patrz np [96]). W ponizszym twierdzeniu podajemy przyktad funkcji, ktora jest
n-Jensen wypukla, ale nie jest n-Wright wypuktla. Jest to jeden z gtéwnych wynikéw rozprawy.

TWwIERDZENIE 3. ([R5], Th. 2.3) Niech n bedzie naturalng liczba naturalng i niech H C R bedzie
bazq Hamela, takq Ze hi,...,hpy1 € H sq dodatnie. Niech a : R — R bedzie addytywng funkcjqg,
takg ze

a(hl) = _17 a(hQ) == a’(hn-l-l) =1.
Wtedy funkcja f : R — R zdefiniowana wzorem
(38) f(@) = (a(x))’,

jest n—Jensen—wypukta i nie jest n—Wright—wypukia.

21
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f jest n—Jensen wypukla. 7 twierdzenia 2 funkcja f jest n—Jensen wypukia.

f nie jest n-Wright-wypukla. Zeby udowodnié, ze f nie jest n-Wright-wypukla, wystarczy
sprawdzi¢, ze Ap, .. ., f(0) = —1 (patrz (10)). Jakkolwiek to zadanie nie jest trywialne. Wymaga
to wprowadzenia nowych narzedzi i jest raczej dtugie.

5. Dwa przypadki szczegdlne

Przypadek n = 3. Jak juz o tym wspomnielismy, dowod Twierdzenia 3 jest trudny. Zeby
zilustrowa¢ zagadnienie, najpierw przedstawimy prostszy dowod w szczegélnym przypadku n = 3.

Wezmy baze Hamela H taka, ze hi, ho,hs,hy € H sa dodatnie. Niech a : R — R qume
addytywng funkcja, taka ze a(hy) = —1, a(he) = a(hs) = a(hs) = 1. Niech f(z) = (a(z )) Na
podstawie Twierdzenia 2,'funkcja f R — R jest 3-Jensen—wypukta. Chcemy pokazaé, ze f nie
jest 3-Wright—wypukla. Zeby to udowodni¢, wystarczy sprawdzi¢, ze Ap pongn, f(0) = —1 <0,
wtedy nier6wno$é¢ (37) nie zachodzitaby dla n = 3. Mamy

PO+ ha + by + hs + ha) = (a(0) + a(hn) + a(ha) + a(hs) + a(hs)) = 8.
Podobnie
f(0+h1+h2+h3) Zf(0+h1+h2+h4) = f(04+hy+ hs+ hy
f(O+ he + hs + hy —27

( )=

( )
F(O+hy+ho) = f(O+h1+h3) = fO+hy +hy) =0,

)= )=

)=

)=

f(0+h2+h3)=f(0+h2+h4 f(0+h3+h4 8,
(O+h1 O7

f(O+h2) = f(0+h3) = f(0+ hy ,

£0) = 0.

Wtedy otrzymujemy
Ah1h2h3h4f( x) = f(0+ hy + ha + hg + hy)

— [f(O+ Ry + ha + h3) + f(0+ hy + ho + hy)
+ f(0+ hy + hg + ha) + f(O+ ho + h3 + hy)]

+ [f(0+ h1 4 h2) + f(O+ hy + hg) + f(0+ hy + hy)
+ O+ ha + h3) + O+ ha + ha) + f(O+ hy + ha)]

— [fO+h1) + F(O+ha) + f(O+ h3) + f(O+ ha)]

+f(0)=8-30+24-3+0=—1.

Podobny dowod powtorzylismy dla n € {5,7,9,11}, chociaz obliczenia byly przeprowadzone przy
pomocy komputera.

Przypadek n = 2. Przeprowadzimy teraz dyskusje przypadku n = 2, zeby przekonaé sie, ze
w przypadku n parzystych nasz problem nie jest latwy do rozwigzania. Doktadniej chcemy po-
rownaé klase 2—Jensen—wypuktych funkcji z klasa 2-Wright—wypuktych funkc;ji.

By¢ moze funkcja f : R — R danej wzorem f(z) = |Q(x)l|, gdzie funkcja @ : R — R spelnia
rownanie funkcyjne kwadratowe

(39) Qx+y)+Qz —y) = 2Q(z) + 2Q(y),

mogtaby by¢ dobrym przykladem funkcji 2—-Jensen—wypuklej, ktora nie jest 2-Wright—wypukla.
Niestety, taka funkcja f moze nie byé¢ 2-Jensen-wypukta. Zeby sie o tym przekona¢ wezmy baze
Hamela H zawierajaca wektory 1, v/2 i v/2. Nastepnie rozpatrzmy funkcje addytywna a : R — R
zdefiniowang na H réwno$ciami a(1) = —9, a(v/2) = 4 oraz a(h) = 0dla h € H\ {1,v2}. Wtedy
funkcja Q(z) = a(z?) spetia réwnanie kwadratowe (39). Ostatecznie, dlaz =1, h = v/2—1>0
mamy Q(z) = -9, Q(x + h) =4, Q(x +2h) =7, Q(x + 3h) = 0, zatem

Ajf(2) = A}1Q(x)] = |Q(z + 3h)| = 3|Q(z + 2h)| + 3|Q(x + h)| — |Q(x)] = ~18 <0,
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co, zgodnie z (9), dowodzi, ze f nie moze by¢ 2-Jensen—wypukia.

Majac na wzgledzie Twierdzenie 3, mozna byloby oczekiwaé, ze funkcja f(x) = (a(m))j_

(dla odpowiednio wybranej funkcji @ : R — R) mogtaby by¢ dobrym przyktadem funkcji 2—
Jensen—wypuktej, ktora nie jest 2-Wright—wypukta. Jakkolwiek, takie funkcje nie sg 2—Jensen—
wypukle dla dowolnej nieciaglej addytywnej a i dla dowolnej funkcji postaci a(z) = cx z ¢ < 0, co
pokazujemy nizej. Jezeli a(x) = cx 7 pewnym ¢ > 0, to f jest ciagla, f jest 2-Jensen—wypukla.
stad, z ciaglosci, otrzymujemy, ze f jest rowniez 2-Wright—-wypukta (patrz [96, Theorem 15.7.1]),
zatem nie jest ona dobrym kandydatem dla naszego przyktadu.

STWIERDZENIE 4. ([R5], Prop. 3.1) Jezeli a : R — R jest nieciggtq addytywng funkcjq, to
2
flx) = (a(ar;))Jr nie jest 2—Jensen—wypukta.

DowOD. Poniewaz a jest nieciagta addytywna, to jej wykres jest gesty na calej ptaszczyznie
(patrz np. [96]). Wtedy w otoczeniu punktu (0, 1) istnieje punkt (:E,a(:c)), taki ze

(40) 09 <a(zr)<1.1.
Podobnie, w otoczeniu punktu (1, —2) istnieje punkt (h, a(h)) z h > 0 taki ze
—2.1<a(h)<—19.
Zatem
—5.4 < a(z + 3h) = a(z) + 3a(h) < 4.6 = (a(z +3h)), =0,
—-3.3 < a(x + 2h) = a(z) + 2a(h) < —2.7 = (a(z + 2h) ) =0,
—12<a(z+h)=(z)+a(h) < -08 = (a(z+h)), =

Z (40) otrzymujemy (a(z)), = a(x) > 0, stad, na podstawie f(z) = (a(x))i,

.
AL F(x) = f(z+3h) — 3f(x +2h) +3f(x + h) — f(x) = —(af

czyli nierownosé (9) nie zachodzi dla n = 2 i dla pewnych z € Ri h > 0. d

5]
~
~—
[\v]
A
=

STWIERDZENIE 5. ([R5], Prop. 3.2) Jezeli a(x) = cx dla pewnego ¢ > 0, to f(x) = (a(:v))?|r Jest
2—Jensen—convez.

STWIERDZENIE 6. ([R5], Prop. 3.3) Jezeli a(x) = cx dla pewnego ¢ < 0, to f(x) = (a(x))2 nie

+
jest 2—Jensen—wypukta.

6. Dow6d Twierdzenia 3

W pracy [R5] podaje nowe narzedzia z teorii miary i stosuje je do dowodu, ze funkcja f
zdefiniowana w Twierdzeniu 3 nie jest n—Wright—wypukla. Zgodnie z nasza najlepsza wiedza,
przy badaniu tego typu funkcji, takie podejscie nie bylo dotychczas stosowane.

Operatory Jn, Jhih,...h,- Niech .#(R) bedzie zbiorem wszystkich miar borelowskich v na
AB(R), takich ze v((—oco x)) < 00, © € R. Niech v € .#(R). Definiuje

Twv(B ZThVB, h>0, Be AR),

gdzie 70v(B) = v(B), 77 (B) = 7, (m]v) (B).
STWIERDZENIE 7. ([R5], Prop. 4.2) Niech pn € .#(R) i h > 0.

1. Jezeli

(41) Vip =0,
to istnieje v € A (R) taka, Ze p ma postaé

(42) p=Jnv.
Ponadto, miara v jest jedyna i jest ona postaci

(43) v=Vip.

2. Jezeli p jest postaci (42) z v € # (R), wtedy warunki (41) i (43) zachodzq.
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Dlav e #(R)ihy,...,h, >0 oznaczamy Jh,py.. b,V = Thy Thy - - - Tn, V. Jako konsekwencje
Stwierdzenia 7 otrzymujemy
STWIERDZENIE 8. ([R5], Prop. 4.3) Niech hy,...,h, > 0.
(a) Jezeli v € # (R) spetnia warunek Jp,. p,v € #(R), to Vhl,,,hn(jhl,__hnl/) = .
(b) Jezeli u € #(R) spetnia warunek Vi, p, p =0, t0 Tny . h, (Vhl___hn ,u) = u.
Przygotowania do szkicu dowodu Twierdzenia 3. Ustalmy n € N i rozwazmy baze
Hamela H C R taka, ze hi,...,h,+1 € H sa dodatnie. Zachowujemy te konwencje do konca
dowodu tego twierdzenia. Definiujemy miary 1, ..., tinr1 € 4 (R) wzorem
(44) /’Li:jhl...h,L+16hi7 izl?"'an—’_la

gdzie J, jest miarag probabilistyczng skupiong w punkcie . Dalej, definiujemy miare znakowang,
u jako

(45) H=po e g —
Elementy hi, ..., hyt1, jako elementy bazy Hamela sa niewspotmierne, i nietrudno jest sprawdzic,
ze zachodza wzory
o0
(46) Hi = Z 6h¢+j1h1+"'+jn,+1hn+1 ) 1= 1,,7’l+1

J1yesdn+1=0
Nastepnie rozwazamy zbiory A, Ay, ..., An,+1 C R zdefiniowane jako

n+1
Ai_{hﬁZajhj g5 €4{0,1}, j_l,...,n+1}, i=1,....n+1,
=1
=
A=A U---UAp41.
Bedziemy uzywa¢ oznaczenia p(z) = p({z}).

TwIERDZENIE 9. ([R5], Th. 4.5) Niech f: R — R bedzie zdefiniowana jok w Twierdzeniu 3 i p
bedzie miarg znakowang dang przez (45). Wtedy

(47) f@)=(p+6p)"(x) dla kazdego xz € A.
W szczegdlnosci,
(48) V... hnta f(hl +oet hn+1) = V... hn+1(M + 6h1)n(h1 + 4+ hn+1) :

Twierdzenie 9 pozwala nam pracowaé z miarami zamiast oryginalnej funkcji f. Nizej podajemy
trzy uzyteczne wzory.

Lemar 10. ([R5], Lem. 4.6) Niech = ps + -+ + pint1 — 1 bedzie miarg znakowang dang
wzorem (45). Wtedy

(49) (4 0n)" () = ()" = (=1)"6, (v) dla kazdego x € A,
(50) Vi oohngs (P14 4 hy1))" =0,
(51) Vo b Oy (b1 + 4 hpgr) = (=1)".

Szkic konicowego kroku dowodu Twierdzenia 3.
Przypomnijmy, ze rozwazaliSmy nieparzyste n € N i ze mieliSmy wybrana baze Hamela H C R
taka, ze h1,...,hn41 € H byly dodatnie. Zdefiniowalismy funkcje addytywna a : R — R taka,
e a(l) = =11 a(hy) = --- = a(hpt1) = 1 oraz funkeje f : R = R jako f(z) = (a(z)).
Pokazalisémy, ze f jest n—Jensen—wypukta. Pozostalo do udowodnienia, ze f nie jest n—Wright—
wypukla. Zeby to pokaza¢ wystarczy sprawdzié, ze Ay, p.., f(0) = —1. Z (8) jest to rtéwnowazne

réownosci Vi, . n,y f(h1+ -+ hng1) = —1. Uzywajac (48) — (51) otrzymujemy
Vit f(hr+ -4 hng1) = Vi h (0 00,) " (ha + -+ 4 hpy1)
=Vhi. hpis ((M(h1 +o 4 hn+1))n —(=1)"6p, (1 + -+ hn+1))
=V hps (PRt + -+ hng1) " 4 Vi oy Oy (1 + -+ 4 Bpg) = =1,

co koniczy dowod. [l



ROZDZIAL 3

Funkcje n-wypukle

W tym rozdziale, w Czesci 1 podaje catkowa reprezentacje n-wypuktlej funkcji f bez zadnych
dodatkowych zalozen o f. Jest ona nastepnie stosowana do dalszego badania n-wypuktosci, do
charakteryzacji silnej n-wypuktosci, n-Wright-wypuklosci, i wzglednej n-wypuktosci funkcji, mie-
dzy innymi. Roéwniez wykorzystuje te reprezentacje do badania wlasnosci typu podparciowego
funkcji n-wypuktych.

W Czesci 2, dowodze, ze n-wypukla funkcja moze byé¢ przedstawiona w postaci sumy dwoch
(n + 1)-krotnie monotonicznych funkcji i wielomianu stopnia co najwyzej n. Ten wynik jest
odpowiednikiem charakteryzacji funkcji wypuktej podanej przez Robertsa i Varberga w [172]).
Uzywajac tego rozktadu otrzymuje nowy rozklad funkcji n-Wright-wypuklej, co uogélnia wyniki
Maksy i Palesa [118].

W Czesci 3, definiuje i badam wzgledna n-wypuklosé funkcji n-wypuktych. Wzgledna n-
wypukto$¢ indukuje czesciowy porzadek w zbiorze funkcji n-wypuktych. Definiuje miare n-wypu-
ktosci funkcji n-wypuklej f uzywajac n-spektralnych miar wystepujacych w jej reprezentacji cal-
kowej. Podaje charakteryzacje wzglednej n-wypuklosci w terminach miar n-wypuktosci, uzywa-
jac pochodnych dystrybucyjnych n-tego rzedu jak rowniez w terminologii pochodnych Radona-
Nikodyma. Uzywajac rozktadu Lebesgue’a miar n-spektralnych odpowiadajacych funkcji n-wypu-
ktej f, rozwazam odpowiedni rozktad funkcji f. Rozktad ten jest stosowany do uzyskania uzytecz-
nej charakteryzacji wzglednej n-wypuklosci.

W Czesci 4, definiuje i badam pojecie silnej n-wypuktosci, ktére unogdlnia pojecie silnej wypu-
ktosci. Wiemy, ze silna wypuklosé moze byé scharakteryzowana w terminach drugiej pochodnej
f"(z) dla funkcji f dwukrotnie rézniczkowalnej. Ja podaje charakteryzacje silnej n-wypuktosci
funkcji n-wypuktej f w terminach wtasnosci f(”H)(z) prawie wszedzie wzgledem miary Lebes-
gue’a (f(**+1(x) istnieje prawie wszedzie dla n-wypuklej funkeji f), bez dodatkowych zalozeri o
rozniczko walnodci funkcji f.

W Czesci 5, dowodze, ze dla kazdych dwoch n-wypuklych funkcji f and g, takich, ze f jest
n-wypukla wzgledem g, funkcja g jest podparciem dla f, w sensie zdefiniowanym przez Waso-
wicza [217], z doktadnoscia do wielomianu stopnia co najwyzej n. Jest to uogélnienie wynikéw
Wasowicza [217].

1. Reprezentacja catkowa
W [R6] podaje nastepujaca reprezentacje funkcji n-wypuklej f.
TwiErRDZENIE 11. ([R6], Th. 2.9, Th. 2.10) Niech f: (a,b) — R bedzie n-wypuktq funkcjq.
a) Dla kazdego £ € (a,b), funkcja f ma reprezentacje

u)]

wl =l (o~
@) g = [ T e @+ [ S e )+ Qcte),

dla wszystkich © € (a,b), gdzie

pme—(du) = d[f™ (u) — F™(E+)],

Hnyes (du) = d[f" () — f(E4)] 4,

Ponadto, miara p,) dana wzorem
(54) By (du) = gl (du) = iy (du) + pnye s (du) = df ™ (u)
Jest niezalezna od wyboru §. Bedziemy nazywac i,y n-spektralng miarg odpowiadajgcq f.

25
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b) Jezeli lim, oy £ () = f)(a+) = « jest skoticzona, to f(z) (x € (a,b)) moze byé przedsta-
wiona w postaci

b T — )"
(55) f@ = [ ) + Qo)
gdzie iinyas (du) = dLf™) (u) — ], Q(x) € Th,.
¢) Jezeli lim,_,_ ) (z) = f()(b=) = S jest skoticzona, to f(z) (x € (a,b)) moze byé przedsta-
wiona w postaci

n

b —(x—u
(56) f@ = [ oy ZE B ) + Qule),

n!

gdzie pinyp—(du) = d[f(")(u) - Bl-, Qp(z) € IL,.
Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne.

TWIERDZENIE 12. ([R6], Th. 2.9, Th. 2.10)

a) Jezeli funkcja f(x) (z € (a,b)) dana jest wzorem (54), gdzie Q¢ € 11, i ) ((c,d)) < oo dla
wszystkich a < ¢ < d < b, to f jest n-wypukta.

b) Jezeli funkcja f(x) (x € (a,b)) dana jest wzorem (55), gdzie Qq(x) € II,, i pny((a,d)) < oo
dla wszystkich a < d < b, to f jest n-wypukta.

c) Jezeli funkcja f(z) (x € (a,b)) dana jest wzorem (56), gdzie Qp(x) € I, i pny((c, b)) < oo dla
wszystkich a < ¢ < b, to f jest n-wypukia.

2. n-wypuklosé i wielokrotna monotonicznosé

7 Twierdzenia 11 o reprezentacji funkcji n-wypuklej f, oraz bioragc pod uwage wzory na repre-
zentacje funkcji (n+ 1)-krotnie monotonicznej nierosnacej i niemalejacej, (16) i (15), odpowiednio,
otrzymujemy, ze f moze byé¢ reprezentowana jako suma dwoch funkeji (n + 1)-krotnie monoto-
nicznej nierosnacej i niemalejacej, oraz wielomianu stopnia co najwyzej n. Ten wynik uogélnia
znane twierdzenie o reprezentacji funkcji wypuklej jako sumy pewnych dwoéch funkcji nierosnacej
i niemalejacej, i wielomianu stopnia co najwyzej 1, podanego przez Robertsa i Varberga w [172]).
Niech M,41)4+((a,b)) i M(p41)-((a,b)) beda klasami funkcji (n + 1)-krotnie monotonicznych
niemalejacych oraz nierosnacych na (a,b), odpowiednio.

TwierDZENIE 13. ([R6], Th. 3.2) Niechn > 1, a < £ < b i niech f: (a,b) - R. Wiedy f jest
n-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy [ jest postaci

f(x) = My(z) + Ma(x) + Q(x),
gdzie (—1)" "' My () € M(ni1)-((a,§)), Ma(x) € M(ny1y4((§,0)), Mi(x) + My(z) jest ciggta na
(a,b) oraz Q(x) € 11,,.

Przy badaniu nieréwnosci (9), funkcje, ktore speliaja (9) z rownosdcia odgrywaja duza role
przy badaniu nieréwnosci (patrz [96]). Dla n € N, funkcja P: R — R jest nazywana funkcjg
wielomianowq stopnia co najwyzej n, gdy spelnia ona réwnanie Frécheta , tzn. jesli

(A" P(z) =0 (h,r €R).
Wielomiany sa dokladnie ciagltymi funkcjami wielomianowymi, jakkolwiek w terminach baz Ha-
mela mozna skonstruowac funkcje wielomianowe nieciagte [96]). Maksa and Péles [118] udowod-

nili, ze kazda funkcja n-Wright-wypukla moze by¢ reprezentowana jako suma funkcji n-wypuktej
i funkcji wielomianowe;j.

STWIERDZENTE 14. ([118]) Niech n > 14 f: (a,b) — R. Wtedy f jest n-Wright-wypuktq funkcjq
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

(57) f(z) = C(z) + P(z) (€ (a,b)),

gdzie C: (a,b) — R jest ciggla n-wypukla i P: R — R jest funkcjq wielomianowq stopnia co
najwyzej n z P(Q) = {0}. Przy dodatkowym zatozeniu P(Q) = 0, rozktad (57) jest jedyny.

7 Twierdzenia 13 i Stwierdzenia 14 otrzymujemy nastepujacy rozktad funkcji n-Wright-wypukle;j.
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TWwIERDZENIE 15. ([R6], Theorem 3.6) Niechn > 1, a <& <b i f: (a,b) = R. Wiedy f jest
n-Wright-wypukta wiedy i tylko wtedy, gdy
f(z) = Mi(z) + Ma(z) + Q(z) + P(x),

gdzie (—1)"1 M, (x) jest (n + 1)-krotnie monotoniczna niemalejgca na (a, &), Mo (z) jest (n+1)-
krotnie monotoniczna nierosngea na (€,b), My(x) + Ma(x) jest cigglta na(a,b), Q(x) jest wielo-
mianem stopnia co najwyzej n (jak w Twierdzeniu 13) i P(x) jest funkcjq wielomianowq stopnia
€O Najwyzej n.

3. Wzgledna n-wypuklosé

Niech g: (a,b) — R bedzie n-wypukla funkcja. Mowimy, ze funkcja f: (a,b) — R jest n-
wypukta wzgledem g, gdy f — g jest n-wypukla, i oznaczamy to jako f >, g.

Wzgledna n-wypukto$é zdefiniowana wyzej jest uogolnieniem wzglednej wypuktosci badanej
w pracy Karlina i Studdena [93] (dla n = 1) (patrz rowniez [32], [63], [155], [158]).

Gdy f jest n-wypukla wzgledem g, to obie funkcje f—g1i g sa n-wypukte. Piszac f = g+(f—g),
otrzymujemy, ze f tez musi by¢ n-wypukta. Funkcje f: (a,b) — R i g: (a,b) — R, ktore sa
niemalejace i nierosnace na tych samych przedziatach nazywaja sie izotoniczne, lub méwimy, ze
sa elementami tej samej izotonicznej klasy.

TwIERDZENIE 16. ([R6], Th. 4.3)

f =n g wtedy i tylko wtedy, gdy u{n) > ui]n).

Na podstawie Twierdzenia 16, miara u{n) moze by¢ uwazana jako miara n-wypuktosci funkcji
f (lub krocej miara n-wypuktosci). Bedziemy mowié, ze funkcje f, g: (a,b) — R sa rowne modulo
II,,, albo Ze sa elementami tej samej modulo I1,, klasy, gdy r6znia sie o wielomian @ € II,,. Relacja
modulo II,, jest relacja réwnowaznosci i stad definiuje klasy réwnowaznosci. Dla n-wypuklej
fig:(ab) — R, ktore sa elementami tej samej modulo II, klasy otrzymujemy, ze f(™(x)
i g(™ (x) r67nig sie na (a,b) o staly. Stad, na podstawie Twierdzenia 11, otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

TwIERDZENIE 17. (J[R6], Th. 4.4)
f=g(modl1l,) wtedy i tylko wtedy, gdy u{n) = u’(]n).
Relacja wzglednej n-wypuklosci indukuje czesciowy porzadek.

TwIERDZENIE 18. ([R6], Th. 4.5) Relacja wzglednej n-wypuktosci indukuje czesciowy porzqdek
na modulo 11, klasach réwnowaznosci funkcji n-wypuktych.

Jako prosty przyktad zastosowania Twierdzenia 11 mozna udowodnié nastepujace twierdzenie.
Oznaczamy przez du/dv = ¢ pochodna Radona-Nikodyma miary p wzgledem miary v (patrz
[175]).

TwIERDZENIE 19. ([R6], Th. 4.6) Niech f,g: (a,b) — R bedg n-wypukte. Wtedy
a) istnieje funkcja n-wypukta f,.., taka Ze
Jmaz Zn [ frmae Zn 9,
i dla kazdej n-wypuktej funkcji h
(hzn fih=ng) = h=n fmas
b) istnieje funkcja n-wypukta frin, taka Ze
[ =0 fmins 9 Zn fmin,
i dla kazdej n-wypuktej funkcji h
(f =n h and g =y h) = finin =n h,

c) gdy f =, g i f # g(mod 11,), to istnieje funkcja n-wypukta w, taka Ze f # w (mod I1,),
g #w (modIl,) i

frmnw=ng
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Z twierdzenia Lebesgue’a o rozkladzie miary i o rozkladzie miary singularnej, kazda o-skoniczona
miara g moze by¢ przedstawiona w postaci sumy miary absolutnie ciaglej (wzgledem miary Le-
besgue’a), singularnej ciaglej oraz dyskretnej, tzn.

W= Heont T Hsing T Hpp,

gdzie ficons jest absolutnie ciagla, pising jest singularna ciagta i p,, czysto punktowa (miara dys-
kretna, patrz Royden [175]). Miary te sa wyznaczone jednoznacznie.

Rozktad miary n-spektralnej u{n) w postaci sumy miary absolutnie ciaglej, singularnej ciagtej
oraz dyskretnej, implikuje analogiczne rozktad n-wypuktej funkcji f.

TwiERDZENIE 20. ([R6], Th. 4.8) Kazda n-wypukta funkcja [ z miarqg n-spektralng u{n) moze
byé przedstawiona w postaci sumy

(58) f = fcont + fsing + fpp7

gdzie feont, fsing and fp, odpowiadajq absolutnie ciggtej, singularnej ciggtej oraz dyskretnej czesci
rozktadu miary n-spectral measure u{n), odpowiednio (M{n) = [i(n)cont + H(n)sing T H(n)pp)- Funkcje
feonts feing © fpp S@ n-wypukte. Poza tym, sq one jednoznacznie wyznaczone, z doktadnosciq do
wielomianow stopnia co najwyzej n.

Nietrudno jest udowodnié¢ nastepujacy lemat.

LEMAT 21. Niech p i v bedg dwiema o-skoniczonymi miarams o nastepujgcych rozktadach na czesci
absolutnie ciggle, singularne ciggle oraz dyskretne

U= Weont + Hsing + Upp I V= Veont + Vsing + Vpp.
Wtedy p > v wtedy i tylko wiedy, gdy pcont = Veont, Hsing Z Vsing & pp = Vpp-

Biorac pod uwage rozktad (58) funkcji n-wypuktej, z Lematu 21, otrzymujemy natychmiast
trzy twierdzenia uzyteczne przy badaniu wzglednej n-wypuktosci funkcji.

TwIERDZENIE 22. ([R6], Th. 4.10) Niech f i g: (a,b) — R bedg n-wypuktymi funkcjami,
majqcymi mzkiady f = fcont+fsing+fpp; 9= gcont+gsing+gm) (patrz (58))’ Odpowiednio- Wtedy
f tn g thdy 7 tylkO Wtedy: gdy fcont tn Geont, fsing tn gsing 1 fpp tn Gpp-

TwIERDZENIE 23. ([R6], Th. 4.11)

. 1 1
fcont tn YGeont U)tedy ? tylko U)tedy, gdy 527-; )(1‘) 2 ggol:t )(I)

TWwIERDZENIE 24. ([R6], Th. 4.12)

fop =n Gpp  whedy i tylko wtedy, gdy  fint) > glnth),

gdzie fzgg—i_l) = Zk ak(sm; 91(124_1) = Zk bkayk'

4. Silna n-wypuklosé.

Jednym z wazniejszych uogolnien wypuklosci jest pojecie silnej wypuktosci. Funkcja f: (a,b) —
R jest nazywana silnie wypuktq z modutem ¢ > 0, gdy

fltz+ (1 = t)y) <tf (@) + (1= 1) f(y) — ct(l = t)(z —y)?,

dla wszystkich z,y € (a,b) i t € [0,1]. Silnie wypukte funkcje byly wprowadzone przez Polyaka
w [164]. Pewne ich wlasnosci mozna znalez¢, miedzy innymi, w [172], [67], [163]. Przypomne
teraz kilka ich wlasnosci, ktore beda istotne w dalszych rozwazaniach (patrz [172]). Pierwsza,
charakteryzuje silng wypuklo§¢ w terminach wypuklosci, natomiast druga charakteryzuje funkcje
silnie wypukle dwukrotnie rézniczkowalne w terminach drugiej pochodnej f”(z).

STWIERDZENIE 25. Funkcja f: (a,b) — R jest silnie wypukta z modutem c > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f(x) — cx? jest wypukta.

STWIERDZENIE 26. Zatdzmy, ze f: (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i ze ¢ > 0. Wtedy
f jest silnie wypukta z modutem c witedy i tylko witedy, gdy " (x) > 2¢ (x € (a,b)).
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Jako uogoélnienie silnej wypuktosdci, definiuje silna n-wypuklosé. Méwimy, ze funkcja f jest
silnie n-wypukta zmodutern ¢ (n = 1, ¢ > 0), gdy f jest n-wypukla wzgledem funkcji g(x) = s

- (n+1)'
Na podstawie Stwierdzenia 25, silna wypuklo$é z modutem 2¢ (por. Roberts i Varberg [172])

. . L . . et
pokrywa sie z naszg silng 1-wypuklo$cig z modulem c. Piszac f(z) = (f(a:) (C7f+1) ) + G

otrzymujemy, ze gdy f jest silnie n-wypukla z modutem ¢ > 0, to f jest n-wypukta. Mozna za-
= (n+J1r)1, jest n-wypukta z miarg n-wypuklosci u(n)(dx) dg™ (z) = cdx
and ¢ (z) = cx. Piszac g(x) w postaci (58), mamy g = geons. Stosujac Twierdzenia 22 — 24 o
wzglednej n-wypuklosci funkcji, otrzymujemy nastepujace charakteryzacje silnie n-wypuktej funk-
cji f z modulem ¢, bez zadnych dodatkowych zatozen dotyczacych f. W szczegélnym przypadku
n = 1, charakteryzacje te podaja wtasnosci funkcji silnie wypuktych i uogélniaja wlasnosci funkcji
silnie wypuktych zawarte w Stwierdzeniu 26.

TWIERDZENIE 27. ([R6], Th. 4.15) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq n-wypuktq i c > 0. Wtedy
f jest silnie n-wypukta z modutem c wtedy i tylko wtedy, gdy

fO () > ¢ dia x € (a,b) A paw.
TWwIERDZENIE 28. ([R6], Cor. 4.16) Niech ¢ >0, n € N i f: (a,b) — R bedzie funkcjq. Wtedy
f jest silnie n-wypukta z modutem c wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(.%‘) = fcont(x) + R(aj) (z € (a7 b))a

gdzie feont: (a,b) — R jest (n + 1)-krotnie rézniczkowalna silnie n-wypuktq funkcjg z modutem c,
i R: (a,b) — R jest n-wypuktq funkcjg takg, ze RV (z) =0 dla x € (a,b) X p.w.

uwazy¢, ze funkcja g(x) =

Jako wniosek otrzymujemy charakteryzacje funkcji f silnie n-wypuktych z modutem ¢, ktore
sa (n + 1)-krotnie rozniczkowalne.

WNnNI0SEK 29. ([R6], Th. 4.17) Niech ¢ > 0, n € N i niech f: (a,b) — R bedzie (n + 1)-krotnie
rozniczkowalng funkcjg. Wiedy f jest silnie n-wypukta z modutem c wtedy i tylko wtedy, gdy

f("+1)(a:) >c¢ (x€(a,b)).

Zauwazmy, ze silnie n-wypukte funkcje zostaly zdefiniowane réwniez niezaleznie przez R. Gera
i K. Nikodema w [52], w inny sposéb, mianowicie w terminach ilorazow réznicowych tak ze silna
n-wypuklo§¢ z modutem c pokrywa sie z silng n-wypukloscia z modutem =Syl +1), wedlug mojej
definicji (z pracy[R6]). Powyzsza charakteryzacja silnej n-wypuktlosci, dla funkcji (n + 1)-krotnie

rozniczkowalnych, podana we Wniosku 29, jest rowniez otrzymana w [52]).

5. Interpolacja funkcji przez n-wypukle funkcje

Wiadomo, ze kazdej funkcji f: I — R odpowiada w kazdym punkcie wewnetrznym I podparcie
afiniczne (tzn. dla kazdego x¢ € Intl istnieje funkcja afiniczna a: I — R, taka ze a(xo) = f(zo)
ia < fnal). Funkcje wypukle wyzszych rzedéw (dokladniej nieparzystych) maja podparcia
wielomianami stopnia nie wiekszego niz rzad wypuklosci.

Nastepujace wlasnosci funkcji wypuktych sa dobrze znane (patrz Kuczma [96], Popoviciu
[165], Roberts and Varberg [172]): funkcja f: I — R jest n-wypukla (I C R jest przedzialem)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych zq,..., 2441 € I z 1 < ...%y41 wykres wielomianu in-
terpolacyjnego p := P(x1,...,%n41; f) przechodzac przez punkty (z;, f(z;)), ¢ = 1,...,n + 1,
zmienia kolejno strony wykresu funkeji f z jednej na druga (zawsze p(x) < f(z) dla « € T takich,
7e * > T,41 O ile takie punkty istnieja). Doktadniej, (—1)"*1(f(z) — p(z) > 0) x < z1, z € I,
(=) (f(x) —p(x) =2 0, 2 < 2 < 2431, 1= 1,...,n, f(x) —p(x) =0, 2 > 2y 1, x € I.
Nietrudno zauwazy¢, ze n-wypuklosé redukuje sie do zwyklej wypuktosci, gdy n = 1.

W pracy Wasowicza [217], dla funkcji wypuklych wyzszych rzedow, jest rozwijana pewna
metoda dotyczaca podparé wielomianami. W pracy tej autor udowodnil nastepujace twierdzenie.

STWIERDZENIE 30. ([217]) Niech n € N i f: I — R bedzie n-wypuktq funkcjg. Ustalmy k € N,

k< n, i wedmy x1,...,x, € I takie, Ze z1 < ... < x. Kazdemu punktowi z; (j = 1,...,k)

przyporzgdkowujemy wielokrotnosé l; € N, tak ze Iy + ...l; = n+ 1. Dodatkowo zaktadamy, zZe

x1 =1inf I, gdy I, =1, oraz jezeli x;, = sup I, toly = 1. Oznaczmy Iy = (—o0,21), I; = (z;,2j41),

j=1,...,k—1, and Iy = (xg,00). Przy tych zatozeniach, istnieje wielomian p € 11, taki ze

P(3) = £(3), 4 = 1, o, oraz (—1)HL(f(2)—p(z)) 2 0 dlaz € LN, (1)) (£(z)—
0

j =
pl)=20dlaxel;,j=1,....k—1, f(x)—p(x) >20dlaxz el NI.
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Liczby l4,. .., moga by¢ interpretowane jako wielokrotnosci punktéw z1, ..., xg, odpowied-
nio. Wielomian p(x) w powyzszym stwierdzeniu bedziemy nazywac podparciem (l1,...,1;)-typu.

WNIOSEK 31. Powyzsza wtasnosé zostata pokazana przez Wasowicza [218] réwniez w ogdlniejszej
wersji, mianowicie dla funkcji wypuktych wzgledem uktadu Czebyszewa (dla uktadu Czebyszewa
(Lyz,...,z"™) taka wypuktosé redukuje sie do n-wypuktosci).
UwAGA 32. Wielomian p(z) opisany w Stwierdzeniu 30 ma nastepujace wlasnosci:
(i) p(z) < f(x), x> zp, w €1,
(i) if ; (wielokrotno$¢ x;) jest parzysta, to p(z) przechodzi przez x; pozostajac po tej samej
stronie wykresu funkcji f, natomiast zmienia strone, gdy /; jest nieparzysta.

W pracy [R6], stosujac Stwierdzenie 30 i otrzymane wczesniej wyniki dotyczace wzglednej
n-wypuklosci, otrzymuje ogoélniejszy wynik, ze dla kazdych dwoch n-wypuktych funkcji f i g,
takich, ze f jest n-wypukla wzgledem g, funkcja g jest podparciem (l4,...,1;)-typu dla funkcji f,
z dokladnoscia do wielomianu nalezacego do II,,.

TwIERDZENIE 33. ([R6], Th. 5.4) Niech n € N i niech f i g: I — R bedq dwiema n-wypuktymi
funkcjami, takimi ze [ jest n-wypukta wzgledem g. Ustalmy k € N, k < n, i niech x1,...,xx € I
bedg takie ze vy < ... < xp. Zatoimy, zel;, I; spetniajg zatozenia Twierdzenia 30. Wtedy istnieje
wielomian p € 11, taki zZe
(59) f(wj):g(mj)—'—p(xj)v ]Zlavka
1 dodatkowo

()" f(@) = (9(z) +p(2)] 20 dlazelynl

p(2))]

(60) ()=t A6 () — (g(2) +p(2)] 20 dlaz€l;,j=1,....k—1,

fl@) = (g(a) +p(x)) 20 dlaze Nl
Funkcje g(x) + p(x) bedziemy nazywaé podparciem (11, ..., 1;)-typu dla funkcji f.



ROZDZIAL 4
Randomizacja funkcji n-Wright-wypuklych

1. Klasy W,,(0,Q) — definicja

Niech @ € {My, M1, May,...} i niech © bedzie zmienna losowa skoncentrowana na [0, 00)
(re # do). Niech n > 1. Niech O4,...,0,, beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej O.
Niech f: R — R bedzie funkcja, taka ze f € Q. Moéwimy, ze f jest n- krotnie ©-Wright-wypukta
wzgledem @ |R4] gdy

EVe,. e, f(x)cQ, p=1,2,...,n.
Niech W,, = W,(0,Q) (n = 1,2,...) bedzie zbiorem wszystkich funkcji f € Q, takich ze f jest
n-krotnie ©-Wright-wypukta wzgledem Q. Definiuje Wy(0,Q) = Q, W(0,Q) = W1(6,Q).
Najpierw rozpatruje przypadek, gdy Q = M. Wtedy
fe Wn(@,./\/lo) <~ EV@l,,,@kf(x) >0, k=1,2,...,n.
Inaczej mowiac, f moze by¢ uwazana jako zrandomizowana wersja (n— 1)-krotnie-Wright-wypuktej
funkcji.

2. Klasy W, (0,Q)

Zrandomizowane operatory przesuniecia i réznicowy. Niech f: R — R bedzie funkcja.
Przypomnijmy definicje zrandomizowanych operatoréw przesuniecia i réznicowego U, U™, & i @™
(n eN):

(61) Uf(z) = Uef(x)= Etef(z), z€R,

(62) Of(x)= Pof(x)= EVef(z), zeR,

(63) Unf(x) = Ugf(x) = U@,,L..‘®1f(x) = U@n(U@n,l...@lf(x))? HARS Ra ne N7

(64) " f(x) =PgF(z) = Po,.0,f(x)= ®o,(Po, ,.0,f(x), zeR, neN,

gdzie ©1,...,0, (n € N) sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej ©. Dla n = 0 definiujemy
Uf(z) = f(z)i ®°f(2z) = 0.

Klasy W,,(0, Q) — charakteryzacja. Przypomnijmy definicje operatorow J i J" (n € N). Niech
01,04, ... beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej O i niech G € Q. Definiuje operator J(G)
nastepujaco

(65) J(G) = Jo(G)=> Ue,. 0,G=)» U'G.
n=0 n=0

Tterujac (24), definiuje J™

(66) JNG) = J(JI"HG)),

dlan =1,2,..., definiujac dodatkowo J°(G) = G.

TWIERDZENIE 34. ([R4], Th. 2.6) Niech f € Q. Nastepujgce zdania sg réwnowazne:
() 1 €W(O.Q),

(iv) f=Uf+G, gdzie G € Q,
(v)
(67) f=J(G),
gdzie G € Q). Ponadto, funkcja G jest jedyna
(68) G=0f=I-U)f.

31
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Inaczej méwiac, przy pomocy operatora J, ze wzoru (67), mozna otrzymywac funkcje z klasy
W(O, Q). Ponadto, dla danej funkcji f € W(0,Q), ze wzoru (68), otrzymuje funkcje G, ktora
jest funkcja generujacy. Stad, mozemy powiedzie¢, ze f jest generowana przez funkcje G i funkcje
G bedziemy nazywaé generatorem funkcji f. Operatory J i ® = I — U sg operatorami wzajem-
nie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (67) i (68) sa bardzo uzyteczne przy otrzymywaniu
reprezentacji calkowej funkcji f € W(O, Q). Warunek (iv) charakteryzuje funkcje f € W(©,Q)
w terminach tzw. rozkladalnosci funkcji f w zbiorze @, tzn. moéwimy, ze f jest U-rozkladalna
w zbiorze @ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje G € Q taka, ze f = U f + G.

TWIERDZENIE 35. (|[R4], Lem. 2.7, Th. 2.8) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W,(0, Q) wtedy
1 tylko wtedy, gdy

(69) f=J"(Gn),
gdzie G,, € Q. Funkcja G, jest jedyna
(70) G,=0"f=(I-U)"f.

Inaczej mowiac, przy pomocy operatora J", ze wzoru (69), mozna otrzymywac funkcje z klasy
W, (0,Q). Ponadto, dla danej funkcji f € W, (0,Q), ze wzoru (70), otrzymujemy funkcje G,
ktora jest funkcja generujaca. Stad, mozna powiedzieé, ze f jest generowana przez funkcje G,
i funkcje G,, bedziemy nazywaé generatorem funkcji f. Operatory J" and ®" sa operatorami
wzajemnie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (69) i (70) sa bardzo uzyteczne przy otrzy-
mywaniu reprezentacji catkowej funkcji f € W,,(0,Q). Z Twierdzenia 35 otrzymuje nastepujace
cztery wnioski.

WNIOSEK 36. ([R4], Cor. 2.9) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W, (0, Q) wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg G1,Ga,...,Gy € Q takie, 2e G; = UG; +Gj11, j =0,1,...,n—1, Gog = F'. Ponadto,
dla kazdego 7 =0,1,...,n mamy

a) fZJjGj,
b) Gj=(I-U)f,
C) G]:q)]f

d) Gn_j = JiG,.

WNI0SEK 37. ([R4], Cor. 2.10) Niechn =1,2,...and j =1,2,...,n—1. Wtedy f € W,(0,Q)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje G; € W,_;(0, Q) taka, Ze

f=J(Gj).

Inaczej méwiac, kazda n-krotnie ©-Wright wypukta funkcja f jest j-krotnie ©-Wright wypukta
(1=1,2,...,n—1) z (n — j)-krotnie ©-Wright wypukla funkcja generujaca G,.

WnN10SEK 38. ([R4], Cor. 2.11) Niech j,k = 0,1,2,.... Jezeli F € W;(0,Q) ma funkcje
generujgeq G, takg ze G; € Wi(0,Q), to F € W;14(0,Q).
WnNI0SEK 39. ([R4], Lem. 2.12) Niechn = 1,2,...,d = 0,1,.... Wtedy f € W,(©, M441)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
oS} _ d
flz) = / Jn (W) dG (u),

gdzie G € M;.

3. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1)
Zakladam, ze © ma rozktad wykladniczy, © ~ Exp(1),
po(dh) = e™"x(0,00) (h)dh.
Z definicji operatora J, po pewnych obliczeniach, otrzymuje nastepujacy lemat.

LEMAT 40.

E1. Jgep1)(X(0,00) () = X(0,00) (T) + 74,

n n n+1
II'+ _$+ l'_,’_ .
EQ JEzp(l) <7’l|> = F —+ (n+ 1)', n = 0,1,2,...,

E3. Ugap(1)(x4 + X(0,00)(2)) = 24,
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xT‘l xi‘H zl
E) U = -U =0,1,2,....
4 Ei}p(l) ( + 1)! (n + 1) E:Ep(l) ( n ) n= b )

W dalszym ciggu bede czesto uzywaé nastepujacego technicznego lematu dotyczacego ciagdw
rzeczywistych. Niech {y;}32, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Definiuje ciag { Ry, }52,

Ry;) =y;+yir1 (1j=0,1,2,...).
Ponadto, indukcyjnie, definiuje ciggi {R"(yj)};?’;o, n =1,2,..., wzorem R"(yj) = R(R”fl(yj))
(j=0,1,2,...), z konwencja, ze R°(y;) =y; (j =0,1,2,...).

LeMAT 41. ([R4], Lem. 3.1)

n n .
R”(;,ﬂ:Z(k)ka (n=1,2,...,j=0,1,2,..))

k=0

Z Lematu 41 z R"™ = gxp(l) i biorac pod uwage przyktad E2, otrzymuje nastepujace twier-
dzenie.

TWwIERDZENIE 42. ([R4], Th. 3.2)

=0
Oznaczam
n k
n\ x
(72) Kn(x):Z(IJkT (n=1,2,...).
k=0 :

Zgodnie z Twierdzeniem 35, f € W, (Exp(1), M1) wtedy i tylko wtedy, gdy f = Exp(l)(G ),
gdzie G, = (I — Ugxp))"f = @gxp(l)f € M;. Dalej, piszac funkcje G,, w postaci G, (z) =
I X(0,00) (@ —u)dGp(u) (z € R), z Twierdzenia 42, otrzymuje twierdzenie o reprezentacji funkeji
z klasy W, (Exp(1), M1).

TWIERDZENIE 43. (|[R4[, Th. 3.3) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W,,(Ezp(1), My) wtedy i tylko
wtedy, gdy
(73) f@ = [ Ko - wiG,w) (e,

gdzie G, € My. Ponadto, powyzsza funkcja G,, jest jedyna
(74) Gn = = Ugup))"f = Phupr) f-

Nast(gpnym etapem mojej analizy jest zbadanie wtasnosci operatora ngpu)' Stosujac Le-
mat 41 z U

Ex p(1
muje nastepujacy lemat.

Lematr 44. (J[R4], Lem. 3.5)

) zamiast R, biorac pod uwage przyktad E2 i na podstawie Twierdzenia 34 otrzy-

n

T
Uap(n)(En(z)) = ﬁ (n=1,2,...).

Z Twierdzen 35, 43, Lematu 44 i biorac pod uwage wzor (16) o reprezentacji (n + 1)-krotnie
monotonicznej funkcji, otrzymuje nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 45. (|[R4], Th. 3.6) Niechn =1,2,.... Jezeli f € Wy (Ezp(1), M1), toUg, [ €
M 41. Ponadto, jezeli f = ngp(l)(G), gdzie G € ./\/ll, wtedy Up,.)f = I.(G), gdzie

(-l

T dG ().

L)) = [

Innymi stowami, jezeli funkcja f jest n-krotnie wyktadniczo Exp(1)-Wright-wypukta wzgledem
My, wtedy funkcja ngp(l)f € My41 (tzn. jest ona (n + 1)-krotnie monotoniczna). Ponadto
[ = o) (G) 1 Ug 1y f = In(G) z ta samg funkcja generujaca G.

W nastqpnym tw1erdzeniu pokazuje, ze funkcja f € W, (Exp(1), M1) moze by¢ reprezento-
wana jako suma pewnych funkcji generowanych przez funkcje z klasy M, 1.
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TWIERDZENIE 46. ([R4], Th. 3.9) Niech f € My iniechn =1,2,.... Wtedy f € W, (Ezp(1), M1)
witedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja H € M, 41 taka, Ze

(73 0 =3 (7).

k=0

Inaczej moéwiac, funkcja f € W, (Exp(1), M;) moze by¢ otrzymana przy pomocy dwoch wzo-
row, ze wzoru (73) z funkcja generujaca G,, € M, jak rowniez ze wzoru (75) z funkcja generujaca
H e Mn+1.

4. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy © ~ Exp(1)

Przechodze teraz do opisania klasy W.. (0, Q) funkeji catkowicie ©-Wright-wypuktych zdefi-
niowanej jako

Dowodze, ze w przypadku © ~ Exp(1) klasa ta pokrywa sie z klasa funkcji catkowicie monoto-
nicznych.

TWIERDZENIE 47. ([R4], Th. 4.1)
Weo (Ezp(1), M1) = M.

5. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1)

Zwyczajowo, bede oznaczaé¢ pochodng dystrybucyjna przez by f’ i punktows pochodna jako
f'(z) (patrz [189], [195]). Niech My = {f’': f € M;}. Poniewaz M; sklada sie z funkcji
niemalejacych, M, sklada sie z nieujemnych dystrybucji pierwszego rzedu. Bede teraz badac
wlasnosci klasy W, (0, M1) (n=1,2,...). Z Wniosku 36, funkcja f € W, (0, M) wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg funkcje G1,Ga,...,Gy, € M, takie, ze G; =UG; + Gj41, 7 =0,1,...,n—1
(Go = f). Rownowaznie, f € W, (0, M;) wtedy i tylko wtedy, gdy

(76) Gr,=®"f=FEVe, o feEM (k=1,2,...,n).

Zapisujac to w terminach operatoréw roznicowych otrzymuje, ze f € W, (0, M;) wtedy i tylko
wtedy, gdy

(77) ViEVe,. 0.,f20, h>0k=12,...,n
Oczywiscie (77) jest rownowazne EVeg, . o,Virf = 0, co jest z kolei rownowazne
(78) EVQL_.@k‘f/ 20, k= 1,2,...,71.

Dalej, poniewaz (76) jest rownowazne (78), otrzymuje nastepujace twierdzenie.
TwIERDZENIE 48. (J[R4], Th. 5.1)
f EWn(0, M) wtedy i tylko wtedy, gdy f' € W, (0, My).
Niech

N
K (z) = —t
=3 (1)
n=12,...,5=-1,0,1,2,..., z konwencja, ze x_T_l/(—l)! = do(z). Oczywiscie K, o(x) = K, (x).
W nastepnym twierdzeniu podaje reprezentacje catkowsa funkcji z klasy W, (Exp(1), M;) dla
dowolnego 7 =0,1,2,....
TWIERDZENIE 49. ([R4|, Th. 5.2) Niechn =1,2,...,j=0,1,2,.... Wtedy f € W, (Exp(1), M)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(79) F@) = [ Kageslo = w6,
gdzie G € M. Ponadto, G(x) =[(I — UEIp(l))"f(x)](j_l) dlea j=1,2,..., oraz
G(z) = (I = Uggp1))" f(x) dla j = 0.

Wni10sEK 50. ([R4], Cor. 5.3) Niechn=1,2,...,j=0,1,2,.... Wiedy
(i) f € Wn(Ezp(l), Mji1) wtedy i tylko wtedy, gdy f' € Wy (Ezp(1), M),
(i) f € Wa(Ezp(1), M;11) wtedy i tylko wtedy, gdy f\9) € W, (Ezp(1), M),
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(iil) Weo(Ezp(1), M) = M.

UwacA 51. ([R4], Rem. 5.4) Z Twierdzenia 49 wynika, ze funkcja f € W,,(Exp(1), M) wtedy
i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(x):/_ <5Ox—u +Z(>x—u /k!)dG(u),

gdzie G € M;. Ponadto G = (I — Ugxp1))". Z definicji, f € W, (0, Mp) wtedy i tylko wtedy,
gdy
(80) q)l(i)f<x) = Ev@l@g...@kf(x) 20, k= 1,2,...,n,
gdzie ©1,0,, ..., 0, sa niezaleznymi kopiami O. Z kolei, funkcja f jest (k — 1)-krotnie Wright-
wypukla (k=2,...,n), gdy
(81) vhl,..hkf(l') >0, hy,...,hxg>0.
Nierownosci (80) i (81) sugeruja, ze mozna nazwaé funkcje f spelniajaca (80) funkcja (n — 1)-
krotnie Wright-wypuktq losowo wzgledem zmiennej losowej ©.

Ustalmy u € R. Mozna pokazaé, ze nie istnieja hq, hs, ..., h, > 0 dla ktérych

o (=013 (2) ) 30 (e kmnn

Ale zachodza nieréwnosci

Ev(")l@Q...@k (50(1’. - ’LL) + Z (Z) (.’E - u)k/k'> 20 (k =12,.. 'an)v

k=1
gdzie ©1,0a,...,0, sa niezaleznymi kopiami © ~ Exp(1). Inaczej mowiac, dystrybucja (funkcja
uogélniona) do(z —u)+ > ,_; (7)(z—u)% /k jest (n—1)-krotnie Wright-wypukla losowo wzgledem
zmiennej losowej © ~ Exp(1), ale nie jest (n — 1)-krotnie Wright wypukta.

6. Klasa W, (0, M;((—0,0)). Przypadek multiplikatywny

Mozna zauwazy¢, ze wyniki otrzymane w poprzedniej czesci, dotyczace ©-Wright wypukto-
§ci mozna zastosowaé, z niewielka modyfikacja, do przypadku multiplikatywnego. W tej czesci
bedziemy zajmowac sie reprezentacja catkowa mulltiplikatywnie wypuktych funkcji.

Niech © bedzie zmienng losows skoncentrowang na (0,1]. Méwimy, ze funkcja H € M ((-
00,0)) jest multiplikatywnie ©- Wright-wypukta wzgledem klasy M ((—o0,0)), gdy

H(u) = UH(u)+G(u),

%HMAUMDuwm,

gdzie G € M;((—o0,0)). _ Multiplikatywna n-krotna O©-Wright wypuklosé moze by¢ zdefinio-
wana analogicznie. Niech W,,(©, M, (—00,0)) (n=1,2,...,00) bedzie klasa n-krotnie ©-Wright-
wypuktych funkcji. Definiujemy W(O, M1( ,0)) = W1(® M (—00,)).

-
=
£

H

Uwaca 52. ([R4], Rem. 6.1) Niech © bedzie rzeczywista zmienna losowa z rozkladem pe
skoncentrowanym na (0,00) i niech F € W(©, M;). Wtedy F(z) jest postaci

(2) Fm»=/wFW—hmaww+G@»

gdzie G(z) € M;. Niech x = —Inu (u < 0), h = —Inc (0 < ¢ < 1), F(u) = F(—1In(—u)),
G(u) = G(—In(—u)) i © = e_@ Wtedy, F' € W(0, M;((—00,0))) i zachodzi wzor

(83) Flu) = /01 F (%) 116 (de) + G(u)  (u < 0).

Ponadto, jezeli F € W, (0, M) (n=1,2,...), to F € W(6, M;((—0,0))).

Odwrotnie, jezeli F' € W((:) M ((—00,0))) spelnia (83), to dla F(x ) F(—e™®) € W(O, M,),
G(z) = G(—e™ ), 0 = —1n 0O, jest spelniona réwnosé: (82).

Ponadto, jezeli © ~ Exp(1), to O = ¢ © ma rozklad jednostajny na (0,1), © ~ U(0,1).

Odwrotnie, jezeli © ~ U(0,1), to © = —In© ~ Exp(1).
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_ Z Twierdzen 43 i 47 otrzymuje nastepujace dwa twierdzenia o reprezentacji funkcji z klas W
i Weo, odpowiednio.

TWIERDZENIE 53. ([R4], Th. 6.2) Niech n =1,2,.... Funkcja F' € W(U(0,1), M;((—0,0)))
wtedy 1 tylko wtedy, gdy F ma reprezentacje

gdzie

k
~ U " /n [(_ In %)Jr}
Kn (E) =2 (k) ! ’
k=0
G(s) eM1((—00,0)).

Ponadto, mamy réwnosé G = (I- ﬁ)"ﬁ
TwierDZENIE 54. ([R4], Th. 6.3) F(u) € Wao(U(0,1), M((—00,0))) wtedy i tylko wtedy, gdy
F moze byé zapisana w postaci

) = [ atatan, w<o,
gdzie v jest miarg na (0,00). i
7. Klasa W,,(0, M;). Przypadek dyskretny
Zakladam teraz, ze zmienna losowa © = X, ma rozklad arytmetyczny
px, =qdo+phr (0<p<l,g=1-p).
W [RA4] otrzymuje nastepujace dwa twierdzenia o reprezentacji funkeji z klas W,, i Woo

TWIERDZENIE 55. ([R4], Th. 7.1) Niechn =1,2,... i ux, = qlo+pdy (0 <p<1,qg=1-p).
Wtedy
(i) f e Wn(X,, Mo) wtedy i tylko wtedy, gdy

(s4) 0= [ 3 S Ciuble - o).
gdzie G € My i Cjp, j = 071,2,... sq dane jako
Cip = 1, j=01,2 ...,
(85) Cim = (‘7+1)(]+(nz)_"1'>5]+n_1)7 n=23...,j=012,..

(i) f € Weo(X,, Mo) wtedy i tylko wtedy, gdy

/ / Z eI 5 oy (2) v (d) A(du),

j=—00
gdzie v, (dt)A\(du) (-1 <u <0, t > 0) jest miarg borelowskq na (—1,0] x (0, 00).

TWIERDZENIE 56. ([R4], Th. 7.4) Niechn =1,2,... i ux, = qdo+pdy (0<p<1,qg=1-p).
Wtedy

(i) F e W,(X,, M1) wtedy i tylko wtedy, gdy
/ Cjnx_J_u)erG()

gdzie G(u) € My i C;,, sq dane wzorem (85).
(i) F € Woo(Xp, M1) wtedy i tylko wtedy, gdy

/ / Z I (@ — j — u) v, (d)A(dw),

j=—00
gdzie v, (dt)\(du) jest miarg borelowskq na (—1,0] x (0, 00).
7 Twierdzen 55 i 56 otrzymuje nastepujacy wniosek.



7. Klasa W, (0, M1). Przypadek dyskretny 37

WNIOSEK 57.
Woo(XpaMO) 2 MOO

WOO(Xp,Ml) _.:2 Moo
UwaGA 58. ([R4], Rem. 8.7) Mogtoby by¢ interesujace wiedzie¢, czy rownos¢ Weo (X, M;) =
M pozostaje prawdziwa, gdy X ma rozklad dyskretny, ale niearytmetyczny, na przyktad, gdy
PX=1)=piPX=v2)=1-p(0<p<1).






ROZDZIAY 5

Nier6éwnosci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji
wypuklych

W pracy [R2] oferujemy pewne uzytecze narzedzia do otrzymywania i dowodu wielu postaci
nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda réwniez dla funkcji wypuktych wyzszych rzedéw.

1. Pewne uogo6lnienia nieré6wnos$ci typu Fejéra.

W dalszym ciagu bedziemy wykorzystywa¢ elementy teorii stochastycznych porzadkéw. In the
sequel we will to make use of the theory of stochastic order relations. Oméwmy kilka oznaczeri.

Jak zwykle, Fx oznacza dystrybuante zmiennej losowej X i pux jest rozktadem odpowiadaja-
cym X.

Dla rzeczywistych zmiennych losowych X, Y ze skoriczona wartoscia oczekiwana, méwimy ze
X jest zdominowana przez Y w sensie wypuktego porzedku gdy Ef(X) < Ef(Y) dla wszystkich
funkcji wypuktych f: R — R, dla ktorych istniejg wartosci oczekiwane. W tym przypadku piszemy
X < Y, lub ux < py. Warunek wystarczajacy dla wypuklego stochastycznego porzadku jest
podany w nastepujacym lemacie Ohlina [150].

LeEMAT 59. [Ohlin, 1969] Niech X,Y bedq zmiennymi losowymi, takimi ze EX = EY. Jezeli
dystrybuanty Fx, Fy przecinaja sie doktadnie jeden raz, tzn. dla pewnego xq zachodzi

Fx(z) < Fy(x) gdy x < x0 i Fx(x) > Fy(x) gdy x > xo,
wtedy X <. Y.
Przypomnijmy uogoélnienie nieréwnosci Hermita-Hadamarda (4), podane przez Fejéra [46].

STWIERDZENIE 60. Niech f: I — R bedzie funkcjg wypuktq zdefiniowana na rzeczywistym prze-
dziale I, a,b € T z a < b i niech g: [a,b] — R bedzie funkcjg nieujemng symetryczng wzgledem
(a+b)/2 (zaktadamy istnienie catek we wszystkich wzorach). Wtedy

(36) f("’jb) .ng(x)dxglbf(x)g(x)dxg f(“);f(b)jabg(x)dx.

Podwojna nieréwnosé (86) jest znana w literaturze jako nieréwnos$¢ Hermita-Hadamarda-
Fejéra (patrz [137], [42] i [158] dla rysu historycznego).

UwAGA 61.
(i) Zauwazmy, ze dla g(z) = w(x) takiej, ze f; w(z)dx = 1, nieréwnosc (86) moze byé przepisana
w postaci
b b b
(87) i (a‘; ) < [ s < L0,

(ii) Odwrotnie, z nieréwnosci (87) wynika (86). Faktycznie, jezeli fab g(x)dz > 0, wystarczy
-1
wziaé¢ w(x) = (f;g(x)dx) g(z). Gdy f; g(z)dz = 0, to (86) jest oczywista.

UwacA 62. ([R2], p. 3) Z Lematu 59, wynika prosty dowod (86).
Niech f i g spelniaja zalozenia Stwierdzenia 60. Niech X, Y, Z beda trzema zmiennymi

losowymi takimi, Ze px = d(qtp)/2, py (dz) = (f;g(m)dx)*lg(x)dx, pz = 1(0a + 0). Wtedy, z
Lematu 59, otrzymujemy ze X <. Y and Y <., Z, co implikuje (86).

Jak zauwazyl Fink w [49], mozna sie zastanawiaé, jak symetrii wplywa na nieréwnosé (86)
i czy nierownosc ta zachodzi dla innych funkeji (cf. [42, p. 53]). W pracy [R2] dajemy pewne
funkcje dla ktorych ta nieréwnosé zachodzi.
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TWIERDZENIE 63. ([R2], Th. 2.1) Niech 0 < p < 1. Niech f: I — R bedzie funkch wypukh;,

a,b € I with a < b. Jezeli wezmiemy funkcje w: [a,b] — R, takq ze w jest nieujemna, f x)dr =
114
1—p)? 1-
(88) w(pa + (1= p)b+2) = (pr)w(pa+(1—p)bf )
dla wszystkich 0 < z < p(b—a), to
(59) fpa+ (1 —p) /’f <pf(a)+ (1 - p) (D)
UwAGA 64. Jezeli wybierzemy p = 5 w Twierdzeniu 63, to rownosé (88) oznacza, ze w jest
symetryczna wzgledem 2F2, i nieréwnosci (89) redukuja sig do nieréwnosci Féjera (87).

Poniewaz zbiér miar probabilistycznych p spetniejacych nieréwnosci
(90) f(pa+qb)Po < - f(@)udz) < [pf(a) +qf ()] FPo
a,
(z Py = 1) jest zamkniety wzgledem stabej zbieznosci miar, z Twierdzenia 63, otrzymujemy na-
tychmiast nastepujacy wynik.
TWIERDZENIE 65. ([R2], Th. 2.2) Niech 0 < p < 1. Niech f: I — R bedzie funkcjq wypuktq,
a,b €1, za<b. Niech u bedzie miarg probabilistyczng na B([a,b]) taka, ze

(91) u(pa+(1—p)b+B):;pu(pa+(1_p)b_1]'%PB)7

dla wszystkich B € B([0,p(b — a)]). Wtedy

(92) flpa+ (1 -p)b) < f(@)uldz) <pfla)+ (1 —p)f(b).

[a,b]

2. Pewne wyniki zwigzane z nier6wnosciag Brennera-Alzera.

W 1991, Brenner i Alzer [28] otrzymali nastepujacy wynik uogolniajacy wynik Fejéra jak
rowniez wyniki Vasica i Lackovi¢a (1976) [213] i Lupasa (1976) [112] (patrz réwniez [158]).

STWIERDZENIE 66. Niech p,q bedq liczbami dodatnimi i a1 < a < b < by. Wiedy nierdwnosci

pa+gb\ _ 1 [ty pf(a) +qf(b)
(93) f<p+q)<2y/_ fltyae < PHOE

zachodzq dla A = pﬁigb, y > 0, i dla wszystkich ciggtch funkcji wypuktych f: [a1,b1] = R wiedy i
tylko wtedy gdy

<~ minp.q)
—— min{p, q}.
y\p—|-q b, q

UwAcGA 67. W pracy [158, p. 144] mozna znaleZ¢ nastepujace przeformutowanie nieréwnosci (93):

a Aty
o0 F(EERY < [ o< - 0+ fa ) < PHOEUE,

p+q 2y ptq

W nastepujacych dwéch twierdzeniach podajemy pewne uogoélnienia nieréwnosci Brennera i
Alzera (94), ktore dowodzimy uzywajac lematu Ohlina.

TWIERDZENIE 68 ([R2], Th. 3.1) Niech p,q beda danymi dodatnimi liczbami, a1 < a < b < by,
0<y< b q} i niech f: [a1,b1] = R bedzie funkcjg wypukle. Wiedy

. N A+(1-a)y
f<1’+qb> < §{f(A—(1—a)y)+f(A+(lfa) )}+i/ f(t)dt

p+gq 2y (1—-a)y
n A+(1—a)y
«o ay ay 1
< - _ -7 =L _
= 2nk_1{f(A y—|—kn>—|—f(A+y kn)}+2y/A(1a)y f()dt
1 [Aty
(95) < = f(t)dt,

2y
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gdzie 0 < a<1l,n=1,2,...,

1 Aty B 1 Aty
5/, [0 < Z{ﬂA—y%+ﬂA+yﬂ+%1—ﬁby[;yf@Mt
(96) < G-+ fA+Y),

gdzie 0 < B < 1,

STA-9 4 FA+9) < (G- DTA-y— 0+ f(A+y+A} +7{f(A—y) + F(A+y))

pf(a) +af(b)
P+q
gdzie c = min{b — (A +y), (A —y) —a}, v = ‘% —p‘.

(97) <

)

TWIERDZENIE 69. ([RZ], Th. 3.2) Niech p, q b@dq danymi dodatnimi liczbami, 0 < a < 1,
<a<b<b,0<y<? oTe S min{p, q} and 0 < %5y < b=a ymin{p, q}. Let f: [a1,b1] — R bedzie

q pt+q
funkcy@ wypuktq. Wiedy

fa) < 2 ’ f(t)dt+(1Q)Q/A+layf(t)dt<af(f1y)+(1Oé)f(AJra )
A Y JA—y ay A h 1 -
p
0 < Lo+

; _ patqb
gdzie A = e

3. Przypadek n-tego rzedu

Funkcje wypukle sa dobrze znane i badane (patrz np. [96], [172], [30], [160], [53], [R6]). W
dalszym ciggu bedziemy korzystac z teorii s-wypuktych porzadkéw stochastycznych (patrz Denuit
iinn. (1998) [39]). Wprowadzimy pewne oznaczenia

Dla zmiennych losowych X,Y i dowolnej liczby catkowitej s > 2 méwimy, ze X jest zdo-
minowana przez Y w sensie s-wypuktego porzqdku gdy Ef(X) < Ef(Y) dla wszystkich (s — 1)-
wypuktych funkcjis f: R — R, dla ktorych wartosci oczekiwane istniejg. Piszemy w tym przy-
padku X <; ¢ Y, lub pux <s_cx py. Wtedy porzadek <o, jest zwyklym porzadkiem <.,.

Uzytecznym kryterium do sprawdzania s-wypuklego porzadku jest kryterium podane przez
Denuita, Lefévra and Shakeda w 1998 r. [39]. Przed podaniem tego kryterium potrzebujemy
najpierw wprowadzi¢ nastepujace oznaczenia. Zdefiniujemy liczbe zmian znaku funkcji ¢: R — R
jako

S7(p) = sup{S~ [p(z1), (x2),...,p(xn)]: ¥1 < T2 < ...7H € R;n € N},
gdzie S™[y1,y2,...,Yn] 0znacza liczbe zmian znaku ciagu y1,y2, ..., yn (zerowe wyrazenia sa od-
rzucane)). Dwie funkcje rzeczywiste 1, p2 maja k punktow przeciecia (lub przecinaja sie kazda
z kazda k-razy) gdy S~ (v1 — 2) = k.

STWIERDZENIE 70 ([39]). Niech X iY bedq dwiema zmiennymi losowymi, takimi ze E(X7—Y7) =
0,7=12,...,8 =1 (s =22). Jezeli S—(Fx — Fy) = s — 1 ostatnia zmiana znaku Fx — Fy jest
dodatnia, to X ooz Y.

Teraz stosujemy Stwierdzenie 70 do otrzymania nastepujacych wynikéw.

TWwWIERDZENIE 71. ([R2], Th. 4.1) Niechn > 1, a; < a <b < b;.
Niech a(n) = [2] + 1, b(n) = [241] + 1.
Niech aq,...,Qa(n)s T1y-- 5 Ta(n)s Biy---5Bon)s Yis-- s Yo(n) bedq liczbami rzeczywistymi ta-
kimi, Ze
a) jezelin jest parzyste to
O<pr<ar<pi+fr<arta<..<ar+...+agm) =5+ ...+ Byn =1,
(99) a<y1<x1<y2<x2<...<xa(n)<yb(n)<b,
b) jezeli n jest nieparzyste to
O<Bbi<ay<pBPr+pa<ata<... <51+--'+5b(n) <a1—|—...+aa(n) =1
(100) a<y <1 <Y2 < T2 < ... < Ypin) < Ta(n) < b;
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a(n) b(n)
Z T, 0 = Z y;fﬁj )
j=1

dla kazdego k =1,2,...,n.
Niech f: [a1,b1] = R bedzie n-wypuktq funkcjq. Wiedy mamy nastepujgce nieréwnosci:

i) jezeli n jest parzyste to

a(n) b(n)

(101) > aif(w:) Z B f (i),
i=1

ii) jezeli n jest nieparzyste to
b(n) a(n)

(102) Z 6] Z/g X Z alf(xl)

TWIERDZENIE 72. ([R2], Th. 4.2) Niechn > 1, a1 < a < b < by. Let a(n),b(n) € N. Let
Q1.5 Qa(nyy By, Bpn) beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi, takimi ze aq + ... + Qqn) =
Br+ ...+ Bymny = 1. Niech x1,...,%qm), Y1, -, Ypn) beda liczbami rzeczywistymi, takimi ze

a) a<r <T2< .. S Tamy Sbanda<yr <y <o <) <O,

b) Z(nl) rha; = Zs("l y¥B;, dla kazdego k =1,2,.

Niech ag = By =0, zg = yo = —o0. Let F1,Fo: R — R bedg dwiema funkcjami danymi naste-
pujgeymi wzorami: Fy(x) = ag+ a1+ ...+ ag if ap < x < x4 (K =0,1,...,a(n) — 1) and
Fi(z) =1ifx > x40y Fa(w) =Bo+Br+...+ Bk if yp < < ypg1 (k=0,1,...,b(n) — 1) and
Fy(z) = 1 if x > yyn). Jezeli funkcje magjg n punktow przecigcia i ostatnia zmana znaku Iy — I
jest dodatnia, to dla kazdej n-wypuktej funkcjin f: [a1,b1] — R mamy nastepujgce nieréwnosci

a(n) b(n)
(103) Zazf xz Zﬁ] yj

i=1
TWIERDZENIE 73. ([R2|, Th. 4.3) Niechn > 1, a1 < a < b < by. Niech a(n) = [2] + 1,
b(n) = [2EL] + 1. Niech z1,...,Za(n)s Y1, - - Yo(n) bedq liczbami rzeczywistymi, i ax, ..., (),

B1,-- -, Bon) bedq dodatnimi liczbami takimi ze ay + ... + Qo) = 1, 1+ ...+ Byn) = 1,

1 b b(n) a(n)
" :ckda::nyﬂj:foai (k=1,2,...,n),
—a
a j=1 i=1

a<r <T2< ... <Tap) $h, a<yr <y2 <...<Ypn) <D

11 a<a1<a:2a

a

12 a<a1+a2<13 a7

La(n)—1—a

b—a <Oé1+...+0éa(n),1 <

za(n)fa
b—a

Yyi—a Yy2—a
b—a < 51 < b—a >
y2—a y2—a
2 < B+ P < B,

Yo(n)—1—Q Yo(n) —Q
ROIAZ < B+ Byny—1 < P

Jezeli n jest parzyste to y1 = a, Ypn) = b, T1 > a, Ta(n) < b;
Jezeli n jest meiparzyste to y1 = a, yyn) < b, T1 > a, Tq(n) = 0.
Niech f: [a1,b1] — R bedzie funkcjg n-wypuktq. Wtedy mamy nastepujgce nieréwnosci:

i) jezeli n jest parzyste to
a(n) b(n)

L
(104) Z a; f(xi) < m/ Zﬁ] (5),

=1



4. Nieréwnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi. 43

ii) jezeli n jest nieparzyste to
b(n) a(n)

(105) S B () < / s <30l @)
j=1

W nastepnym rozdziale, stosujac Twierdzenia 73, 72 i 71 dowodzimy pewnych nieréwnosci
pomiedzy operatorami kwadraturowymi.

4. Nieréwnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi.

W analizie numerycznej nieréwnosci ponizszego typu, ktore sa zwigzane z operatorami kwa-
draturowymi, sa nazywane extremalities. Wiele extremalities jest znanych w analizie numerycznej
(patrz np. [15], [26], [25] i odsylcze do literatury tam podane). Analitycy numeryczni dowodza
je korzystajac z odpowiednich zalozeri o rézniczkowalnosci. Jak udowodnit Wasowicz w pracach
[219], [220], [221], [222], dla funkcji wypuklych wyzszych rzedow extremalities moga by¢ otrzy-
mane bez zalozen tego rodzaju, korzystajac tylko z wtasnosci funkcji wypuklych wyzszych rzedéw.
Wilasnosci typu podparciowego odgrywaja tu duza role. Jak pokazujemy w pracy [R2], pewne
extremalities mogg by¢ otrzymane uzywajac probabilistycznej charakteryzacji. Otrzymane extre-
malities sa znane, ale nasze metody dowodu przy uzyciu wypuktych porzadkéw stochastycznych
wydaja sie by¢ bardzo tatwe.

Dla funkcji f : [-1,1] — R rozwazamy sze$¢ operatorow aproksymujacych srednia wartosé
catkowa

Sa nimi
() =3 (1 (=) + 10 + 1)),
Go(f) = 3(H(—5) + 1 (5)).
Ga(f) = 10+ 5 (F(-4E) + £(+9)).
L) = (D + 1) + 5 (1(-E) +1(5)),
L5(f) = 2 £0) + & (F(-1) + ) + 2 (F(—2) + 1 (D)),

S(f) = 5(f(=1) + f(1)) + 5£(0).
Operatory Gs i G3 sa zwigzane z reguly Gaussa-Legendra. Operatory L£4 1 L5 sa zwigzane
z kwadratura Lobatta. Operatory S i C' dotycza reut kwadraturowych Simpsona i Chebysheva,
odpowiednio. Operator Z oznacza $rednia wartos¢ catkowa (patrz np. [170], [225], [226], [227],
[228]).
Chcemy zbadaé wszystkie mozliwe nieréwnosci pomiedzy tymi operatorami w klasie funkcji
wypuklych wyzszych rzedow.

UwacA 74. ([R2], Rem. 5.1) Niech X, X3, Yy, Y5, U, V i Z beda zmiennymi losowymi takimi,
ze

1
o = g (a+ig),
4 5
Bxs = 95+18(5f+5f)
1 5
= p0ata) 12( u )
Kys = *504-1(5 1+01) +7( vzi + F)
5 20 180 e 7
1
= 75 —(6_ 1
Hu 3 0+6( 1+61),
1
ny = §<5_§+6o+5§),
1
pz(dr) = Sx-11)(z)de.

2
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Mamy
92(f) = Elf(X2)],  Gs(f) = E[f(X3)],
La(f) = E[f(Ya)],  Ls(f) = E[f(Y5)];
S(f) = Ef@), C(f)=EfMV)], Z(f) = Elf(Z)].

Wtedy, stosujac Twierdzenia 73, 72 i 71 dowodzimy nastepujacych nieréwnosci pomiedzy
operatorami kwadraturowymi.

TWIERDZENIE 75. (|[R2], Th. 5.1) Niech f: [—1,1] — R bedzie S-wypukla. Wtedy
(106) Ga(f) < Z(f) < 5(f),

(107) 92(f) < C(f) <T(f) < S(F),
gdzie T € {Gs3,L5}.

TWIERDZENIE 76. (|[R2|, Th. 5.2) Niech f: [—1,1] — R bedzie 5-wypukta. Wtedy
(108) Gs(f) < Z(f) < La(f),

(109) G5(f) < Ls(f) < La(f).



ROZDZIAY 6

Funkcje delta-wypukle wyzszych rzedéw

W pracy [R2] dajemy reprezentacje catkowa funkcji delta-wypuklej f n-tego rzedu, w przy-
padku ogélnym, bez zadnych dodatkowych zatozen o £ (z) (patrz Czesé 1). Nasza charakteryza-
cja jest konstruktywna. Dajemy jawne wzory dla n-spektralnej miary znakowanej odpowiadajacej
funkcji f w tej reprezentacji. Reprezentacja calkowa ta bedzie dalej dalej stosowana w celu uzy-
skania charakteryzacji funkeji kontrolnych odpowiadajacych funkcji f, do zdefiniowania pewnego
kanonicznego rozktadu f, oraz do pokazania istnienia i zbadania wtasnosci funkcji kontrolnych
minimalnych dla f (co uogélnia wyniki Hartmana [64] dla funkcji wypuklych). Znajdujemy mini-
mum i maksimum (w sensie zdefiniowanym w pracy) dwoch funkcji kontrolnych odpowiadajacych
f . Podajemy réwniez prostszy dowod twierdzenia Gera [51] delta-wypuktosci funkcji klasy C™ 1.
Twierdzenia o reprezentacji podane w Rozdziale 1 jest wykorzystane w dalszej czesci, do dalszego
badania delta-wypuklosci n-tego rzedu. W Czesci 2 definiujemy relacje wzglednej delta-wypuktosci
n-teo rzedu (relacje n-delta wypuklosci), ktora jest uogolnieniem relacji n-wypuktosci wprowadzo-
nej w [R6]. Relacja ta indukuje czesciowy porzadek na pewnych klasach rownowaznosci funkeji
delta-wypuklych n-teo rzedu. Podajemy charakteryzacje relacji delta-wypuklosci n-teo rzedu w
terminach minimalnych funkcji kontrolnych, w terminach n-spektralnych miar znakowanych, jak
réwniez pochodnych n+1-szego rzedu (ktére istniejg prawie wszedzie wzgledem miary Lebesguea).
Definiujemy i badamy pojecie silnej delta-wypuklosci n-tego rzedu, ktora jest uogoélnieniem silnej
n-wypuklosci badanej w [R6] i [52]. Podajemy chrakteryzacje silnej delta-wypuklosci w ogolnym
przypaku, bez zadnych dodatkowych zalozeri o rézniczkowalnosci funkeji (to uogélnia wyniki w
[R6] dotyczace silnejn-wypuklosci.

W Czesci 3 badamy nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dotyczace funkeji delta-
wypuklych rzedu n. Dajemy probabilistyczng charakteryzacje 1-delta wypuklosci (tzn. zwyklej
delta-wypuktosci), ktora jest uogdlnieniem znanej nieréwnosci Jensena dotyczacej charakteryzacji
probabilistycznej funkcji wypuktej. Wykorzystuja te probabilistyczng charakteryzacje otrzymu-
jemy pewne nierownosci typu Jensena dla funkcji delta-wypuktlej. Podajemy rowniez rozszerze-
nie znanego kryterium dla weryfikacji wypuklego porzadku stochastycznego s-tego rzedu danego
przez Denuita, Lefévra i Shakeda w [39], z wypuklych na delta-wypukle funkcje. Nasze twier-
dzenie dostarcza uzytecznych narzedzi do otrzymywania i weryfikacji wielu form nieréwnosci typu
Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow. Wtedy, rozwazajac
pewne szczegodlne przypadki zmiennych losowych pojawiajacych sie w naszym kryterium, otrzymu-
jemy uogolnienie znanych wynikéw Dragomira, Pearca i Pecaric¢a [43] dla funkcji delta-wypuktych,
oraz. wynikow otrzymanych w [R2] dla funkcji wypuktych wyzszych rzedow.

Ostatecznie, w Czesdci 4, otrzymane wyniki stosujemy do otrzymania pewnych nieréwnosci
pomiedzy operatorami kwadraturowymi dla funkcji delta-wypuklych n-tego rzedu.

1. Reprezentacja calkowa
Przypomnijmy definicje funkcji delta-wypuktlej n-tego rzedu.
DEerINICIA 77 ([51]). Funkcja f: (a,b) — R jest nazywana delta-wypuktq n-tego rzedu, gdy istnieje
funkcja n-wypukla g taka, ze dlawszystkich =,y € (a,b),

(110) z<y=|AYE f(a)

n+1

<AL g(x).
n+1

Kazda funkcja g spelniajaca (110) jest nazywana funkcjq kontrolng dla f, albo, méwimy ze f jest
funkcjq delta-wypuktq n-tego rzedu z funkcja kontrolng g, jak rowniez méwimy ze f jest g-wypukle
zdominowana n-tego rzedu (krotko delta-wypukta albo g-wypukle zdominowana gdy n = 1).

Nietrudno jest udowodni¢ nastepujacy lemat (patrz [51]).

LemAT 78. Niech g: (a,b) — R bedzie n-wypuktq funkcjg i niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg.
Wtedy nastepujace warunki sq sq rownowazne:

45
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(a) f jest delta-wypukta n-tego rzedu z funkcjg kontrolng g,
(b) gunkcje g — f i g+ [ sq n-wypukte na (a,b),
(c) istniejg dwie n-wypukte funkcje o1, ¢2: (a,b) — R takie, ze

f=p1—¢p2 and g=p1+ 2

W nastepujacym twierdzeniu dajemy reprezentacje catkowa funkcji delta-wypuklej f n-tego
rzedu.Reprezentacja ta jest uogélnieniem wynikéow danych w [172] (dotyczacych funkcji delta-
wypuklych) na funkcje wypukte wyzszych rzedow.

TWIERDZENIE 79. ([R1], Th. 2.1) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq i niech & € (a,b). Wtedy
f jest delta-wypukta n-tego rzedu wtedy i tylko wtedy gdy f ma reprezentacje

wy gw= [ et [ B+ @cto),

n!
gdzie 7(,) jest miarg znakowana na B((a,b)) takq ze —oco < 7(,)((c,d)) < oo dla wszystkich a <
c<d<b,iQ¢€1l,. Ponadto, miara znakowana 7(,) jest jedyna, tzn. jezeli &1, & € (a,b) i dwie
trogki (1,7(n),1, Qey) 1 (§2, T(n),2, Qe,) odpowiadajg funkcji f w reprezentacji (111), to 7,y =
Tny2- Jesli f = @1 — 2, gdzie p1,¢92: (a,b) — R obie sqg n-wypukle, to 7,y = )1 — H(n)2s
iy (du) = dt™ (u) i s (du) = dps” ().

DEFINICIA 80. ([R1], Def. 2.1) Bedziemy nazywac 7,y n-spektralng znakowang miarg funkcji
delta-wypuktlej f n-tego rzedu.

Uwaca 81. ([R1], Rem, 2.1) Zauwazmy, ze jezeli funkcja delta-wypukla f n-tego rzedu jest
klasy C"*! na (a,b) i T(n) jest miarg znakowang, ktéra pojawia sie w Twierdzeniu 79, to

T(n)(du) = f("+1)(u)du.

W pracy [R2| (Lem. 2.1) pokazujemy, ze zbiér funkcji n-wypuklych klasy C™*! in (a,b)
jest gesty w zbiorze funkcji n-wypuklych na (a,b). Jako wniosek otrzymujemy, ze zbior funkeji
delta-wypuklych n-tego rzedu klasy C™™! na (a, b) jest gesty w zbiorzze wszystkich funkcji delta-
wypuklych n-tego rzedu na (a,b) (|R2[, Cor. 2.1).

Warto wspomnie¢, ze w pracy Hartmana (1959) [64] mozna znalezé dyskusje o minimalnych
funkcjach kontrolnych dla funkeji delta-wypuktlej. My rozszerzamy wyniki Hartmana na funkcje
delta-wypukte wyzszych rzedéw.

Zauwazmy, ze jezeli f: (a,b) — R jest funkcja delta-wypuklan-tego rzedu postaci f = ¢1 — @9
z funkcjg kontrolna g = @1 + 2, gdzie 1, 2 obie sa n-wypukle, to dla kazdej n-wypuktlej funkcji
¢, funkcja f moze by¢ trywialnie zapisana jako f = (o1 + ) — (p2 + ¢) z funkcja kontrolna
9o = ¢1 + @2 + 2p. Poniewaz ¢ jest n-wypukla, A7 o(z) > 0 (v € (a,b)). W konsekwencji,
mamy
AT f(x)

n+1

<AL g(@) < AL g,(@)

n+1

dla wszystkich z,y € (a,b), takich ze x < y.
Ta obserwacja moze sugerowaé nastepujace pytanie: czy dla danej funkcji delta-wypuktlej f

n-tego rzedu istnieje funkcja kontrolna g taka, ze operator réznicowy AE g(z) jest minimalny?

n+1

Na to pytanie dajemy odpowiedz twierdzaca.

DEFINICIA 82. ([R1], Def. 2.2) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukta n-tego rzedu.
Niech f bedzie postaci f = @7 — ¢35, gdzie 7], @5 obie sa funkcjami n-wypukltymi. Moéwimy, ze
©7 and @} sa minimalnymi n-wypuktymi funkcjami w reprezentacji funkcji f jako réznica dwoch
funkcji n-wypuklych (krotko, minimalnymi n-wypuklymi funkcjami), jesli dla kazdych innych
dwoch funkeji n-wypuklych ¢1 and s takich ze f = ¢ — o, mamy, ze funkcje ©1 — 3 i Y2 — ¢35
obie sg n-wypukte.

Mowimy, ze funkcja kontrolna ¢*: (a,b) — R jest minimalngfunkcja kontrolng dla f, gdy

<AV g*(x) < AT g(a),

n+1 n+1

]Atffif(x)

n+1

dla kazdej funkcji g: (a,b) — R, ktora jest funkcja kontrolna dla f i dla wszystkich z,y € (a,b)
takich, ze z < y.
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UwacA 83. ([R2], Th. 2.2) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukta n-tego rzedu i
niech ¢g* bedzie minimalna funkcja kontrolna odpowiadajaca f. Wtedy dla kazdej innej funkcji
kontrolnej g odpowiadajacej funkcji f, funkcja g — g* jest n-wypukla.

Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delya-wypukla n-tego rzedu. Powstaje naturalne pytanie
kiedy istnieje minimalna funkcja kontrolna odpowiadajaca f. Niech (&, 7(,), Q¢) (€ € (a,b)) bedzie
trojka odpowiadajaca f w calkowej reprezentacji (111) (funkcji delta-wypuklej n-tego rzedu).
Rozwazmy rozklad Hahna-Jordana miary znakowanej 7(,,)

(112) T(n) = 7'(n) T(n)»

gdzie T(tl) 17, sa nieujemnymi miarami na B((a,b)) (see [21]),ktore sa skoncentrowanw naq dwoch
roztacznych zbiorach P, N € B((a,b)) (PUN = (a,b)), odpowiednio. Miara var (7(,)) = (n)+7'(
jest nazywana wariacjq miary znakowanej 7,

W pracy [R1] dowodzimy, ze dla kazdej funkcji delta-wypuktej n-tego rzedu istnieje minimalna
funkcja kontrolna.

n)

TWwIERDZENIE 84. ([R1], Th. 2.3) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg delta-wypuktq n-tego rzedu
z trajkg (€, 7(n), Qe) (§ € (a,b)) w reprezentacji (111). Wtedy

a) =i — 5,

b) 7 i ¢ sq minimalnymi n-wypuktymi funkcjami,

c) 9% = ¢} + @b jest minimalng funkcja kontrolng odpowiadajgcq f,

gdzie ¢i: (a,b) — R, ¢5: (a,b) — R sq¢ funkcjami n-wypuktymi z tréjkami (f,T(J;),Qg) and

(5,7'(;)70), odpowiednio, w reprezentacji catkowej funkcji n-wypukte;.

W nastepnych trzech twierdzeniach dajemy chrakteryzacje funkeji kontrolnych i minimalnych
funkecji kontrolnych.

TwIERDZENIE 85. (|[R1], Th. 2.4) Niech g: (a,b) — R bedzie funkcjq n-wypuktq z miarg pi(,)
w reprezentacji catkowej, i niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq delta-wypuktq n-tego rzedu z miara
znakowanq T,y w reprezentacji (111). Wtedy nastepujgce zdania sq rownowazne:
a) f jest kontrolowana przez g,
b) B(n) — Tn) 2 0 @ p(n) + 7y 2 0,
) |7 | < By

d) |f" ()| < gD (x) (2 € (a,b)) gdy f i g obie sq klasy C™ in (a,b).

TWIERDZENIE 86. ([R1], Th. 2.5) Niech g: (a,b) — R bedzie funkcjg n-wypuktq z miarg n-
spectralna i,y w reprezentacji cathowey, i niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq delta-wypuktq n-tego
rzedu ze znakowana miarg n-spektralng () w reprezentacji (111). Wtedy nastepujgce zdania sq
réwnowazne:

a) g jest minimalna funkcjq kontrolng dla f,

b) war (7)) = pm)

¢) |fm D (z)| = gtV (z) (x € (a,b)) gdy f i g obie sa klasy C™ 1 in (a b).

d) g = g* z doktadnosciq do wielomianu stopnia co najwyzej n, gdzie g* jest minimalng funkcjg
kontrolng, ktorg wprowadzilismy w Twierdzeniu 84.

Wn10sEK 87. ([R1], Cor. 2.2) Kazde dwie minimalne funkcje kontrolne odpowiadajgce delta-
wypuktej funkcji f: (a,b) — R n-tego rzedu rdézniq sie o wielomian stopnia co najwyzej n.

TWwIERDZENIE 88. ([R1], Th. 2.6) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg delta-wypuktq n-tego rzedu
1 niech g bedzie minimalng funkcjg kontrolng. Wtedy

(113) ‘f("+1)(x)‘ =gt (z)  diaz € (a,b) \paw.

Stosujac twierdzenie o reprezentacji catkowej funkcji delta-wypuklej n-tego rzedu podajemy
nowy (prostszy) dowod twierdzenia Gera dotyczacy zwiazku funkcji klasy C"** z funkcjami delta-
wypuklymi.

STWIERDZENIE 89 ([51]). Kazda funkcja f: (a,b) — R klasy C"1 jest funkcjq delta-wypuktq
n-tego rzedu.
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DowoD. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg klasy C™*!. Definiujemy h(z) = fO+D ().
Wtedy, biorac funkcje F' jako funkcje delta-wypukla n-tego rzedu postaci danej przez (111) z
pewnym § € (a,b), Q¢ € II, i dla ktorej 7,)(du) = h(u)du, na podstawie Uwagi 81 mamy
FtD(z) = h(z) (z € (a,b)). Poniewaz rowniez f*+Y(z) = h(z) (z € (a,b)), otrzymujemy
f = F + py,, gdzie p, € 1I,,. Wynika stad, ze f jest delta-wypukla n-tego rzedu, co bylo do
udowodnienia.

O

2. Wzgledna delta-wypuklosé n-tego rzedu. Silna delta-wypuklosé n-tego rzedu.
Przechodzimy do zdefiniowania relacji wzglednej delta-wypuklo$ci wyzszego rzedu.
DerinicsA 90. (JR1], Def. 3.4) Niech f,h: (a,b) — R beda funkcjami delta-wypuklymi n-tego

rzedu, z minimalnymi funkcjami kontrolnymi gy and gp,, odpowiednio. Méwimy, ze funkcja f jest
delta-wypukta n-tego rzedu wzgledem h (krocej n-delta-wypukla wzgledem h), gdy

A"+zgf( ) > A”Zgh( )

dla wszystkich z,y € (a,b) such that < y, i oznaczamy to przez f =gen h-

DEFINICIA 91. ([R1], Def. 3.5) Bedziemy mowié, ze ktore funkcje f,h: (a,b) — R, ktore
sa delta-wypukte n-tego rzedu (z minimalng funkcja kontrolng g7 1 g odpowiednio) sa modulo
Mgen, albo ze sa tej samej modulo My.,, klasy, gdy
AL gi(@) = At gi(@)
n+1
dla wszystkich z,y € (a,b) such that x < y, i oznaczamy to przez f = h(modMgcp,)-

Relacja modulo My, jest relacja rownowaznosci i stad definiuje klasy réwnowaznosci. Nie-
trudno pokazaé, ze relacja ta indukuje czesciowy porzadek.

TwIERDZENIE 92. ([R1], Th. 3.1) Relacja n-delta-wypuktosci indukuje czesciowy porzqdek na
klasach réwnowaznosci modulo M., funkcji delta-wypuktych n-tego rzedu.

DEFINICIA 93. ([R1], Def. 3.6) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukta n-tego rzedu
z n-spektralng miara znakowana 7(,). Bedziemy nazywac miare var (T(n)) miarg delta-wypuktosci
n-tego rzedu funkcjin f (albo krocej miarg n-delta-wypuktosci).

TwieErRDZENIE 94. ([R1], Th. 3.2) Niech f,h: (a,b) — R beda funkcjami delta-wypuktymi n-

tego rzedu z miarami n-delta-delta wypuktosci var 7'(f) i var (7'(h )), minimalnymi dunkcjami

kontrolnymi gf and g;,, miarams n-wypuktosci u(n) i u(n) odpowiadajgcymi minimalnym funkcjom
kontrolnym g%, g;,,odpowiednio. Wtedy, nastepujgce zdania s¢ réwnowazne:

a) f Zden h;
b A""'x gi(z) > A"+T g5 (), dla wszystkich x,y takich ze a < x <y < b,

)
c) var (T(fn)) > var (T(n)),
d) |f("+1)(x)| > |h("+1)(a:)| (x € (a,b)) gdy f i h obie sq klasy C™*! in (a,b),
e) g} =n gr»
f) U‘((J.,J;) P N?.Z);

)

g g;(nﬂ)(x) > gz(nﬂ)(x) (z € (a,b)) gdy f i h obie sq klasy C™ "L in (a,b).

Przechodzimy do zdefiniowania silnej delta-wypuktosci wyzszych rzedéw.

DEeriNicIA 95. ([R1], Def. 3.8) Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie funkcja delta-wypukta
n-tego rzedu. Mowimy, ze f jest funkcjq silnie delta-wypuktq n-tego rzedu z modutem c gdy
wszystkie funkcje kontrolne odpowiadajgce funkcji f sg silnie n-wypukte z modulem c.

LemAT 96. ([R1], Lem. 3.1) Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq delta-wypuktq
n-tego rzedu. Jezeli istnieje minimalna funkcja kontrolna g odpowiadajgca funkcji f, taka Ze g
jest silnie n-wypukta z modutem c, wtedy wszystkie funkcje kontrolne odpowiadajgce f sq silnie
n-wypukte z modutem c.
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TWIERDZENIE 97. ([R1], Th. 3.5) Niech ¢ > 0. Niech f: (a,b) — R bedzie delta-wypukta n-tego
rzedu i niech g* bedzie minimalng funkcjg kontrolng odpowiadajgca f. Wtedy f jest silnie delta-
wypukta n-tego rzedu z modutem c twtedy i tylko wtedy gdy g* jest silnie n-wypukta z modutem
c.

7 Twierdzen 88, 97 i Lematu 96 otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje silnej delta-wypuktosci
n-tego rzedu, ktora jest uogoélnieniem silnej n-wypuktosci.

TwIERDZENIE 98. ([R1], Th. 3.6) Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie delta-wypukta n-tego
rzedy. Wtedy f jest silnie delta-wypukta n-tego rzedu z modutem c wtedy i tlko wtedy gdy

(114) ‘f("H)(x)’ >c¢ dlaxe€ (a,b) Apuw.
Ze Stwierdzenia 89 i Twierdzenia 98 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

WnI0SEK 99. ([R1], Cor. 3.3) Niech ¢ > 0 i niech f: (a,b) — R bedzie funkcja klasy C"1 w
(a,b). Wtedy f jest silnie delta-wypukta n-tego rzedu z modutem c wtedy i tylko wtedy gdy

‘f(nJrl)(x)‘ >c
dla wszystkich x € (a,b).
PrzyKrAD 100. ([R1], Ex. 3.1) Niech ¢ > 0. Dla f(z) = —c2?/2X(_00,0)(2)+c2? /2X[0,00) () (z €
R) (xg(z) =1gdy € Bixp(z) =0gdy « € B, B C R), mamy ’f”(:r)’ =cdla x # 0. Stad,

z Twierdzenia 98, biorac pod uwage, ze f jest delta-wypukta otrzymujemy, ze f jest silnie delta-
wypukta z modulem c.

3. Nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuklych
wyzszych rzedéw. Nierownosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi.

W nastepujacym twierdzeniu podajemy probabilistyczna charakteryzacje delta-wypuktosci.

TwiERDZENIE 101. ([R1], Th. 4.1) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq i g: (a,b) — R bedzie
funkcjg wypuktq. Wiedy [ jest g-wypukle zdomonowana (albo delta-wypukta z funkcja kontrolng
g) wtedy i tylko wtedy gdy

(115) [Ef(X) — f(EX)| < Eg(X) — g(EX)
dla wszystkich zmiennych losowych X o warto$ciach w (a,b).

Rozpatrzmy teraz szczegélne przypadki Twierdzenia 101. Dla ustalonych ¢ € (0,1) i 1,29 €
(a,b) rozpatrzmy zmienng losowa X taka, ze P(X = 1) =t 1 P(X = 23) = 1 —t. Wtedy z
Twiedzenia 101, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

WNnNI10SEK 102. ([R1], Cor. 4.2) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg i g: (a,b) — R bedzie funkcjq
wypuktq. Wtedy, jezeli f jest g-wypukle zdominowana, to

(116) [tf(x1) + (1 = t)f(x2) — f(txr + (1 — )a2)| < tg(z1) + (1 —t)g(w2) — g(tz1 + (1 —t)x2)
dla wszystkich x1, x4 € (a,b) it € (0,1).

Uwaca 103. (JR1], Rem. 4.1) Nietrudno jest pokazaé, ze warunek (116) jest rowniez wystar-
czajacym, gwarantujacym delta-wypuklosc funkeji f (z funkcja kontrolna g). Warto dodaé, ze w
pracy [43], warunek ten jest uzyty jako definicja (delta-wypuktosci fz funkcja kontrolng g).

Nastepny wynik dotyczy nieréwnosci typu Jensena dla funkeji delta-wypuktych

WnI0sEK 104. ([R1], Cor. 4.2) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjq i niech g: (a,b) — R bedzie
funkcjq wypuktq. Wiedy, jezeli f jest g-wypukle zdominowana, to

th’f(xi) —f (Z tﬂ?i) < Ztig(%) -9 (Z tﬂi) ;

dla wszystkich x1,...,z, € (a,b) i t1,...,t, > 0 sumujgcych sie do 1.

W pracy Dragomir i inn. (2002) [43] mozna znalez¢ nier6wnosci typu Hermita-Hadamarda
dla funkcji g-wypukle zdominowanych.
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STWIERDZENIE 105 ([43]). Niech g: I — R bedzie funkcja wypuktq f: I — R bedzie funkcjg
g-wypukle zdominowang. Wtedy, dla wszystkich a,b € I za < b,

on [ [ s ()t Lo (59
EHS) f(a);f(b) B bia ./ab flz) de| < g(a);rg(b) B bia ./abg(z) dx.

Chcemy daé¢ uogdlnienie nieréwnosci (117) i (118) Dragomira i in. (2002).
Nastepujace twierdzenie dostarcza uzytecznych narzedzi do badania nieréwnog$ci typu Hermita-
Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuklych wyzszych rzedow.

TWwWIERDZENIE 106. ([R1], Th. 4.3) Niech n > 1. Niech g: I — R bedzie funkcjg n-wypuktq i
niech f: I — R bedzie funkcjq, ktora jest g-wypukle zdominowana n-tego rzedu (albo delta-wypukta
n-tego rzedu z funkcjq kontrolng g). Niech X 1Y bedq dwiema zmiennymi losowymi o warto$ciach
w I takimi, ze B(X/ —Y7) =0, j = 1,2,...,n, S™(Fx — Fy) = n i ostatnia zmiana znaku
Fx — Fy jest dodatnia. Wtedy

(119) [Ef(Y) —Ef(X)] <Eg(Y) — Eg(X).

Biorac pod uwage szczegodlne przypadki zmiennych losowych XY, z Twierdzenia 106, otrzy-
mujemy ([R1], Th. 4.4, Th. 4.5) nieréwnosci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-
wypuktych wyzszych rzedow, ktore uogolniaja wyniki Dragomira i in. (2002) [43]. Jako zastoso-
wanie tych wynikow dowodzimy pewne nier6wnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi (dla
funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow).

TWIERDZENIE 107. (|R1], Th. 5.1) Niech f: [-1,1] — R bedzie g-wypukle zdominowana S-rzedu.
Wtedy

IZ(f) — Ga(f)] < Z(g) — G2(9),
IS(f) = Z(f)| < S(9) — Z(y),
IC(f) = Ga2(f)| < C(g) — Ga(g),
IT(f) —C(f) <T(g) — C(9),
IS(f) =T(fI < S(9) —T(g),

gdzie T € {G3, L5}.

TWwWIERDZENIE 108. (|R1], Th. 5.2) Niech f: [-1,1] — R bedzie g-wypukle zdominowana 5-tego
rzedu. Wtedy

IZ(f) — Gs(f)I < Z(g) — G3(9)
|L4(f) — Z(f)] < La(g) — Z(9),
IL5(f) — Gs() < Ls(g9) — G3(9):
|L4(f) — L5(f)| < Lalg) — L5(9)



ROZDZIAY 7

Pewne wzgledne wypuklosci

Przypomnijmy probabilistyczng charakteryzacje funkcji wypuktej. Funkcja f: I — R jest
wypukla wtedy i tylko wtedy gdy

(120) f(EX) < Ef(X)

dla wszystkich catkowalnych zmiennych losowych X o wartosciach w I (patrz [21]). Zauwazmy, ze
dla funkcji odwracalnej f, (120) moze by¢ réwniez wyrazona jako EX < f~1(Ef(X)). Wyrazenie
f Y Ef(X)) moze byé¢ uwazane jako uogélniona $rednia [76], [63]. Pojecie wypuktosci zostato
uogodlnione przez B. Jessena in [76] do poréwnywania dwoch dwoch funkeji w terminach $rednich
przez nich zdefiniowanych (wypuklosé poréwnawcza) Rosnaca funkcja f: I — R jest nazywana
wypukta wzgledem innej rosnacej funkcji g: I — R gdy ¢~ (Eg(X)) < f~Y(Ef(X)). To moze
by¢ zapisane jako fo ¢~ (Eg(X)) < Ef o g~ 1(g9(X)), co pokazuje, ze f jest wypukla wzgledem
g wtedy i tylko wtedy gdy f o ¢! jest wypukla. Zauwazmy, ze powyzsze sformulowanie uzyte w
[63], [172], [158], nie zaklada Zeby f byla odwracalna (patrz rowniez [32], [45], [17], [142], [143],
[119]). W kontekscie funkcji C!-rozniczkowalnych, f jest wypukta wzgledem funkcji rosnacej g gdy
f'(z)/g'(z) jest niemalejaca; w kontekscie funkcji C?-rézniczkowalnych, f jest wypukta wzgledem
g wtedy i tylko wtedy gdy f”(z)/f' () = ¢"(x)/g'(x) (|32]) (zakladajac, 7e te ilorazy istnieja).
Wzgledna wypuklt6s¢ wedtug tej definicji nie jest antysymetryczna i stad nie definiuje czeSciowego
porzadku. Palmer w [154], [155] uzywa niezaleznie wyprowadzonego sformulowania, ktore jest
podobne, ale jest antysymetryczne i definiuje czeSciowy porzadek, bez zakladania odwracalnosci
zadnej z funkcji bedacych w relacji wypuktlosci.

Definiujac za Palmerem [154], [155] mowimy, ze funkcja f: I — R jest wypukta wzgledem
innej funkeji wypuktej g: I — R, gdy istnieje funkcja wypukta $cisle rosnaca h: g(I) — R taka, ze
f = h(g), i oznaczamy to przez f>1yg. W kontekscie funkcji C?-rézniczkowalnych, ()9 wtedy
i tylko wtedy gdy f”(x)/|f'(z)| = ¢"(x)/|¢'(x)| (xz € I), zakladajac, ze te ilorazy istnieja (patrz
[155] Theorem 4).

W pracy [143] autorzy rowniez rozwazaja wzgledna wypuklosé f wzgledem g, wedlug termi-
nologii w [143] w skrocie g <1 f, gdzie f, g sa funcjami o wartosciach rzeczywistych zdefiniowanych
na tym samym zbiorze A i g nie jest stala funkcja. Gdy A jest przedziatem i g jest ciggta i $cisle
rosngca, warunek g < f jest réwnowazny wypuktosci funkcji f o g7 (na przedziale B = g(A)).
Inny pomyst wypuklosci dwoch funkeji f i g mozna znalezé¢ w pracy [R6]. Mowimy, ze f jest
wypukla wzgledem g gdy funkcja f — g jest wypukla, i oznaczamy to przez f>(2)g. W kontekscie
funkcji C?-rozniczkowalnych, f-(2)g wtedy i tylko wtedy gdy f”(z) > ¢"(z) (x € I). Zapisujemy
to jako f € C(>(;),9) gdy f>@g (i = 1,2). Zbior C(>(a),ca?) (¢ > 0) pokrywa sie ze zbiorem
funkcji silnie wypuktych (z modultem ¢ > 0), wprowadzonym w [164] (patrz rowniez [172], [67],
[163]). Zauwaze, ze w pracy [R6] byla badana relacja wzglednej n-wypuktosci =, dla funkcji
n-wypuktych. Wtedy, relacja ) pokrywa sie z relacja n-wypuklosci =, dla n = 1. Wiele innych
relacji wzglednej wypuklosci byto proponowanych. Wiele wynikoéw mazna znalezé w [143], [158],
[93], [10], [166], [92], miedzy innymi.

W pacy [R3] dajemy charakteryzacje relacji wzglednych wypuktosci (1 i (o) dwoch funkeji
f 1 g, ktora uogdlnia i uzupelnia wyniki podane przez Palmera [154], [155] i przeze mnie [R6].
Analizujemy rowniez wzajemne zalezno$ci pomigdzy relacjami =1y i >(g).

W Czesci 1 podajemy charakteryzacje tych relacji wypuklosci i zaleznosci pomiedzy nimi,
w terminach prawostronnych pochodnych jak rowniez pochodnych dystrybucyjnych, bez zadnych
dodatkowych zalozen o rézniczkowalnosci funkcji f and g.

W Czesci 2 wyprowadzamy probabilistyczng charakteryzacje tych relacji wzglednej wypuktlosci
w terminach Jensen gap.

W Czeéci 3 definiujemy i badamy silng wypukto$¢ wzgledem relacji =) (i = 1,2). Wtedy
zwykla silna wypuklo$c moze by¢ uwazana jako silna wypuklos¢ wzgledem relacji (). Ta czesc

51



52 Chapter 7. Pewne wzgledne wypuktosci

zawiera réwniez probabalistyczng charakteryzacjg silnej wypuktosci wzgledem relacji >y, co uzu-
pelnia charakteryzacje silnej wypuklosci dang w [P21]. Uzywajac tei probabilistycznej charak-
teryzacji, wyprowadzamy nieréwnosci typu Jensena dla funkcji silnie wypuktych wzgledem - (1),
analogiczne do wynikéw otrzymanych w [P21], [125], dotyczacych zwyklych silnie wypuktych
funkecji.

Dodatkowo, ilustrujac dziatanie naszych twierdzen, wprowadzamy wiele interesujacych przy-
ktadow i kontrprzyktadow funkcji.

1. Kryteria rézniczkowe

Jak zwykle, przez f’ oznaczamy pochodna dystrybucyjna, pochodna punktowa przez f(z),
pochodna dystrybucyjna drugiego rzedu przez f”, i pochodna punktowa drugiego rzedu przez
f"(z) (patrz [189], [195]).

Przypomnijmy, ze funkcje wypukle spelniaja wiele wlasnosci ,,gtadkosci” (patrz [96], [172]).
Wymienimy niektére z wlasnosci funkeji wypuktych.

STWIERDZENIE 109. ([R3], prop. 2.1) Funkcja wypukla f zdefiniowana na I jest ciggta i ma
obie pochodne prawo i lewo stronng, fr(z) i f(z), odpowiednio, w kazdym punkcie z I.

STWIERDZENIE 110. ([R3], prop. 2.25) Funkcja f: I — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy
pochodna prawostronna fr,(z) (lub lewostronna f](x)) istnieje i jest niemalejgca na I.

STWIERDZENIE 111. ([R3], prop. 2.3) Funkcja f: I — R jest wypukta wtedy i tylko wiedy gdy
pochodna prawostronnafy(x) (lub left derivative fy(z)) istnieje i f"” > 0.

Podpochodng funkcji wypuklej f: I — R w punkcie zy € I jest liczba rzeczywista ¢ taka, ze
f(@) = f(zo) = c(x — xg), dla wszystkich = € I. Zbiér wszystkich podpochodnych jest nazywany
subdifferencjatem funkcji f w xq i jest oznaczany przez 0f(zg). Oczywiscie mamy

(121) 0f (wo) = [f1(x0), fr(x0)]-
STWIERDZENIE 112. ([R3], prop. 2.4) Funkcja f: I — R jest wypukta wtedy i tylko wiedy gdy
istnieje funkcja k: I — R, taka, zZe dla kazdego x,y € I
(122) fy) = f(@) + k(z)(y — ).
Ponadto, k(x) jest funkcja niemalejgea i k(x) € f(x), dla kazdego x € 1.
Na podstawie (121), jako k(z) moze by¢ wzieta f(z) (lub f7(x)).
WnI0SEK 113. ([R3], Cor. 2.5) Funkcja f: I — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy

(123) fy) = f(@) + fr(@)(y —2),
dla wszystkich x,y € I.

Przypomnijmy definicje relacji wzglednej wypukloéci ;). Definiujac za Palmerem [154],
[155], mowimy ze funkcja f: I — R jest wypukla wzgledem innej funkcji wypuklej g: I — R
gdy istnieje cidle rosnaca funkcja wypukta h: g(I) — R taka, ze f = h(g) (oznaczamy, f>~(1)g).
Mowimy, ze f wklesta wzgledem ¢ (w sensie Palmera [154], [155]) gdy g jest wypukla wzgledem
[, 1 oznaczamy to przez f<(1)g- To jest natychmiastowe, ze f jest wklesta wzgledem g wtedy i
tylko wtedy istnieje funkcja wklesta $cisle rosnaca h: f(I) — R taka, ze f = h(g).

Poniewaz f = h(g) z h Scisle rosnaca, funkcje f i g musza by¢ rosnace i malejace na tych
samych przedzialach. Bedziemy mowié¢, ze takie funkcje sg izotoniczne, albo ze nalezg do tej
samej izotonicznej klasy.

Nastepujace stwierdzenie (patrz Theorem 2 w [155]) daje rownowazne kryterium ktore jest
uzyteczne w dowodzeniu wlasnosci wzglednej wypuktosci bez odnoszenia sie do funkcji h.

STWIERDZENIE 114. ([R3], Prop. 2.6) Niech f,g: I — R bedq funkcjami. Wtedy [~ )9 wtedy
i tylko wtedy gdy istnieje funkcja \: I — [0,00] taka, ze dla kazdego x,y € I,

(124) fly) — f(x) = M=) (9(y) — g(x)).

Ponadto, jezeli f i g sq rézniczkowalne, to

(125) AMz) = ;

dla wszystkich x € I.
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Nastepujace twierdzenie (R3], Th. 2.7) uzupelnia Stwierdzeniell4.

TwiERDZENIE 115. (R3], Th. 2.7) Niech f,g: I — R bedg funkcjami. Wtedy f>(1yg wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje funkcja A: I — [0,00) taka, Ze

a) Az) # 0 dla kazdego x € I z g(x) € int(g(I)),

(126) b)  fly) = f(x) = M) (g(y) — g(x)) dla kazdego x,y € I.
Ponadto,
(127) A() € Oh(g(x)),

dla kazdego x € I, gdzie h jest wypuklq Scisle rosngcq funkcjq taka, ze f = h(g).

Niech I = (a,b). Niech f~(1)g, gdzie f = h(g) z funkcja wypukla $cisle rosnaca h. Niech A be-
dzie funkcja dang w Twierdzeniu 115. N apodstawie (127) A(z) € 0h(g(x)). Oczywiscieh’z(g(x)), b (9(x)) €
Oh(g(x)). Poniewaz g jest wypukla, istnieje £ € [a, b] takie, ze g jest malejaca na (a, &) i rosnaca
na (£,b). Wtedy

fr() = hi(9(2))gr(z) dlaz € (a,),
(128) fr(@) = hg(g(z))gr(z) dlax € [€,D).
Poniawaz h jest wypukla §cisle rosnaca, k7 (g(z)) # 0 and hz(g(x)) # 0, dla kazdego z € I z
g(x) € int(g(I)).

W konsekwencji, frp(xz) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy gr(x) = 0, gdy g(z) € int(g(1)).
Oczywiscie dla funkcji ¢ danej wzorem
(129) e(g9(x)) = R (9(2))X(a8) (@) + R(9(2))x(e.0) (2),
mamy ¢©(g(y)) € Oh(g(x)) (xs(z) = 1 gdy = € B and xg(z) = 0 gdy « ¢ B, B C R). Na
podstawie (128), mamy
(130) fr(@) = ¢(9(2)) - gr(x), dlaz €I,

w konsekwencji

(13) ota)) = 22

, if gr(x) #0.

Podobnie mozna udowodnié, ze jako A(z) moze byé¢ brana A(x) = _f;% g;, if g} (x) # 0.

WNnI0sEK 116. ([R3], Rem. 2.8) Jako funkcja \(x) opisana w Twierdzeniu 115 moze byé wzieta
/
)\(SL’) — fR(‘r)

(132)

gr(x)’
dla kazdegox € I dla ktorych gip(z) # 0 (albo MNz) = g%g:; , 9dy g7 (x) #0).

Jezeli f i g sa dwukrotnie rézniczkowalne to dla f>(1)g moze by¢ wyprowadzone nastepujace
kryterium (patrz [155]).

STWIERDZENIE 117. ([R3], Prop. 2.9) Jezeli f i g sq dwukrotnie rézniczkowalne na (a,b), to
/@) g
[f(@)] 7 g’ (@)

W nastepujacym twierdzeniu podajemy kryterium dla f-(1)g w terminach pochodnej dystry-
bucyjnej drugiego rzedu, bez dodatkowych zatozen o rézniczkowalnosci f i g.

(133) f=)g wtedy i tylko wtedy gdy

TwIERDZENIE 118. ([R3], Th. 2.10) Niech f,g: I — R bedq funkcjami wypuktymi. Wtedy
=g wtedy i tylko wtedy gdy nastepujoce warunki sq spetnione:

(i) istnieje funkcja h: g(I) — R taka, ze f = h(g),

(i) (@) 0, dla kazdego = € I takiego, Ze gir(x) # 0,

g (x)
(i) f"(z) = ggggg”(:ﬁ), 9dy gr(x) # 0, gdzie f"(x), g" (x) oznacza tutaj pochodng dystrybucyjng
drugiego rzedu.

W nastepujacych kontrprzykladach pokazujemy, ze wszystkie warunki (i), (ii) i (iii) wymie-
nione w Twierdzeniu 118 sa konieczne.

Przykrap 119. (R3], Ex. 2.11)
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(a) Dla f(z) = 2%X(—00,0)(%) + 22%X[0,00)(2) 1 g(x) = #?, warunki (ii) i (iii) sa spelnione, ale nie

istnieje funkcja h: g(R) — R, taka, ze f = h(g), w konsekwencji f>~(;) nie jest spelione.
Faktycznie,

gﬁg; = X(=50,0)(®) + 2X[0,00)(z) > 0 (z € R),
r(x) = ﬁzggg%(@—QX(—M:O)($)+4X[0,OO)(33).

Przypusémy, przez zaprzeczenie, ze istnieje funkcja h: [0,00) — R, taka, ze f = h(g). Wtedy
h(4) = h(g(—=2)) = f(=2) =41 h(4) = h(g(2)) = f(2) = 8, co jest sprzecznoscia.
(b) Dla

(139 gle) = ~(20+ Do)~ ox0@) + (574 5 ) X0
(135) h) = .
1 1
(136) f(x) = —(2$+1)X(oo,1)(3?)—56X[1,0)($)+$X[o,1)($)+(2$+2> X[1,00) (%),

nie jest trudno sprawdzié¢, ze warunki (i) and (iii) sa spelnione, a warunek (ii) nie jest spelniony,
i f nie jest wypukta.

(c) Dla g(x) = 22, h(z) = TX(—c0,1)(%) + X(1,00) (%), f(#) = min(2?,1) obserwujemy, ze (i) oraz
(ii) sa spelnione, (iii) nie zachodzi oraz f nie jest wypukla.

Jezeli g jest wypukla i monotoniczna oraz h jest wypukta i nie jest mnnotoniczna, to funkcja
f = h(g) moze by¢ wypukta jak réwniez moze nie by¢ wypuktla, jak pokazuje nastepujacy przyktad.
PrzYKEAD 120. ([R3], Ex. 2.12) Dla funkcji g, h, f danych wzorami (134), (135) i (136), odpo-

wiednio, i

(137) hi(z) = =32+ 2)X(—00,—1)(x) — 2X[=1,0) (%) + TX(0,00)(T),

Al = =0+ DXem(@) ~ 2100+ oxon (@) + (52 3) xp @)

obserwujemy, ze g jest malejaca, obie funkcje h; i h sa wypukle i nie s monotoniczne na R,
f1 = hi(g) jest wypukta, natomiast f = h(g) nie jest wypukia.

Na podstawie dowodu Twierdzenia 118, mozna pokaza¢ nastepujacy wniosek.

Wn10sEK 121. ([R3], Cor. 2.13) Niech g: I — R bedzie funkcjg wypuktq i niech h: g(I) — R
bedzie wypukta i rosngca. Wtedy funkcja f = h(g) jest wypukta.

W nastepujacym przyktadzie pokazujemy, ze f = h(g) moze by¢ wypukta, gdy h nie jest $cisle
rosnaca.

PrzZYKLAD 122. ([R3], Ex. 2.14) Dla g(z) = (2% — 1)X(0,00)(%) — X(—00,0)(2), h(z) = 4,
obserwujemy, zr g jest wypukta, h jest wypukla i h nie jest $cisle rosnaca na g(R) = [—1, 00), oraz
fx) = h(g(x)) = (2% = 1)X(1,00) (x) jest wypukla.

Przypomnijmy, ze funkcja f: I — R jest nazywana quasi-wypuktq gdy
(138) flte + (1 —t)y) < max(f(x), f(y)),

dla wszystkich z,y € I, t € [0,1]. Mowimy, ze f jest quasi-wklesta jesli nierownosé (138) jest
odwrocona ([143]). Funkcja f jest quasi-afiniczna jesli jest quasi-wypukla i quasi-wklesta. Wia-
domo, ze f jest quasi-afiniczna wtedy i tylko wtedy gdy jest monotoniczna. Przechodzimy teraz
do rozwazenia f = h(g), bez zakladania wypuktlosci funkcji h.

LemAT 123. ([R3], Lem. 2.15) Niech g: I — R bedzie funkcja wypuktq i niech h: g(I) — R
bedzie funkcjg rosngeq. Wiedy f = h(g) jest funkcjg quasi-wypukiq.

Analogicznie do Lematu 123, moze by¢ udowodniony nastepujacy lemat.

LemAT 124. ([R3], Lem. 2.16) Niech g: I — R bedzie funkcjg wypuktq i niech h: g(I) — R
bedzie funkcjg malejgeq. Wiedy f = h(g) jest funkcjq quasi-wklesta.

W nastepnym lemacie rozwazamy przypadek gdy obie funkcje g i h nie sa monotoniczne.
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Lemar 125. ([R3], Lem. 2.17) Niech g: I — R i h: g(I) — R bedg funkcjami wypuktymi, ktore
nie sg monotoniczne na I i g(I), odpowiednio. Wtedy funkcja f = h(g) nie jest wypukta.

Przypomnijmy definicj¢ wzglednej wypuktosci > (o).

Dla danych dwoéch funkeji wypuktych f,g: I — R, moéwimy, ze f jest wypukla wzgledem g (w
sensie [R6], w skrocie, f>~(2)9), gdy f — g jest wypukla.

Stwierdzenia 111 i 112 pozwalaja nam otrzymaé wiele charakteryzacji wzglednej wypuktosci
>~(2) ([R3], Prop. 2.18).

Uwaca 126. ([R3]|, Rem. 2.19) Niech f,g: I — R beda dwiema funkcjami wypuklymi (I =
(a,b)). Niech f = h(g), gdzie h: g(I) — R jest wypukla i §ciSle rosnaca. Bez straty ogolnosci
mozemy zalozy¢, ze g jest malejaca na (a, ) i rosnaca na (£,b) (a < £ < b). Wtedy mamy

(139) fr(z) = W (9(2))gR(2)X (0.6 (%) + Pr(9(2)gr(z)X(e ) (2),

dla wszystkich « € I. Poniewaz h jest $cisle rosnaca na g(I), b’ (g(x)) i Mz(g(x)) sa obie dodatnie
gdy g(x) € int(g(I)). Stad, na podstawie (139), funkcje fr(z) i gx(x) sa synchroniczne na zbiorze
A =g ' (int(g(I))) (w takim sensie, ze (fr(y)—fr(2)) (9 (y)—gk(z)) = 0 dla wszystkich z,y € A).
To implikuje, ze funkcje f i g sg izotoniczne na A (w takim sensie, ze f i g musza by¢ rosnace i
malejace na tych samych przedziatach).

W nastepujacym przykladzie pokazujemy, ze istnieja funkcje f i g, dla ktorych tylko jedna z
relacji f=(1)g 1 f>(2)g zachodzi.

Uwaca 127. (R3], Ex. 2.20)

a) Dla g(z) = 22 i f(x) = 2* (z € R), obserwujemy, ze relacja f=(1)g zachodzi, a relacja f>(2)g
niezachodzi. Faktycznie, f = h(g), gdzie h(z) = 22 (z > 0) jest Scisle rosngca na [0, 00), i
funkcja f(z) — g(x) = #* — 22 nie jest wypukta.

b) Dla f(z) = 2® i g(z) = (z — 1)?, obserwujemy, ze f>()g i relacja f>(1)g nie zachodzi.
Faktycznie, funkcja f(z) — g(z) = 2o — 1 jest wypukta, stad f>(2)g. Poniewaz funkcje f i g
nie s izotoniczne na (0, 00), na podstawie Uwagi 126, relacja f(1)g nie zachodzi.

Jezeli f~(1)g, to moga by¢ wyprowadzone proste kryteria dla f>(2)g.

TwIERDZENIE 128. ([R3], Th. 2.21) Niech f,g: I — R beda funkcjami wypuktymi, takimi ze
=g, i nie ma takich a,b € R dla ktérych

(140) f(x)—g(z)=ax+b (zeR).
(i) Jezeli dla kazdego x € I takiego ze gr(x) # 0, spetniony jest warunek
/
(141) fal®)
9r(@)
to f>-(2)g.

(ii) Zatozmy, zet g nie jest monotoniczna na I. Wiedy f=(2yg, wtedy i tylko wtedy gdy (141)
zachodzi (dla kazdego x € I dla ktorego gir(z) #0).

UwaGAa 129. ([R3], Rem. 2.22) Na podstawie dowodu Twierdzenia 128 mozna pokazaé, ze
warunek (141) jest rownowazny warunkowi

(142) hr(g(x)) > 1

(albo A7 (g(z)) > 1), dla kazdego z € I.

Nastepujacy przykiad pokazuje, ze jezeli g jest monotoniczna, to warunek (141) nie jest ko-
nieczny.

PrzykiaD 130. ([R3], Ex. 2.23) Dla g(z) i hi(z) danych jako (134) i(137), odpowiednio,
h(z) = hi(x) + 3z i f(x) = h(g(z)), nie jest trudno sprawdzi¢, ze (141) nie jest spelniony, g jest
wypukla i malejaca, i obie relacje f>(1)g and f>(2)g zachodza.

TwierDZENIE 131. ([R3|, Th. 2.24) Niech f,g: I — R bedq funkcjami wypuktymi takimi, ze
[=(2y9. Jezeli istnieje funkcja h: g(I) — R taka, Ze f = h(g) i

fr(2)
(143) 0< ) <1,

dla kazdego x € g~ (intg(I)), to f>1)g.



56 Chapter 7. Pewne wzgledne wypuktosci

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze warunek (143) nie jest konieczny.
PRZYKEAD 132. (|R3], Ex. 2.25) Dla g(z) = 22, f(z) = 322, obserwujemy, ze f(z)—g(z) = 22>
jest wypukla, f = h(g) z h(z) = 3z, i i;ggg = 3. Stad, chociaz warunek(143) nie jest spelniony,
obie relacje f>(1)g 1 f>(2) zachodza.

W nastepujacym przykladzie warunek (143) jest speiniony.

PrzykraDp 133. ([R3], Ex. 2.26) Dla g(x) = z, f(z) = h(z) = %xx(_mftym () + 2X(0,00)(T),
obserwujemy, ze (143) jest spetniony i obie relacje f~(1)g and f>(9)g zachodza.

2. Charakteryzacja probabilistyczna

Zauwazmy, ze probabilistyczna charakteryzacja funkcji wypuklych (patrz (120))moze by¢ za-
pisana w nastepujacej postaci.

STWIERDZENIE 134. Funkcja f: I — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy
(144) Ef(X) - [(EX) > 0.

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I (o skoticzonych wartosciach oczekiwa-
nych).

Lewa strona nieréwnosci (144) réwna sie tzw. Jensen gapowi funkcji f. Stad, nier6wnosé
(144) oznacza, ze funkcja wypukta jest funkcja, dla ktorej Jensen gap jest nieujemny.

7 definicji, f-(2)g wtedy i tylko wtedy gdy f — g jest wypukta. Z nieréwnoéci (144) otrzy-
mujemy, ze f>(9)g wtedy i tylko wtedy gdy E[f(X) — g(X)] — [f(EX) — g(EX)] > 0, co daje
probabilistyczng charakteryzacje wzglednej wypuktoSci > (o).

STWIERDZENIE 135. ([R3]|, Prop. 3.2) Niech f,g: I — R bedq funkcjami wypuktymi. Wtedy
I=(2)9 wtedy i tylko wiedy gdy

(145) Ef(X) - f(EX) > Eg(X) — g(EX),
dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I.

Nierownoéc (145) oznacza, ze Jensen gap funkcji f jest wiekszy lub rowny niz Jensen gap
funkecji g.

W nastepujacym twierdzeniu podajemy probabilistyczna charakteryzacje wzglednej wypukto-
$ci (1)

TwIERDZENIE 136. ([R3], Th. 3.3) Niech f,g: I — R bedg funkcjami wypuktymi, takimi ze
[=qyg. Wtedy istnieje funkcja X: I — [0,00) taka, Ze

(146) Ef(X) - f(EX) 2 MEX)(Eg(X) — g(EX)),
dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I.
Nastepujace kontrprzyklady pokazuja, ze warunek (146) nie jest wystarczajacy.

PrzykraDp 137. ([R3], Ex. 3.4)

a) Niech f i g beda takie jak w Przyktadzie 122, obserwujemy, ze obie funkcje f i g sa wypukle,
oraz nie istnieje funkcja h, taka zeby f = h(g) i nier6wnos¢ (146) bylaby spelniona . Faktycznie,
poniewaz funkcja f(z) — g(z) = 22 jest wypukla, ze Stwierdzenia 134, otrzymujemy Ef(X) —
f(EX) > Eg(z) — g(EX), dla wszystkich zmiennych losowych X . Stad, warunek (146)
zachodzi biorac A = 1.

b) Rozwazmy funkcje g, f1,h; dane w Przyktadzie 120. Niech f = fi1, h = hy. Obserwujemy, ze
f 1 g sa wypukle, h jest wypukla i nie jest rosnaca, f = h(g) i warunek (146) jest speiniony.
Faktycznie, g = §_1 + 161, f” = 6_1 + 261, mamy ¢” < f”. Wtedy, ze Stwierdzenia 134,
otrzymujemy ze Ef(X) — f(EX) > Eg(X) — g(EX), dla wszystkich zmiennych losowych X.
Stad, (146) zachodzi z A = 1.

¢) Dla g(z) = 12X (00,01 (%) 42X (0,00) (), M(Z) = ZX(—00,0) (%) + S22 X[0,00) (), Obserwujemy, ze g
jest wypukla, h jest rosnaca i nie jest wypukla na g(R) =R, f(z) = h(g(z)) = +ox(—00,0(z) +
832X (0,00) () jest wypukla i warunek (146) jest spetniony. Faktycznie, poniewaz f(z)—3g(x) =
EX(—00,0] (J:)—I—%xx(o’oo) (z), mamy ze f—1g jest wypukla. Niech X bedzie rzeczywistz zmienna
losows. Ze Stwierdzenia 134, otrzymujemy, ze E[f(X) — g(X)] — [f(EX) — 1g(EX)] 2 0, co
implikuje Ef(X) — f(EX) > 1[Eg(X) — g(EX)]. Syad, nieréwnos¢ (146) zachodzi z A = 1.
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fr(z)
gr(z)’

Poniewaz, na podstawie Uwagi 116, jako A(x) mozna wzia¢ \(x) = otrzymujemy na-

stepujaca charakteryzacje.

TwiErRDZENIE 138. ([R3], Th. 3.5) Niech f,g: I — R bedg funkcjami wypuktymi, takimi ze
f%(l)g. Wtedy
fr(EX)

(147) [Ef(X) = F(EX)] > W[EQ(X) —9(EX)],

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I (o skoriczonych wartosciach oczekiwa-
nych), takich ze gp(EX) # 0.

UwacA 139. ([R3], Rem. 3.6) Zauwazmy, ze warunek, that the condition (147) moze by¢
przepisany w postaci
1

1
(148) W[Ef(x) - f(EX)] > 19R(EX)]

dla wszystkich zmiennych losowych X o wartosciach w I (o skoriczonych wartosciach oczekiwa-
nych), takich ze gz(EX) # 0 and fr(EX) # 0.

[Eg(X) — g(EX)],

Rozpatrzy teraz szczegélne przypadki w Twierdzeniu 136. Dla ustalonych ¢ € (0,1) i x1, a2 €
I, rozpatrzmy zmienna losowa X, taka ze P(X = x1) = t 1 P(X = x2) = 1 —t. Wtedy z
Twierdzenia 136 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Wni10sEK 140. (R3], Cor. 3.7) Niech f,g: I — R beda funkacjami wypuktymi, takimi ze f~1yg.
Wtedy istnieje funkcja A: I — [0,00) taka Ze

(149)

At + (1= )22) [tg () + (1—t)g(2) — g1+ (1—)3)] < £ (1) + (L—1) f(w2)— f(t21 +(1—t)z3),

dla kazdego x1,29 € I it € (0,1).
Nastepny wynik dotyczy nier6wnosci typu Jensena dla wzglednej wypuktosci = j).

Wni0sEk 141. (R3], Th. Cor. 3.8) Niech f,g: I — R bedg funkcjami wypuktymi, takimi Ze
[=qyg. Wtedy, istnieje funkcja X: I — [0,00), taka ze

=1 i=1 =1 i=1

dla kazdych x1,...,xp € I it1,...,t, >0 sumujgcych sie do 1.

Poprzez podobne rozumowanie, na podstawie Uwagi 139, otrzymujemy nastepujaca nieréw-
nos¢ typu Jensena dla wzglednej wypuktosci ).

WnI0SEK 142. ([R3], Cor. 3.9) Niech f, g bedg funkcjami wypuktymi, takimi ze f-)g. Wtedy
m[tﬂff) + (@ =0)f(y) — fltz+ (1= t)y)]
Z
e te(@) + (1= )g(y) — gtz + (1 = t)y)],
m [icy tif (i) — f (321, tawi)]
=
s e (i tig(@) — g (0 tiwa)],
dla kazdych x,y,x1,..., 0, € I, t € (0,1) i ty,...,t, sumujgcych sie do 1.

3. Pewne silne wypuklosci

Przypomnijmy, ze funkcja f: (a,b) — R jest silnie wypukta z modutem ¢ > 0 wtedy i tylko
wtedy gdy funkcja f(z)—cax? jest wypukta (Stwierdzenie 25 ). Inaczej moéwigc f jest silnie wypukta
z modultem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy gdy f>(2)9, gdzie g(x) = cr? (z € R). Inspirujac sie ta
charakteryzacja, wprowadzamy pojecie silnej wypuklosci wzgledem relacji wzglednej wypuktosci.

Tutaj, bedziemy uzywac relacji =), ¢ = 1,2, do zdefiniowania silnej wypuktosci wzgledem
relacji wzglednej wypuktosci. Mowimy, ze funkcja f: I — R jest silnie wypukla (z modultem
¢ > 0) wzgledem relacji >;)) gdy f>(;)ca®. Wtedy silna wypuklosé wzgledem >y jest zwykla
silna wypukto$cig. Palmer [154], [155] badal silng wypuktos¢ wzgledem > (4), nie nazywajac jej.
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W [P21] mozna znaleZ¢ nastepujaca probabilistyczna charakteryzacje silnej wypuktosci, ktora
jest rownoczesnie silng wypuklodcia wzgledem - 4).

TWIERDZENIE 143. ([P21], Th. 2.1) Funkcja f: I — R jest silnie wypukta (z modutem ¢ > 0)

wzgledem relacji =2y wtedy 1 tylko wtedy gdy

(151) Bf(X) - f(EX) > eD*(X),

dla kazdej zmiennej losowej X o wartosciach w I (o skoriczonych wartosciach oczekiwanych).
Nierownoéc (151) oznacza, ze Jensen gap funkcji f jest wiekszy lub réowny niz wariancja

zmiennej losowej X pomnozona przez c.

W nastepujacym twierdzeniu podajemy probabilistyczng charakteryzacje silnej wypuktosci
wzgledem relacji >(q).

TWIERDZENIE 144. ([R3], Th. 4.5) Niech f: I — R bedzie funkcjg wypuktq i niech ¢ > 0. Jezeli
[ jest silnie wypukta wzgledem =1y (z modutem c), to
D*(X)
2EX "’
dla kazdej zmiennej losowej X o warto$ciach w I (o skotriczonych wartosciach oczekiwanych), takiej

ie EX # 0.

(152) Ef(X) - f(EX) > fr(EX)

Zauwazmy, ze D?(X)/EX jest stosunkiem wariancja-warto$é oczekiwana dla zmiennej loso-
wej X (VMR(X)). Nieréwnos¢ (152) oznacza, ze the Jensen gap funkcji f jest niemniejszy niz
polowie stosuku wariancja-warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X pomnozonego przez fr(EX).
Zauwazmy, ze prawa strona nieréwnosci (152) jest niezalezna od modutu c.

Rozwazmy teraz szczegélne przypadki Twierdzenia 144. Dla ustalonych ¢ € (0,1) i 21,29 € I,
rozwazmy zmienng losowa X, taka ze P(X =z1) =1t 1 P(X = z3) = 1 —t. Wtedy, z Twierdzenia
144 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Wni0sEK 145. ([R3], Cor. 4.6) Jezeli funkcja f: I — R jest silnie wypukta wzgledem =1, to

ted + (1 —t)zd — [tey + (1 — t)zo)?

tf(.]?l)—f—(l—t)f(l'g)—f(t.’l?l-i-(l—t)xg) > f;%(tx1+(1_t)x2) 2[t.’£1+(1*t)1‘2] ’

dla kazdych x1,22 € I it € (0,1), takich ze txy + (1 — t)xze # 0.

Nastepny wynik dotyczy nieréwnosci typu Jensena dla funkcji silnie wypuktych wzgledem
~(1)-

WnNI0SEK 146. ([R3], Cor. 4.7) If the function f: I — R is strongly conver with respect to (1),
then

n n n n 2 n 2
g2 vt

Ztif(%‘) _ Ztﬂ?i > fr Ztﬂi Dimy bits _ [Dizy tiwi] ’

i=1 i=1 i=1 22 i tii

dla kazdych x1,...,x, € I it1,...,t, > 0 sumujgcych sie do 1, takich ze >, t;x; # 0.

Zauwazmy, ze w pracach [125], [P21] mozna znalezé nieréwnosci typu Jensena dla funkcji
silnie wypuktych wzgledem -5y (silnie wypuktych w zwyklym sensie).
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Krétkie oméwienie pozostalych wynikéw niewchodzacych
w sklad rozprawy

Analiza wypukla

Problemy dotyczace zagadnien z analizy wypuktej sa badane w pracach [R1, R2, R3, R4, R5,
R6], ktore sa wlaczone do rozprawy, oraz w pracach [P21, P23, P25, P26, P30|.

W pracy [P21] jest podana probabilistyczna charakteryzacja silnej wypuklosci jak rowniez
jej geometryczna charakteryzacja. Jedna z najbardziej znanych i elementarnych jest nastepujaca
nier6wnoé¢ Jensena

E[f(X)] = f(B[X]),

gdzie f jest funkcja wypukla, okreslong na zbiorze wypuklym, zawartym w zbiorze wartosci zmien-
nej losowej X (patrz [21]). Nier6wnosc ta daje probabilistyczna charakteryzacje funkcji wypuktych
i moze by¢ przepisana w postaci

E[f(X)] - f(E[X]) >0,

gdzie lewa strona nier6wnosci jest tzw. Jensen gapem funkcji f. W [P21], dowodzimy,ze dla
funkcji ¢ silnie wypuklej z modutem ¢ > 0 mamy nastepujaca nieréwnosé

E[p(X)] = (E[X]) > ¢ D*[X],

gdzie D?[X] jest wariancja zmiennej losowej X . Inaczej méwiac, Jensen gap funkcji silnie wypuklej
z modutem c jest nie mniejszy niz wariancja zmiennej losowej X pomnozona przez c. Uzywajac
tej charakteryzacji, otrzymane sa pewne nieréwnosci typu Jensena, ktére sg réwniez udowodnione
w [125] przy uzyciu technik podparciowych.

Praca [P21] jest cytowana bez autocytowan w 10 pracach: A. Gilanyi, N. Merentes, K.
Nikodem, Zs. Pales (2015) [55], K. Nikodem (2014) [148], O. Mejia, N. Merentes and K. Nikodem
(2014) [124], N. Merentes, S. Rivas (2013) [127], H. Leiva, N. Merentes, K. Nikodem, J .L. Sanchez
(2013) [104], S. Abramovich, S. Iveli¢ i J. Pecari¢ (2012) [2], F. C. Mitroi (2012) [138], A. Azocar,
K. Nikodem, Roa G. (2012) [4], N. Merentes, K. Nikodem, S. Rivas (2011) [126] oraz N. Merentes,
K. Nikodem (2010) [125].

W pracy [P23] sa wprowadzone i badane funkcje silnie wypukte w sensie Schura oraz funkcje
generujace sumy silnie wypukle w sensie Schura. Otrzymane wyniki sa odpowiednikami klasycz-
nego twierdzenia Hardy-Littlewood-Pdlya o majoryzacji [63] i twierdzenia Ng’ego [141] charak-
teryzujacego funkcje wypukle w sensie Schura. Pojecie Schur-wypuktosci i funkcji generujacych
Schur-wypukle sumy zostalo wprowadzone przez Schura [188] (por. tez [119, 63, 91]). W 1987
C.T. Ng [141] podal pelna charakteryzacje funkcji generujacych Schur-wypukle sumy. Pojecia
silnej wypuktosci, silnej-Jensen wypuktosci oraz silnej Wright-wypuktosci byty inspirowane przez
teorie optymizacji i w literaturze mozna znalezé¢ wiele ich wtasnosci i przyktadéw ich zastosowan
(patrz np. [3, 67, 164, 172, 126, P21]). My dowodzimy, ze funkcje silnie wypukle gene-
ruja sumy silnie Schur-wypukle, oraz ze funkcje generujace silnie Schur wypukle sumy sa silnie
Jensen-wypukle. Podajemy kontrprzyklad na to, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Do-
wodzimy, ze silna Jensen-wypuklo$é¢ jest warunkiem koniecznym, zeby funkcja generowata sumy
silnie Schur-wypukte. Charakteryzujemy réowniez funkcje generujace sumy silnie Schur-wypukte,
bez zadnych dodatkowych warunkéw regularnosciowych. Praca [P23] jest cytowana w 3 pracach
bez autocytowan: A. Gilanyi, N. Merentes, K. Nikodem, Zs. Pales (2015) [55], K. Nikodem (2014)
[148] oraz M. Castillo, N. Merentes, J.L. Sanchez [33].

W pracy [P25] badamy klasy W1 (0, M) sktadajace sie z miar ©-nadniezmienniczych. Jezeli
f € My, to f jest dystrybuanta miary v, takiej, ze v((—oo,z)) = fu(z) = f(x) (x € R). Stad,
mozemy utozsamiac klase funkcji W1 (©, M) z klasa M (©) skladajaca sie z miar v spelniajacych

59
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nieré6wnosc¢
(153) EVer >0,

gdzie EVev(B) = v(B) — Ev(B — 0), gdy v(B) < oo (B € B(R)). Miar¢ v spelniajaca nierow-
no$¢ (153) bedziemy nazywac¢ miarag ©-nadniezmienniczg. Zauwazmy, ze nieréwnosé ta moze byé
przepisana w postaci

v(B) > Ev(B —0©) (B € B(R)).

W pracy [P25] stosujemy twierdzenie Choqueta theorem o reprezentacji punktow zwartego wy-
puktego zbioru jako barycentrum zbioru punktéw ekstremalnych ([159], p.17), w celu otrzymania
reprezentacji catkowej miar v spelniajacych powyzsza nierownosé ([P25], Theorem 4.3). Poda-
jemy réwniez reprezentacje catkowa tych miar w szczegblnych przypadkach zmiennych losowych
O ([P25], Theorem 4.4). Miare probabilistyczna skoncentrowana w punkcie z (z € R) bedziemy
oznaczacé jako 0,. Zauwazmy, ze gdy ve = dp, dla pewnego h > 0, to v jest © nadniezmiennicza,

gdy
(154) Apv > 0.

Stad miary ©-nadniezmiennicze moga by¢ uwazane jako zrandomizowane wersje miar spelniaja-
cych (154) (albo jako losowo nadniezmiennicze wzgledem ©). W pracy [P25] dowodze, ze istnieje
miara v oraz zmienna losowa O, takie, ze v jest ©-nadniezmiennicza, jakkolwiek, nie istnieje
h > 0 dla ktorego zalezno$¢ (154) bytaby spetniona (patrz [P25], Remark 4.5). W pracy [P11]
mozna znalez¢ charakteryzacje miar spetniajacych (154), dla wszystkich h € H, gdzie H C [0, 00).
Niech £(X) oznacza rozklad probabilistyczny zmiennej losowej X. Miary spelniajace nierdw-
nos¢ typu (154) pojawiaja sie w rachunku prawdopodobiernistwa przy badaniu tak zwanych klas
L. (with ¢ = exp(—h), patrz [108]) skladajacych sie z rozkladéw zmiennych losowych Y, dla
ktorych spelnione jest rownanie £(Y) = L(c¢Y + X), z pewna zmienng losowa X taka, ze Y
i X are sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wtedy miary spektralne Lévy’ego odpowiadajace
mierze nieskoniczenie podzielnej z klasy L. (w reprezentacji Lévy-Khinthine’a) spelniaja multipli-
katywna wersje nieréwnosci (154). Z kolei, ©-nadniezmiennicze miary pojawiaja sie w rachunku
prawdopodobieristwa przy badaniu tzw. perpetuit [214], spelniajacych stochastyczne rownanie
LY)=L(EY + X), gdzie Y, £ i X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi (z £ = exp(—0)).

W pracy [P26] wprowadzamy klase funkcji (k, h)-wypuktych zdefiniowanych na k-wypuklej
dziedzinie, i dowodzimy nowe nieréwnosci typu Hermite-Hadamarda i Fejéra dla takich odwzoro-
wan. To uogodlnia wyniki dla h-wypuktych funkcji podane w [23, 180], i dla Orlicza-s-wypuktych
odwzorowarl podane w [41].

Niech h : (0,1) — R bedzie funkcja nieujemna, h # 0. Nieujemna funkcja f : I — R jest
nazywana h-wypuktqg, jesli

(155) flte + (1= t)y) <) f(x) +h(1 - 1) f(y),

dla wszystkich z,y € I'it € (0,1) (patrz [212]). To pojecie uogolnia pojecie klasycznej wypuktosci
(dla h(t) = t, patrz np. [96, 172]), s-Breckner-wypuklosci (dla h(t) = t°, z pewnym s € (0, 1),
patrz |27, 70]), P-funkcji (dla h(t) = 1, patrz [157]) i Godunova-Levin funkcji (dla h(t) = ¢!,
patrz [57]). W pracy Bombardelli i Varosanec [23], zostaly uzyskane nieréwnosci typu Hermite’a-
Hadamarda-Fejéra dla h-wypuktych funkcji. W [180] Sarikaya, Set i Ozdemir udowodnili inna
wersje nieréwnosci typu Fejéra dla h-wypuktych funkcji.

Niech k : (0,1) — R bedzie dang funkcja. Wtedy podzbior D liniowe] przestrzeni rzeczywistej
X bedziemy nazywaé k-wypuktym, jesli k(t)z + k(1 — t)y € D dla wszystkich z,y € Dit €
(0,1) (patrz [P26], Definition 2.1). Wedlug podanej wyzej definicji, dla odpowiednio dobranej
funkcji k, mozna otrzymaé¢ rodziny réznych znanych zbioréw. Nasza definicja pokrywa sie z
definicja klasycznej wypuklosci dla k(t) = ¢. Jesli k(t) = tr 7 p € (0,1), to D jest k-wypukly
wtedy i tylko wtedy, gdy jest p-wypukly (patrz np. [174]). Dla s > 01 k(t) = ¢+, rodzina k-
wypuklych zbioréw jest rowna klasie s-Orlicz-wypuktych zbioréw, zdefiniowanych przez Dragomira
i Fitzpatricka w [40]. Jezeli k(t) = 1 dla wszystkich ¢, to D jest k-wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy
(D, +) jest polgrupa. Dla k(t) = 3, nasza definicja generuje rodzine podwypuklych podzbiorow
X. Niech k bedzie zdefiniowana przy pomocy wzoru: k(t) =2t dlat < 31 k(t) =0dlat > 1.
Wtedy D jest k-wypuklym zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem gwiazdzistym wzgledem
0, tzn. tx € D dla wszystkich ¢ € [0,1] i z € D. W [P26] podajemy podstawowe wtasnosci
k-wypuktych podzbiorow przestrzeni liniowej. Niech k,h : (0,1) — R beda dwiema funkcjami
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i zalézmy, ze D C X jest k-wypuklym zbiorem. Wtedy funkcja f : D — R jest (k, h)-wypukta,
jesli

(156) F(k()z + k(1 = t)y) < h(t)f(z) +h(1 1) f(y)

dla wszystkich 2,y € D it € (0,1) (patrz |P26], Definition 2.4). Jedli w nieréwnosci (156) nierow-
nos$¢ mozemy zastapi¢ odpowiednio réwnoscia, to f bedziemy nazywac (k, h)-afiniczng (ogolniejsze
funkcje tego typu sa badane w pracy [117]). W szczegolnosci, dla odpowiednio dobranych funkeji
k i h, przy pomocy warunku (156) mozemy otrzymaé¢ nastepujace rodziny funkcji: h—wypuktych
(przy dodatkowym zalozeniu nieujemnosci), s-Breckner-wypuktych funkeji, P-funkeji i Godunova-
Levin funkeji, s-Orlicz-wypuktych funkeji, podaddytywnych funkeji i funkeji gwiazdzistych, miedzy
innymi.

Jako gtowne wyniki pracy [P26] dowodzimy dwie nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda—
Fejéra dla (k, h)-wypuktych funkeji ([P26], Theorem 3.1, Theorem 3.5), i stosujemy je dla réznych
klas odwzorowan : dla s—Orlicz wypuktych funkcji, dla gwiazdzistych funkcji, dla h—wypuktych
funkcji, miedzy innymi. Uogolnia to, wyniki dla h-wypuktych funkcji podane w[23], [180], i s-
Orlicz-wypuktych funkcji podane w [41].

Warto dodaé, ze Attila Hazy w 2012 r. na 50-th International Symposium on Functional
Equations w Hajduszoboszl6 uogolnil nasze pojecie (k,h)-wypuklosci funkcji. Zdefiniowal on
i badat (k,h)-wypukle funkcje wzgledem pewnego zbioru 7' C [0,1], jako funkcje spelniajace
warunek (156) dlat e T.

Praca [P26] jest cytowana bez autocytowan w 5 pracach: M. Niezgoda (2014) [146], M.
Niezgoda (2014) [145], A. Hazy (2012) [127], N. Merentes and S. Rivas (2013) [127] oraz M. E.
Ozdemir (2013) [152].

W pracy [P30] badam ekstremalne miary z ustalonymi momentami. W przyblizonym catko-
waniu pewne nieréwnosci pomiedzy kwadraturami i catkami przyblizanymi przez nie sa nazywane
extremalitis. 7 drugiej strony zbior wszystkich kwadratur jest wypuktly. Probujemy znalezé moz-
liwe zwiazki pomiedzy extremalitis a ekstremalnymi kwadraturami (w sensie punktéw ekstremal-
nych zbioru wypuklego). Oczywiscie, kwadratury sa catkami wzgledem miar dyskretnych, oraz
ponadto kwadratura jest ekstremalna wtedy i tylko wtedy gdy zwiazana z nig miara jest ekstre-
malna. Stad powstaje naturalny problem opisu ekstremalnych miar z ustalonymi momentami w
ogolnym(nie tylko dyskretnym) przypadku. W tej pracy zajmujemy sie symetrycznymi miarami
z okreslonymi pierwszymi czterema momentami. W pracy tej znajdujemy punkty ekstremalne
zbioru wszystkich symetrycznych miar probabilistycznych na [—1,1] z ustalonymi pierwszymi
czterema momentami tzn. (mg,mi,ma,m3) = (1,0,4%,0) ([P30], Theorem 10). Odpowiada
to rowniez pelnemu opisowi punktéw ekstremalnych zbioru symetrycznych kwadratur z ustalo-
nymi pierwszymi czterema momentami. Jako zastosowanie otrzymanych wynikéw dotyczacych
punktow ekstremalnych, podaje twierdzenie o reprezentacji catkowej elementéw zbioru sklada-
jacego sie z symetrycznych miar probabilistycznych na [-1,1] z ustalonymi pierwszymi czterema
momentami ([P30], Theorem 13). W dowodzie tego twierdzenia korzystam z faktu, ze przestrzen
miar probabilistycznych na prostej ze staba zbieznoscia jest przestrzenia wypukla i metryzowalna
z odlegtoscia Levy-Prohorova (Dudley (2002), [44]). W konsekwencji otrzymuje, ze zbidr sy-
metrycznych miar probabilistycznych na [—1,1] z ustalonymi pierwszymi czterema momentami
jest zwartym, wypuklym, metryzowalnym zbiorem, ponadto jest on homeomorficzny ze zbiorem
[0,b] x [b,1]. Na koniec, stosuje twierdzenie Choqueta o reprezentacji punktéw zwartego, wypu-
klego zbioru jako barycentrum punktéw ekstremalnych (Phelps (1966), [159]). Wyniki otrzymane
w tej pracy uogolniaja wyniki z pracy S. Karlina i W. Studdena (1966), [93]. Moim zdaniem,
do najwazniejszych moich wynikéw dotyczacych zagadnient z analizy wypuklej, ktére sg badane w
pracach niewtaczonych do rozprawy naleza:

e podanie probabilistycznej charakteryzacji funkcji silnie wypuktej z modultem ¢ > 0, jako
funkcji ¢ dla ktorej zachodzi nieréwnosé ([P21])

E[p(X)] - ¢(E[X]) > ¢ D*[X],

dla kazdej zmiennej losowej X (dla ktorej wartosci oczekiwane i wariancja wystepujace
w powyzszym wzorze sa skonczone), tzn. luka Jensena dla funkcji silnie wypuklej z
modutem c jest nie mniejsza niz wariancja zmiennej losowej X pomnozona przez c. Jest
to uogdinienie nieréwnosci Jensena charakteryzujacej funkcje wypukle jako funkcje dla
ktorych luka Jensena jest nieujemna (patrz [21]).
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e wprowadzenie i charakteryzacja funkcje silnie wypuklej w sensie Schura oraz funkcji
generujacych sumy silnie wypuklte w sensie Schura, bez zadnych dodatkowych warun-
kow regularnosciowych ([P23]); dowodd, ze funkcje silnie wypukle generuja sumy silnie
Schur-wypukte, oraz ze funkcje generujace silnie Schur wypukte sumy sa silnie Jensen-
wypukte - kontrprzyktad na to, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe; dowod, ze
silna Jensen-wypuklosé jest warunkiem koniecznym, zeby funkcja generowata sumy silnie
Schur-wypukte,

e otrzymanie reprezentacji catkowej miar ©-nadniezmienniczych ([159], p.17) ([P25]), ko-
rzystajac z twierdzenia Choqueta o reprezentacji punktéw zwartego wypuklego zbioru
jako barycentrum zbioru punktéw ekstremalnych,

e wprowadzenie nowej klasy funkcji (k, h)-wypuklych zdefiniowanych na k-wypuklej dzie-
dzinie, i dowod nieréwnosci typu Hermite-Hadamarda i Fejéra dla takich odwzorowan
([P26]), uogdlnia to wyniki dla klasycznej wypuktlosci , s-Breckner-wypuktosci, P-funkcji,
Godunova-Levin funkcji i dla A-wypuktych funkcji.

e otrzymanie pelnej charakteryzacji zbioru punktéw ekstremalnych zbioru symetrycznych
miar probabilistycznych z ustalonymi pierwszymi czterema momentami, oraz reprezen-
tacji catkowej elementow tego zbioru ([P30]); przy otrzymywaniu reprezentacji catkowej
korzystam z metryzowalnosci przestrzeni miar probabilistycznych na prostej ze staba
zbiezno$cia oraz z twierdzenia Choqueta o reprezentacji punktéw zwartego, wypuklego
zbioru; punkty ekstremalne i reprezentacja catkowa elementéw tego zbioru odpowia-
daja puntom ekstremalnym i reprezentacji catkowej kwadratur z ustalonymi pierwszymi
czterema momentami, wyniki te uogolniaja wyniki z pracy S Karlina i W. Studdena
(1966),[93].

c-rozkladalno$é miar probabilistycznych

Problemy dotyczace c-rozkladalnosci miar probabilistycznych sa badane w pracach [P1, P2, P3,
P5, P8, P9, P10, P15, P16, P18, P19).

Niech ¢ € R. Moéwimy, ze zmienna losowa X (albo, ze jej rozktad P = L£(X)) jest c-rozktadalna
(c-rozktadalny), gdy

(157) L(X)=L(cX +X.),

gdzie X jest zmienng losowa niezalezna od X. L. jest rodzing wszystkich c-rozktadalnych rozkta-
dow, gdzie |c| < 1. Piszac powyzszag rownosé w jezyku funkeji charakterystycznych, otrzymujemy,
ze funkcja charakterystyczna o jest c-rozktadalna, gdy jest postaci

(158) o(t) = p(ct)pe(t),
gdzie @, jest funkcjg charakterystyczng. Mowimy, ze ¢ jest C-rozktadalna, lub ¢ € L¢, gdzie
C C R, gdy ¢ jest c-rozkladalna dla kazdego ¢ € C.

Samorozktadalno§é moze by¢ zdefiniowana jako wiasnosé rozkladalnosci miar probabilistycz-
nych. Mowimy, ze zmienna losowa X, lub, ze jej rozklad P = L(X), jest samorozkladalna (samo-
rozktadalny), gdy X jest c-rozkladalna dla kazdego 0 < ¢ < 1.

Historycznie, uwaza sie rok 1937, rok w ktérym Lévy opublikowal prace o klasie L, znanej
rowniez jako klasa Lévyégo L (patrz [103]), jako poczatek badan c-rozkladalnosci rozkladow.
Klasa L pojawia sie w rachunku prawdopodobienstwa jako rozwiazanie centralnego problemu
granicznego. To jest doktadnie klasa granicznych rozkladéw znormalizowanych sum cze$ciowych
niezaleznych (niekoniecznie jednakowo roztozonych) zmiennych losowych,

(159) bt (X1 + .o+ X)) — an,

gdzie a,, € R, b, > 0, b, Xy, (k =1,...,n; n = 1,2,...) tworza jednostajnie infinitezymalna
macierz trojkatng. Problem scharakteryzowania takiej klasy zostal zaproponowany przez A. Ya.
Khintchina w 1936 r., i rozwiazany przez P. Lévyégo ([103]). Udowodnil on, ze miara nalezy do
L wtedy i tylko wtedy, gdy jest samorozkladalna. Klase L mozna opisaé¢ w jezyku funkcji charak-
terystycznych ( patrz [103] p.319, [109] p. 195). Inna charakteryzacja klasy L zostata podana
w pracach [205], [85], [86], [79]. Uogoélnienia klasy L-rozktadéw na przestrzenie Euklidesowe
wyzszych wymiarow zostato wprowadzone w pracy Urbanika w 1969 [206]. Nastepnie Sato [182],



63

[183] zajmowal sie ich reprezentacjami oraz ich podklas. Kumar i Schreiber [97], [99] otrzymali
inne reprezentacje pewnych podklas klasy L-rozkladéw na przestrzeniach Banacha.

Klasy L-rozkladéw znalazly wiele zastosowan, patrz np. Barndorff-Nielsen and Shephard
(2001) [8] i bibliografia tam podana. Loéve (1945) [108] byt pierwszym , ktory rozwazal C-
rozktadalnoéé w monotetycznym przypadku C = {cF : k = 0,1,2,...} U {0}, ¢ € (0,1), tzw
c-rozktadalnosé. Opisal on c-rozktadalny rozktad jako rozklad graniczny ciagu unormowanych
sum, jak rowniez jako rozktad pewnego szeregu niezaleznych zmiennych losowych.

FAKT 147 (Loéve (1945), (1955) [108], [109]). Niech ¢ € (0,1), C = {c* : k =0,1,2,...} U {0}
i niech P bedzie miarg probabilistyczng na R.

a) P € L. wtedy i tylko wtedy, gdy P jest granicznym rozkladem ciagu unormowanych
sum danych przez (159), gdzie X7, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, a,, € R,
by, >0, n>11lim, o0 b, b, =c,

b) P € L. wtedy i tylko wtedy, gdy P jest rozkladem szeregu postaci

(160) > 7Y,

Jj=0

gdzie Yy, Y1, . .. sa niezaleznymi jednakowo roztozonymi zmiennymi losowymi i szereg jest
zbiezny wedlug rozktadu.

Na podstawie (160) wnioskujemy, ze rozktad zmiennej losowej Yy jest generatorem rozktadu
P, c-rozktadalnego. Piszac (160) w terminach funkcji charakterystycznych wnioskujemy, ze ¢ € L.
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja charakterystyczna ¢, taka, ze ¢ jest postaci

(161) p(t) = T welc™).
k=0

7 powyzszego wzoru mamy, ze . jest generatorem c-rozktadalnej funkcji charakterystycznej .
Misheikis (1972) [132] badal nastepny problem, rozwazajac przypadek granic bez zakladania jed-
nostajnej infinitezymalnosci. Udowodnil on wersje Faktu 147(a) dla dowolnej (niekoniecznie mo-
notetycznej) C, i w wielu pracach réwniez uogolnil wyniki na wielowymiarowe przestrzenie (patrz
Misheikis (1972, 1974, 1975, 1976, 1983) [131]. W innym kontekscie, Grincevicius (1974) [61]
pokazal, ze szereg w Fakcie 147(b) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy E(log(1l+ |Yp|) < oo, i ze
jego rozktad musi by¢ albo absolutnie ciagly, albo singularny ciagly (wzgledem miary Lebesgue’a).
Zakusilo (1976, 1977, 1978) niezaleznie udowodnil te wyniki w [237], [238], [239] . Uogoélnit on
wyniki zbieznosciowe na przestrzenie Euklidesowe, a Wolfe (1983) [234] uogoélnit wyniki o ciaglosci
na przestrzenie Euklidesowe. Zakusilo w 1976 [237] udowodnil wlasnosé ciaglosci klas L., gdzie
0 < |¢] < 1. Ja uogolnitam w Rajba (2001) [P9] jego wyniki na przypadek |¢| < 1.

Urbanik (1975) w [209] wprowadzil pojecie potgrupy rozktadalnosci D(P) zwiazanej z miara
probabilistyczna P jako zbioru wszystkich liczb rzeczywistych ¢ dla ktérych P jest c-rozkladalna.
Zostato réwniez udowodnione, ze pewne probabilistyczne wlasno$ci miar odpowiadaja algebraicz-
nym i topologicznym wlasno$ciom ich potgrup rozkladalnosci. Dla dowolnej P, D(P) jest domknie-
ta multiplikatywna podpolgrupa prostej R zawierajaca 0 and 1. Ponadto, dla kazdej niezdegene-
rowanej P, D(P) jest zwarta podpolgrupa potgrupy [—1, 1].

Urbanik rozwazal problem, czy te warunki charakteryzuja polgrupy rozkladalnosci sposrod
wszystkich zwartych pétgrup. Pewne nietrywialne przyklady pétgrup rozktadalnosci zostaly po-
dane w pracach Urbanik (1976) [210], Iljinskij (1978) [72], Niedbalska (1978) [P1], Niedbalska-
Rajba (1981) [P3], Rajba (1980) [P2].

W pracy Rajba(1980)[P2], podatam charakteryzacje potgrup rozkladalnosci miar nieskoncze-
nie podzielnych, ktére maja gaussowska komponente i naleza do pewnej klasy Ij.

Nawet na prostej rzeczywistej, problem charakteryzacji wszystkich potgrup, ktore sa pot-
grupami rozktadalnosci jest ciagle otwarty. Wszystko co byto dotychczas zrobione o warunkach
wystarczajacych, zeby polgrupa byta polgrupa rozkladalnosci, jest podane w mojej pracy [P3].
Udowodnitam, ze polgrupy rozktadalnosci tworza gesty podzbiér w zbiorze wszystkich pétgrup
spelniajacych nasze warunki konieczne. Dla symetrycznych miar probabilistycznych problem cha-
rakteryzacyjny zostal rozwiazany przez Iljinskijego w [72]. Mianowicie, kazda zwarta podpolgrupa
liczb rzeczywistych o module mniejszym lub réwnym 1 jest pélgrupa rozkladalnosci miary proba-
bilistycznej symetrycznej wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera 01 —1.
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Zauwazmy, ze charakteryzacja Lévy’ego niezdegenerowanych samorozktadalnych P jest réwno-
wazna inkluzji [0,1] € D(P) (patrz Loéve[109], Section 23.3). Stad, w szczegolnosci mamy na-
stepujace stwierdzenie: niezdegenerowana miara probabilistyczna P jest translacja symetrycznej
samorozkladalnej wtedy i tylko wtedy, gdy D(P) = [-1,1]. K. Urbanik (1976) [210] rozwazal
nastepujacy problem: czy symetryczna miara probabilistyczna P taka, ze jej potgrupa rozktadal-
nosci zawiera otoczenie zera, jest samorozkladalna. Inaczej mowiac, czy rownosé D(P) = [—1, 1]
jest prawdziwa? W mojej pracy Niedbalska (1978) [P1] podatam rozwiazanie tego problemu i
datam negatywna odpowiedz. Mianowicie, podatam przyktad miary P symetrycznej, ktérej pot-
grupa rozktadalnosci zawiera otoczenie zera, ale ktora nie jest samorozktadalna (a nawet nie jest
nieskoriczenie podzielna), czyli D(P) # [-1,1].

W [P3] definiuje c-rozktadalno$é miar wzgledem podzbioréw zbioru miar probabilistycznych P.
Niech H C P bedze zbiorem catkowicie domknietym (patrz [182]). Mowimy, ze ¢ jest c-
rozktadalna wzgledem H, gdy ¢ jest crozkladalna i wspoiczynnik ¢, we wzorze (159) nalezy
do klasy H. Definiuje potgrupe rozkladalnosci D(P,H) jako zbior wszystkich ¢ € R, dla ktérych
P jest c-rozkladalne wzgledem H. W [P3] badam c-rozkladalno$¢ wzgledem klasy Id nieskoncze-
nie podzielnych rozkladéw (patrz np. [48]). Wiadomo, ze dla P € L, D(P) = D(P, Id). Inaczej
mowiac, dla ¢ € L wszystkie wspotezynniki . (¢ € D(P)) sa nieskonczenie podzielne. W [P3]
podaje przyktad miary P nieskonczenie podzielnej z funkcja charakterystyczna ¢, takiej ze ¢ jest
c-rozktadalna dla pewnego 0 < ¢ < 11 ¢, nie jest nieskoniczenie podzielna, tzn. D(P) # D(P,Id).

Warto zaznaczy¢, ze w mojej pracy Niedbalska-Rajba (1981) [P3] udowodnitam, ze kazda
zwarta polgrupa zawierajaca 0 i 1 jest polgrupa rozkladalnosci D(P, Id), tzn. dla kazdej takiej
polgrupy C istnieje P € Id, taka ze D(P,Id) = C. Jest to rozwiazanie problemu Urbanika
charakteryzacji polgrup, ktore sg polgrupami rozktadalnosci, dla potgrup rozktadalnosci D (P, Id).

Ponadto, w pracy Rajba (2001) [P9] badam klase Lo (Id) rozktadow P, ktore sa C-rozkladalne
wzgledem Id (C C [-1,1]), tzn. dla ktérych C' C D(P,Id). Podaje reprezentacje funkcji charak-
terystycznych rozktadow P € L¢(Id). Metoda mojego dowodu, stymulowana wynikami Urbanika
[205], polega na znalezieniu punktéow ekstremalnych pewnego zbioru zwartego utworzonego przez
miary spektralne rozkladéw z Lo (Id). Kiedy juz punkty ekstremalne sa znalezione, stosuje twier-
dzenie Choqueta o reprezentacji punktéw zwartego wypuklego zbioru jako barycentrum punktéow
ekstremalnych ([159], p. 19). Z twierdzenia Choqueta o jednoznacznosci dla metryzowalnej prze-
strzeni X ([159], p. 70), otrzymuje jednoznacznosé reprezentacji.

Zbiér rozktadéw samorozkladalnych odgrywa duza w opisie rozktadéw granicznych ciagéw
zmiennych losowych. Warunek infinitezymalnosci {b, ! X} implikuje, ze klasa L jest podzbiorem
zbioru Id zbioru wszystkich rozktadéw nieskonczenie podzielnych. Ponadto zawiera ona stabilne
miary probabilistyczne, tzn. granice (159), ale dla jednakowo roztozonych zmiennych losowych.
Stabilne zmienne losowe i wektory odgrywaja kluczowa role w teorii rachunku prawdopodobieri-
stwa. Ich badania zostaly zapoczatkowane w latach 1920 - 1930 przez Paul Lévyégo i Aleksandera
Yakovlevicha Khintchina. Literatura na ten temat jest bardzo bogata (patrz np. P. Lévy [103],
Gnedenko i Kolmogorov [56], Linde [105], Zolotariew [240], Ibragimov i Linnik [71], Samorod-
nitsky i Taqqu [179], Janicki i Weron [73]).

Urbanik (1973) [208] zdefiniowal klasy L,, takie, ze

Id>LyDLiD...0Le= (| Lmn>S,

m=0

gdzie Lo = L i S oznacza zbior rozktadow stabilnych. Zgodnie z definicjg podang przez Urbanika,
definiujemy klase L,,, m > 1, jako klase wszystkich mozliwych granic (159), gdzie £(X}y) € L1
(k =1,2,...). Rozklady z klas L,,, i Lo, sa nazywane (m + 1)-krotnie samorozktadalnymi i cal-
kowicie samorozktadalnymi, odpowiednio. Urbanik (1973) [208] udowodnil, ze rozklad P nalezy
do klasy L,,, (m =1,2,...,00) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on [0, 1]-rozktadalny wzgledem klasy
L,,—1 (wedlug mojej terminologii w tej pracy). Ponadto, L., jest najmniejsza klasa zawierajaca
S, ktora jest zamknieta ze wzgledu na sploty i zbieznosé. Scharakteryzowal on rowniez klasy
L,, w terminach ich funkcji charakterystycznych. Nastepnie, Kumar i Schreiber w [98] oraz Sato
w [181] znalezli inne dowody ogoélnej postaci funkcjonatéw charakterystycznych elementow z L,
(m=0,1,2,...,00) (patrz [116]).
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Bunge (1997) [31] uogélnit klasy Urbanika i zdefiniowat klasy LS dla dowolnej potgrupy C,
takie ze LS pokrywa si¢ z L,, dla klasy C = [0, 1] i

Ly oLy >...oLs =) LS.
m=0

W pracy Rajba (2001) [P9]) badam rozklady, ktore sa C-rozkladalne wzgledem klasy L,
(m=0,1,2,...). Znajduje reprezentacje ich funkcji charakterystycznych. Dowodze, ze dla kazdej
C C [-1,1] (zwartej polgrupy zawierajacej 0 i 1) istnieje P € L, takie, ze D(P,L,,) = C.

W Rajba (2005) [P15] udowodnitam, ze klasa rozkladow, ktore sa C-rozkladalne wzgledem
klasy L,,, (m =0,1,2,...) jest dokladnie klasa rozktadéw granicznych pewnych znormalizowanych
sum cze$ciowych niezaleznych zmiennych losowych, ktére spetniaja pewien infinitezymalny waru-
nek, jak réwniez pewnych sum w przypadku, gdy warunek o ifinitezymalnosci bedzie pominiety.
Podaje réwniez ich charakteryzacje jako klasy rozkladéw granicznych podciagéw znormalizowa-
nych sum, ktore spekniaja infinitezymalny warunek.

W pracy Rajba (1999) [P8] badam wielokrotna rozkladalno§¢ miar probabilistycznych (por.
[200]). Niech ¢1,...,cx € R, k > 1. Mowimy, ze funkcja charakterystyczna ¢ jest (ci,...,cx)-
rozktadalna, lub, ze ¢ € L., ... ¢, gdy

o(t) = p(cit) e, (t),  Pey(t) = Pey (C2t) ey ea (D), - -
Peyy.escp_1 (t) = Per,.nch—1 (ckt)(pc1,-~70k (t)7
gdzie ©¢,, Peycay -3 Per,....en, 53 funkcjami charakterystycznymi. Zakladajac, ze wszystkie powy-
zsze wspOtczynniki naleza do klasy H, moéwimy, ze ¢ jest (ci,...,cg)-rozkladalna wzgledem H
(¢ € Le,,...c,(H). Udowodnitam, ze klasa L, . ., pokrywa sie z klasa szeregow pewnych zmien-
nych losowych i z klasg rozkladéw granicznych pewnych sum unormowanych. Podatam charakte-
ryzacje klasy G, ... ., skltadajacej sie¢ z generatoréw rozktadow z klasy Le, ... .. Udowodnitam, ze
funkcja charakterystyczna 1 nalezy do klasy G, ... ., wtedy i tylko wtedy, gdy

E {mk (12| + 1)} < o0,

gdzie Z jest zmienng losowa z funkcja charakterystyczna 1. Wynik ten uogdélnia twierdzenie udo-
wodnione przez Zakusilo (1976) [237] dla k = 1. W [P9] wprowadzam i badam zbidr wielokrotnej
rozktadalnosci D, (P,H) miary P € H wzgledem H, skladajacy si¢ ze wszystkich (ci,...,cp)
(lejl < 1,5 =1,2,...,k) takich, ze P jest (c1,...,cg)-rozkladalna wzgledem H. Podatam réwniez
charakteryzacje (c1, . . ., ¢k )-rozkladalnosci funkcji charakterystycznej ¢ wzgledem klasy miar nie-
skoniczenie podzielnych, w jezyku miar spektralnych Leévy’ego odpowiadajacych ¢ (w repre-
zentacji Lévy-Khintchina, patrz [108]). Opisalam tez klase rozktadow (cy, ..., cx)-rozkladalnych
wzgledem klasy Id jako klase rozkladéw nieskoriczenie podzielnych z (¢q, . . ., ¢x)-supernadniezmie-
nnicza miara spektralnag Lévy’ego. W [P11] podatam charakteryzacje funkcji, ktore sa dystrybu-
antami (cy, ..., cx)-nadniezmienniczych miar.

Dlac; = ¢2 = ... = ¢ = ¢, w miejsce L, ., bedziemy pisa¢ L. ), i bedziemy nazywac
rozktady nalezace do tych klas, k-krotnie c-rozktadalnymi (patrz [P10], [200]). W pracy Rajba
(2002) [P10], znajduje reprezentacje k-krotnie c-rozktadalnych wzgledem Id rozktadow: L. ) (Id)
(k=1,2,...), L¢ () (Id) oraz L. o (Id), gdzie a > 0 ( jest niekoniecznie catkowita). Stosujac
otrzymane reprezentacje znajduje rowniez reprezentacje a-krotnie samorozktadalnych rozktadow
(o > 0) i calkowicie samorozktadalnych rozktadow. W [P18] definiuje i badam potgrupy rozkta-
dalnoéci utamkowego rzedu zwiazane z rozktadami z klas L, (o) (Id).

Klasy L,, byly réowniez badane na wielowymiarowych przestrzeniach. Mianowicie, Sato podat
w [182] ich opis na przestrzeni Euklidesowej R? i Nguyen van Thu w [196] oraz Kumar i Schreiber
w [99] na rzeczywistej osrodkowej przestrzeni Banacha (patrz [197], [198], [199], [81]).

Maejima i Naito (1998) w [113] badali tzw. semi-samorozktadalne rozklady na R? jako gra-
niczne rozklady podciagoéw znormalizowanych ciagéw sum czeSciowych niezaleznych zmiennych
losowych, ktére niekoniecznie sa jednakowo roztozone, ale spelniaja warunek infinitezymalny. Nor-
malizacja jest brana po ciagach {b,} takich, ze lim b, },b, = ¢ > 0ilimb,, = co. W [113] rozklady
z klas semi-rozktadalnych rozktadéw Lg(c) i ich podklasy L,,(c) sa opisane w jezyku rozktadalno-
§ci zmiennych losowych. Autorzy scharakteryzowali miary Lévy’ego odpowiadajace tym rozkla-
dom. Rozklady semi-samorozkladalne sg naturalnym uogoélnieniem semi-stabilnych. Wiadomo,
ze rozklady semi-stabilne sa scharakteryzowane jako graniczne rozktady podciagéw znormalizo-
wanych ciagéow sum czesciowych niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych (patrz
Meerchaert-Scheffer [123], Choi [34]).
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W Rajba (2009) [P19], badam C-rozktadalno$é¢ miar na przestrzeni Euklidesowej RY, gdzie
C C [~1,1], wzgledem klasy I(R?) rozkladow nieskonczenie podzielnych i wzgledem klasy L,, (R?)
rozktadow (m + 1)-krotnie samorozktadalnych. Podaje reprezentacje ich funkcji charakterystycz-
nych. Podaje przyklady rozktadéw , ktore sy doktadnie C-rozktadalne wzgledem L, (Rd). Mozna
zauwazy¢, ze klasa rozkladow C-rozkladalnych wzgledem I (Rd), w monotetycznym przypadku
C = {c*}%2, U {0} (tzn. c-rozktadalnych wzgledem I(R?)), pokrywa sie z klasa, Lo(c), oraz klasa
m-krotnie c-rozktadalnych wzgledem I(R?) pokrywa sie z klasa L, (c) z [113]. Wyniki otrzymane
w [P19], sa uzupelieniem i uogo6lnieniem wynikow uzyskanych w [113].

Wydaje sie rzecza naturalna, ze w wielowymiarowych przestrzeniach, sumy czesciowe ciagu
zmiennych losowych powinny byé normowane przez liniowe operatory albo afiniczne transformacje.
W takim przypadku otrzymujemy klasy operatorowo-samorozktadalnych(OL(R?)) i operatorowo-
stabilnych miar probabilistycznych.

W 1972 Urbanik [207] zdefiniowal klasy rozkladéw granicznych sum czeSciowych niezaleznych
zmiennych losowych o wartoSciach w Rd, normowanych przez transformacje afiniczne. Nazwal te
rozktady miarami probabilistycznymi Lévy’ego. Yamazato [236] zamienil te nazwe na O L-rozklady
i oznaczyt przez OL(Rd) klase wszystkich OL-rozktadéw na Rd, poniewaz jest to uogoélnienie L-
rozkladéw poprzez operatory. Mowimy, P ma operator-samorozktadalnosci, gdy istnieje operator
Q taki, ze P jest c9 rozkladalna dla kazdego 0 < ¢ < 1 ([207]). Operator Q bedziemy nazywaé
operatorem-samorozktadalno$ci, a rozktad P nazywamy ()-samorozkladalnym. W pracach Ma-
ejima, Sato i Watanabe (1999, 2000) [114], [115], Rajba (2006) [P16] badane sa miary na R,
ktore sg c?-rozkladalne, dla kazdego ¢ € C, gdzie C' C [0, 1].

Urbanik w [207] pokazal, ze rozklad P nalezy do OL(]Rd) wtedy 1 tylko wtedy, gdy P ma
operator samorozkladalnodci, przy zalozeniu ze P jest faktycznie d-wymiarowa (tzn. nie jest
skupiona na hiperplaszczyznie o mniejszym wymiarze). Dalej, podal on reprezentacje funkcji
charakterystycznych rozkladow operatorowo-samorozktadalnych (tzn. posiadajacych operator sa-
morozktadalnodci). Inne reprezentacje mozna znalezé np. w pracach Wolfe (1980) [231], Jurek
(1983) [80], [81], Yamazato (1984) [236], Sato i Yamazato (1984, 1985) [186], [187]).

Z drugiej strony, do tej pory nie sa znane reprezentacje O L-rozktaddéw bez zatozenia faktycznej
d-wymiarowosci. Yamazato [236] oznaczyt operatorowo-samorozkladalne rozktady jako OSD-
rozktady i przez OSD(Rd) klase wszystkich OSD-rozktadow. Yamazato [236] podal przykltad
O L-rozkltadu, ktory nie jest operatorowo-samorozktadalny.

Sakovic (1961, 1965) [177], [178] byt pierwszym, ktory badal operatorowo stabilne rozktady
na R%. 7 drugiej strony, Fisz (1954) [50] udowodnit twierdzenie o zbieznosci operatorowego typu
(normalizacja przez macierze). Zar6wno Fisz jak i Sakovic uzywali podejscia wg. zbieznoSci po
wspolrzednych, co prowadzilo do rachunkowych trudnosci.

Niezaleznie od Sakovica, 1 wezesniej przed praca Urbanika [206], Sharpe (1969) [190] badat
klase granicznych rozkladéw afinicznych transformacji sum czesciowych niezaleznych jednakowo
roztozonych zmiennych losowych o wartoéciach w R?. Nazwat on klase takich rozktadow operatoro-
wo-stabilnymi rozktadami, i scharakteryzowal tzw. operator stabilnosci, zakladajac, ze sa one fak-
tycznie d-wymiarowe. W dowodzie uzywal pewnych metod algebraicznych. Podobnie, Urbanik
(1972) [207] dal funkcjonalny dowdd opisujac operatorowo-samorozkladalne miary. To stalo sie
poczatkiem okresu intensywnych badan granicznych rozkladéw. Z kolei, Jurek i Vervaat w [88]
oraz Jurek w [78] otrzymali reprezentacje OSD-rozkladéw jako calki stochastyczne wzgledem
procesu o stacjonarnych i niezaleznych przyrostach (patrz [77], 78], [79], [82], [83], [84]). Jedno-
cze$nie, Wolfe [232] otrzymal te sama reprezentacje na przestrzeni Euklidesowej (patrz tez [233]).
Natomiast w Sato i Yamazato [186] OSD-rozklady na RY sa scharakteryzowane jako graniczne
rozktady procesu typu Ornsteina-Uhlenbecka ([232], d = 1). Monografia Operator limit distribu-
tions in probability theory Jurka i Masona (1993) [87] stanowi podsumowanie intensywnych badan
7 tego okresu.

W pracy [P16] badam (C, Q)-rozkladalnos¢ wzgledem m-krotnie Q-samorozkltadalnych rozkta-
dow na R, gdzie C' C [0,1]. Otrzymuje reprezentacje funkcji charakterystycznych ich rozktadow.
Badam réwniez zwigzane z takimi rozktadami pétgrupy rozkladalnosdci pewnych liniowych ope-
ratorow. Dowodze, ze dla kazdego C C [0,1] (C, zwarta poélgrupa zawiarajaca 0 i 1 ) istnieje
rozktad, ktory jest dokladnie (C, Q)-rozkladalny wzgledem klasy m-krotnie ()-samorozktadalnych
rozktadéw na przestrzeni Euklidesowej.

Moim zdaniem, do najwazniejszych moich wynikéw dotyczacych c-rozkladalnosci miar naleza:
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e Przyklad miary probabilistycznej P takiej, ze jej polgrupa rozkladalnosci D(P) zawiera
otoczenie zera, a P nie jest samorozkladalna, nie jest ona nawet nieskoriczenie podzielna
([P1], Th., p.138).

Praca [P1] jest cytowana w pracy Bunge (1997) [31] i w monografii Jurek i Mason (1993)
[87].

e Twierdzenie, ze zbiér pélgrup rozktadalnosci miar niezdegenerowanych tworzy gesty pod-
zbior w zbiorze C sktadajacym sie ze wszystkich zwartych podpotgrup C C [—1,1] za-
wierajacych obie liczby 01 1 ([P3], Th. 2.1).

Twierdzenie, ze zbiér potgrup D(P, Id) pokrywa sie ze zbiorem C, tzn., ze dla kazdej
C' € C istnieje miara nieskoriczenie podzielna P taka, ze D(P,Id) = C ([P3], Th. 1.3).
Twierdzenie, ze istnieje P € Id taka, ze D(P,1d) # D(P) ([P3], Th. 1.1).

Praca [P3] jest cytowana w 10 pracach bez autocytowan: monografii Jurek i Mason
(1993) [87] oraz w pracach: Urbanik (1984) [211], Bunge (1997) [31], Bouzar i Metron
(2008) [24], Becker-Kern i Hazod (2009) [11], Lindner i Sato (2009, 2011) [106, 107],
Sato(2011, 2014) [184, 185], Aoyama i Nakamura (2012) [1]; moja praca doktorska
Decomposability semigroups associated with probability measures on the real line jest
cytowana przez N. V. Thu (1985) [200].

e Twierdzenia o punktach ekstremalnych zbioru H- nadniezmienniczych miar i C-nadniez-
mienniczych miar. Twierdzenia o reprezentacji catkowej miar spektralnych Lévy’ego
rozkladow c-rozktadalnych wzgledem klasy L, (C € C) ([P9], Th. 3.1, 4.2, 4.3, 4.4).

o Charakteryzacja klasy G, .. ., skladajacej si¢ z generatoréw rozkladéw nalezacych do
klasy Le, ... (k € N), jako klasy rozkladow zmiennych losowych Z spetniajacych

EPMUﬂ+U}<m.

To twierdzenie charakteryzacyjne jest odpowiednikiem twierdzenia Zakusily (1976) w [237]
dla k=1 ( [P8], Th. 1, p. 173).

e Charakteryzacja C-rozkladalnosci wzgledem klasy L., (R?) rozktadéw (m + 1)-krotnie
samorozktadalnych na R W szczegblnosci, przyklady miar, ktére sa dokladnie C-
rozktadalne (C' € C) wzgledem L,,(R?) (|[P19], Statistics and Probability Letters, Impact
Factor 0,386). Wyniki te uzupelniaja i uogélniaja wyniki zawarte w [113].

Zagadnienia z transmisji informacji

Problemy zagadnien z transmisji informacji sa badane w pracach [P4, P6, P7, P12, P13, P14,
P17, P20, P22, P24, P27, P28, P29|.

W pracy [P4] przedstawiono analityczne zaleznosci wiazace prawdopodobienstwo bledow
w transmisji cyfrowej z klasa znieksztalcen czasowych statycznych (zwanych rowniez znieksztatce-
niami jednostronnymi), w obecno$ci szumu gaussowskiego. Przy przesylaniu informacji w postaci
sygnalu binarnego, powszechnie przyjetym kryterium jakosci transmisji jest prawdopodobienistwo
bledéw. W praktyce korzysta sie z tzw. stopy bledéw, czyli przyblizenia prawdopodobienistwa
bledéw na podstawie pomiaréw. Przyblizenie to zalezy od liczby blednie odebranych elementéw.
Aby uzyskaé przyblizenie prawdopodobieristwo bledéw na zadanym poziomie ufnosci [1], [2], nalezy
pomiar kontynuowaé, az do czasu zarejestrowania okreslonej liczby bitéw blednych. Dla kanatéow
wysokiej jako$ci (np. 1076 dla transmisji danych, 1073 w laczach $§wiatlowodowych) czas pomia-
réw musi by¢ odpowiednio dtugi, proporcjonalnie do szybkosci transmisji. Inng wada pomiaru
stopy btedéw jest koniecznosé wytaczenia kanatu z transmisji uzytkowej oraz potrzeba stosowania
sygnalu testujacego. Ponadto ocena kanatu transmisyjnego nie odbywa sie na biezaco w czasie
trwania transmisji uzytkowej. Bardzo interesujace sa te metody oceny jakosci kanaléw transmisji,
ktore korzystaja z uzytkowego sygnalu transmisji (parz np. [224, 59, 66, 35]). W pracy [P4]
szukamy estymatora prawdopodobienistwo bledéw, w zaleznosci od parametréw statycznych znie-
ksztatcen czasowych |7, 8]. Zakladamy obecnosé addytywnego szumu gaussowskiego oraz tego, ze
na wejsciu, odbiornik sygnatu jest zaopatrzony w idealny filtr ktory jest dopasowany do sygnatu
bez statycznych znieksztalcen czasowych [9, 10]. W pracy [P4] otrzymujemy wzory na estyma-
tor prawdopodobienstwa btedéw jako funkcje stosunku sygnal-szum i parametréow znieksztalcen
czasowych. Wystepowanie statycznych znieksztalcenn czasowych zwigzane jest z niedoskonatoscia
sprzetu transmisji danych jak réwniez wynika ono z niezgodno$ci czestotliwosci nosnych transmisji
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danych. Jak wida¢ na wykresach otrzymanych estymatoréw prawdopodobieristwa, nawet niewielki
wzrost statycznych znieksztalcen czasowych powoduje, w obecnosci szumu gaussowskiego, duze
straty jakosci transmisji (pogorszenie jakosci transmisji nawet o kilka rzedow). Warto dodag, ze
w pracy [13], badano na drodze pomiarowej, dla transmisji danych z kluczowaniem czestotliwo-
$ci w analogowym kanale transmisyjnym, zalezno$é prawdopodobienistwa btedéw od statycznych
znieksztalcen czasowych, w obecno$ci szumu gaussowskiego.

W pracach [P7, P6, P12], badalismy jakos¢ tacza transmisji danych FSK pracujacego z rze-
czywistym dyskryminatorem czestotliwosci w obecnosci szumu gaussowskiego ([7, 12, 13]). Bra-
lismy pod uwage efekt znieksztalcen czasowych powodowanych przez rzeczywisty dyskryminator
czestotliwodci. W szczegolnoscei otrzymaliSmy wzér na prawdopodobieristwo btedéw jako funkcje
stosunku sygnal-szum i parametrow znieksztalcen czasowych. Analizowali$my rozne znieksztalce-
nia powstajace na wyjsciu dyskryminatora ([161, 169, 110]. Elementarne znieksztalcenia naleza
do klasy jednostronnych znieksztalceri czasowych sygnatu (bias time distortions). Wynikaja one
z przesuniecia widma powodowanego przez oba filtry nadawczy dolnoprzepustowy i odbiorczy gor-
noprzepustowy. Dynamiczne znieksztalcenia czasu sa wytwarzane przez rzeczywisty dyskrymina-
tor czestotliwosci i sg efektem catkowania ciggu impulséw, przez odbiorczy filtr dolnoprzepustowy
(por. [201, 110]) (dynamic time distortions). Z kolei, stochastyczne znieksztalcenia czasowe wy-
nikaja z obecnosci szumu gaussowskiego w kanale nosnym. Moga one by¢ aproksymowane ucietym
rozkladem gaussowskim ([201]). W poprzednich badaniach by} rozwazany idealny dyskrymina-
tor czestotliwosci jako demodulator, i w efekcie byt pomijany wplyw znieksztalcen czasowych
([13, 121, 156, 171, 202]). W naszych pracach rozwazamy FSK system z rzeczywistym dys-
kryminatorem czestotliwo$ci, co umozliwia badanie tych znieksztatcenn. Parametry znieksztalcen
czasowych sa wygodnym parametrem charakteryzujacym jako$¢ transmisji, ale wzor na prawdo-
podobienistwo btedu w zaleznosci od tych parametréw nie byt dotychczas znany.

W pracy [P13] podajemy metode estymacji dyspersji dynamicznych znieksztalcen czasowych.
Stosujemy elementy teorii granicznych rozktadéw ekstremalnych porzadkowych statystyk pozy-
cyjnych ([95, 101]. Dyspersja dynamicznych znieksztalcen czasowych jest parametrem, ktory
wystepuje we wzorze na prawdopodobieristwo bledu w systemie FSK z rzeczywistym dyskrymina-
torem czestotliwosci, ktory otrzymalismy w pracy [P7].

W pracy [P14] przedstawiono metode wielopunktowego pomiaru temperatury (por. [128])
oraz transmisji komunikatéw o przekroczeniu wartosci krytycznych. Wyniki pomiaréw s prezen-
towane na mobilnym terminalu. Wykorzystano technologie Bluetooth ([129]) do transmisji infor-
macji z komputera do telefonu komérkowego pelniacego role terminala mobilnego. Jednoczesnie
telefon ten pracuje w sieci GSM, i w przypadku przekroczenia dopuszczalnej wartosci temperatury
ktoregokolwiek z czujnikow generuje komunikaty SMS o przekroczeniu wartosci krytycznej (por.
[38, 60, 203, 229]), wysytane do ustalonych numeréw telefonicznych.

W pracy [P17] przedstawiono rozwiazanie zagadnienia wspomagania decyzji dowodcy jachtu
podczas manewrow. Informacje sg dostarczane z czujnikdéw i urzadzen poktadowych na mobilny
terminal dowddcy (przystosowany telefon komorkowy Siemens S55), wykorzystano w tym celu
tacze radiowe zrealizowane na bazie technologii Bluetooth ([129]). Terminal dowddcy otrzymuje
informacje, jak réwniez wysyta komunikaty o przekroczeniu wartosci krytycznych kontrolowanych
wielkosci fizycznych (patrz [38, 60, 203, 229]).

W pracach [P20, P22, P24, P27, P28, P29] przedstawiamy nowa metode losowego stero-
wania w bezprzewodowych sieciach czujnikow (WSN). Losowe sterowanie praca sieci jest zrealizo-
wane poprzez uzycie poissonowskiego strumienia zgloszeri do modelowania naszej sieci (PASTA,
patrz [5, 6]). W proponowanym rozwiazaniu pojedynczy czujnik-nadajnik (w skrocie, czujnik)
pozostaje nieaktywny przez caly czas, z wyjatkiem losowo wybranych momentéw czasowych, gdy
wysyla informacje o mierzonej wielkosci do bazy centralnej. Wszystkie czujniki wysytaja informa-
cje niezaleznie jeden od drugiego. Jest to sie¢ zbiorcza z informacja wysytang tylko w jedng strone,
przy uzyciu tylko jednej czestotliwosci radiowej. W efekcie jest duza oszczedno$é energii czujni-
kéw, nadawany protokol moze by¢ krotki. Skutkuje to tez duzym uproszczeniem sprzetowym. W
naszych pracach budujemy model matematyczny sieci i analizujemy poprawno$¢ dziatania sieci.

Przy tych zatozeniach pojawia sie problem zakldécenia transmisji sygnatu. Jezeli jeden lub
wiecej czujnikéw zacznie nadawacé podczas trwania nadawania protokotu przez jakis§ czujnik, taka
sytuacja jest nazywana kolizja. Taki zaklécony sygnat jest ignorowany. Akceptujemy pewne straty
informacji, zyskujac prostote calego systemu i sprzetowa. W pracach [P20, P22, P24] wszystkie
czujniki maja jednakowy $redni czas pomiedzy transmisjami, natomiast w [P27] sa podzielone na
grupy, w ktorych jest taki sam $redni czas pomiedzy transmisjami pojedynczego czujnika. W [P20]
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otrzymujemy wzér na warunkowe prawdopodobienstwo kolizji w przedziale o danej dtugosci, przy
zalozeniu danej liczby nadan w przedziale. W pracach [P22, P24, P27] otrzymujemy twierdzenia
0 bezwarunkowym prawdopodobienistwie kolizji.

W pracy [P27] przedstawiamy przyklad zastosowania bezprzewodowej sieci czujnikow z jed-
nokierunkowa transmisja do monitorowania stanu pacjentow szpitala. Wezly sieci (czujniki) sa
podzielone na grupy, w ktorych jest taki sam $redni czas pomiedzy transmisjami, zalezacy od stanu
zdrowia pacjentow. Otrzymujemy wzér na prawdopodobienstwo kolizji, ktory jest weryfikowany
poprzez badania symulacyjne pracy sieci.

W pracy [P28] badamy prawdopodobienstwo kolizji w sieci WSN obliczone na podstawie
wyrazenia analitycznego i poréwnujemy z prawdopodobienistwem kolizji otrzymanym na podstawie
komputerowej symulacji pracy sieci.

W pracy [P29] otrzymujemy wzor na prawdopodobieristwo kolizji w sieci WSN z losowymi
parametrami charakteryzujacymi sie¢. Celem jest lepsze dopasowanie modelu sieci z losowym
dostepem do konkretnych aplikacji.

[P22] jest w monografii Knowledge in telecommunication technologies and optics, 2011. [P20]
jest w czasopiSmie PAK. Praca [P24] jest w czasopiSmie PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY
(Electrical Review) z listy filadelfijskiej, impact factor 0,244 . Praca [P27] byla prezentowana na
IEEE Symposium Series on Computational Intelligence, IEEE SSCI 2013 Singapore, ktére odbyto
sie w dn. 16 — 19.04.2013, w Singapurze, jak réwniez jest w Proceedings publikowanych przez
IEEE. Moim zdaniem, do najwazniejszych moich wynikéw dotyczacych zagadnieri z transmisji
danych naleza:

e otrzymanie wzoréw na prawdopodobieristwo bledéw w transmisji cyfrowej w zaleznosci
od parametrow znieksztalcen czasowych statycznych i szumu gaussowskiego [P4] oraz w
systemach FSK pracujacych z rzeczywistym dyskryminatorem czestotliwosci w obecnosci
szumu gaussowskiego [P7, P6, P12],

e podanie metody estymacji dyspersji dynamicznych znieksztatcen czasowych [P13], ktora
otrzymujemy stosujac elementy teorii granicznych rozkladéw ekstremalnych porzadko-
wych statystyk pozycyjnych ([95, 101]),

e opracowanie nowej metody losowego sterowania w bezprzewodowych sieciach czujnikéw
(WSN) poprzez opracowanie modelu bezprzewodowej sieci czujnikow (WSN) w opar-
ciu o poissonowski strumien zgloszeri i otrzymanie wzoréw na: prawdopodobienistwo
kolizji warunkowego [P20], bezwarunkowego prawdopodobienstwa kolizji [P22, P24],
prawdopodobienstwo kolizji dla sieci z podzialem czujnikéw na grupy, z réznym Srednim
czasem pomiedzy transmisjami pojedynczego czujnika [P27] oraz prawdopodobieristwo
kolizji w sieci WSN z losowymi parametrami charakteryzujacymi sie¢ [P29]; przedsta-
wiony model jest modelem zbiorczej sieci z informacja wysytana tylko w jedna strone,
przy uzyciu tylko jednej czestotliwosci radiowej, w efekcie czego uzyskujemy znacznag,
osczednosc energii i duze uproszczenie sprzetowe; informacja jest wysytana w losowych
momentach czasowych, co moze sutkowa¢ wystepowaniem kolizji, otrzymanie wzoru na
prawdopodobienstwo kolizji umozliwia analize poprawnosci dziatania sieci w zaleznosci
od parametréow pracy sieci; przedstawiony w [P29] model sieci WSN z losowymi para-
metrami charakteryzujacymi sie¢ umozliwia lepsze dopasowanie modelu sieci z losowym
dostepem do konkretnych aplikacji.
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e INNE WYSTAPIENIA. ODCZYTY POPULARYZATORSKIE

(1) Wygloszenie kilkudziesieciu referatéw o wynikach wlasnych badan na Seminarium
Probabilistycznym, na Uniwersytecie Wroctawskim w latach 1976 - 1999 oraz na Se-
minarium Katedralnym, Katedry Matematyki i Informatyki w Akademii Techniczno
- Humanistycznej, od 2001.



75

(2) 6 referatéow na Seminarium z réwnan i nieréwnosci funkcyjnych o wielu zmiennych,

na Uniwersytecie Slaskim:

O funkcjach delta-wypuktych n-tego rzedu, I, 10.12.2012.

O funkcjach delta-wypuktych n-tego rzedu, I1I, 26.11.2012r.

Interpretacja probabilistyczna nierdwno$ci Hermite’a- Hadamarda, 16.04.2012.
O funkcjach wypuktych n-tego rzedu, 15.03.2012.

O funkcjach silnie delta-wypuktych, 03.03.2014.

O funkcjach silnie delta-wypuktych II, 10.03.2014.

(3) 2 referaty na Seminarium z réwnan funkcyjnych, na Uniwersytecie Slaskim:
Poréwnanie klas funkcji wypuklych wyzszych rzedéw w sensie Wrighta i Jensena,
11, 21.02.2012.

Reprezentacje catkowe funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow, 17.05.2012.

(4) Referat pt. O randomizacji funkcji wielokrotnie wypuktych w sensie Wrighta, na
Seminarium Katedralnym Katedry Matematyki Wydziatu Elektrotechniki i Infor-
matyki Politechniki Lubelskiej, 13.10.2011.

(5) Referat pt. O samorozktadalnosci miar probabilistycznych na Seminarium Probabi-
listycznym, na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszaw-
skiej, 28.05.2003.

(6) Odczyt pt. Rozktadalnosé miar probabilistycznych, 10.10.2002.
na zaproszenie Gornoslaskiego Oddziatu Polskiego Towarzystwa Matematycznego
w Katowicach, na Uniwersytecie Slaskim,

(7) Odczyty popularyzatorskie wygtaszane w ramach Beskidzkiego Festiwalu Nauki
i Sztuki:

O paradoksach w rachunku prawdopodobieristwa, 2002.
O przesladowaniu przez pech, 2004.
Czy warto rzucaé monetq, 2008.

e Osiaggniecia dydaktyczne

Promotorstwo kilkunastu prac magisterskich na Uniwersytecie Wroctawskim w latach
1981 - 1999.

e Nagrody

(1) Nagroda Rektora ATH za osiagniecia naukowe, 2001.

(2) Dwie Nagrody Prorektora Politechniki L.odzkiej za osiagniecia naukowe, 1999, 2000,

(3) Trzy Nagrody Rektora Uniwersytetu Wroclawskiego, za osiagniecia naukowe, 1978,
1979, 1982.

(4) Nagroda PAN za prace Z ZAKRESU TEORII PRAWDOPODOBIENSTWA, 1981.

(5) Nagroda I STOPNIA, w KONKURSIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATE-
MATYCZNEGO na najlepsza prace studencka z teorii prawdopodobienstwa i za-
stosowan matematyki, za prace magisterska Potgrupy rozktadalnosci miar probabi-
listycznych na prostej rzeczywistej, 1976.

e Recenzowanie publikacji w czasopismach miedzynarodowych i krajowych

Applicationes Mathematicae, 1981 — 1990, kilka zrecenzowanych manuskryptow publika-
cji,

Aequationes Mathematicae (czasopismo z bazy JCR), 2012 — 2014, trzy recenzje manu-
skryptow publikacji,

Carpathian Journal of Mathematics (czasopismo z bazy JCR), — 2014, jedna recenzja
manuskryptu publikacji,

Journal of Mathematical Inequalities (czasopismo z bazy JCR), — 2014, jedna recenzja
manuskryptu publikacji.
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