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ZAKRES MERYTORYCZNY ROZMOWY KWALIFIKACYJNEJ
PRZY REKRUTACJI DO SZKOLY DOKTORSKIEJ US W
DYSCYPLINIE MATEMATYKA

Wersja polska
1. ALGEBRA

e Teoria grup: grupy, podgrupy, homomorfizmy grup, podgrupy normalne,
grupy ilorazowe, twierdzenia o izomorfizmie, klasyczne przyktady grup, gru-
Py permutacji.

e Teoria pierScieni: pierscienie, podpierscienie, idealy, idealy gtowne, idealy
pierwsze i maksymalne, pierscienie catkowite, pierscienie euklidesowe i pier-
$cienie ideatéow glownych, pierécienie z jednoznacznym rozktadem, pierscie-
nie lokalne i lokalizacja wzgledem idealu, piericienie wielomianéw.

e Teoria cial: ciala i podciata, rozszerzenia cial, rozszerzenia skoniczone i al-
gebraiczne, elementy algebraiczne, wielomian minimalny elementu algebra-
icznego, cialo rozkltadu wielomianu, ciata algebraicznie domkniecie, ciala
skoriczone, grupa multiplikatywna cialta skonczonego.

e Algebra liniowa: moduly i podmoduly, modutly ilorazowe, homomorfizmy
modutéw, moduty wolne i przestrzenie liniowe, baza, rzad modutu i wy-
miar przestrzeni liniowej, moduty projektywne, wartosci i wektory wlasne,
wyznacznik i wielomian charakterystyczny.

e Algebra homologiczna: kompleksy modultow i ciagi doktadne, moduty tan-
cuchéw, homomorfizmy brzegowe, moduty brzegoéw i cykli, moduly homo-
logii.

2. ANALIZA FUNKCJONALNA

e Przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha, przyktady.

e Operatory liniowe przestrzeni unormowanych, funkcjonaly liniowe i ciggte,
norma w przestrzeni L(X,Y"). Przestrzen sprzezona do przestrzeni unormo-
wanej.

e Twierdzenie Hahna-Banacha i jego konsekwencje.

e Twierdzenie o odwzorowaniu otwartym, twierdzenie o domknietym wykre-
sie. Twierdzenie Banacha-Steinhausa.

e Przestrzenie unitarne i przestrzenie Hilberta, przyktady. Warunek réwno-
legtoboku, nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza.

e Prostopadlosé i rzutowanie prostopadlte. Twierdzenie o zbiorze wypuklym
i rzucie prostopadtym. Dopelnienie ortogonalne.

e Twierdzenie Riesza o postaci ciaglych funkcjonatéw liniowych w przestrzeni
Hilberta, przestrzen sprzezona.

e Uklady ortonormalne i szeregi Fouriera w przestrzeni Hilberta. Uktad try-
gonometryczny i jego zupelnosé.
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3. MATEMATYKA OBLICZENIOWA

Arytmetyka wielomianowa: algorytmy szybkiego mnozenia, dzielenie i pseudo-
dzielenie wielomianéw, algorytm Euklidesa i jego warianty, tozsamosé Bézo-
uta.

Algorytmy macierzowe: szybkie mnozenie macierzy, wyznaczanie wartosci i
wektorow wlasnych, diagonalizacja i jej zastosowanie do potegowania macie-
rzowego, szybkie obliczanie wyznacznika, algorytmy obliczania wyznacznika
bez dzielenia.

Rozktad bezkwadratowy wielomianu i jego zastosowania, catkowanie sym-
boliczne funkcji wymiernych.

Szacowanie i izolacja pierwiastkow wielomianéw, oszacowania gorne i dol-
ne pierwiastkow wielomianow (np. wzory Cauchy’ego, oszacowanie Honga,
twierdzenie Laguerre’a—Samuelsona), twierdzenie Sturma, zasada znakéow
Kartezjusza.

Jawne wzory na pierwiastki wielomianéw niskich stopni, twierdzenie Abela—
Ruffiniego.

Aproksymacja pierwiastkow wielomianéw: metody bisekcji i Newtona—Raphsona,

inne metody aproksymacji pierwiastkow (np. metoda regula falsi, siecznych,
Laguerre’a, algorytm QIR).

Rugownik dwoch wielomianéw, wzor Sylvestera, zwigzek z algorytmem Eu-
klidesa, zwigzek pomiedzy rugownikiem a macierza stowarzyszona, twier-
dzenia o eliminacji i przedtuzaniu.

e Wyr6znik wielomianu jednej zmienne;j.
e Bazy Grobmnera: porzadki jednomianowe, S-wielomiany i kryterium Buch-

bergera, algorytm Buchbergera, minimalne i zredukowane bazy Grobnera,
eliminacja z uzyciem baz Grébnera.

4. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Elementy kombinatoryki.

Aksjomatyka przestrzeni probabilistycznej.

Modele prawdopodobienstwa klasycznego i geometrycznego.
Prawdopodobienstwo warunkowe, wzér na prawdopodobieristwo calkowite,
wzor Bayesa.

Niezaleznosé¢ zdarzen i klas zdarzen, lemat Borela—Cantellego, prawo 0 — 1
Kolmogorowa.

Zmienne losowe, ich rozktady, dystrybuanty i gestosci, przyktady rozktadow
dyskretnych i cigglych.

Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych: warto$¢ oczekiwana, warian-
cja, odchylenie standardowe, momenty.

e Funkcje tworzace i ich zastosowania.
e Nieréwnosci probabilistyczne: Markowa, Czebyszewa-Bienaymé i Holdera.

Wektory losowe, rozktady wielowymiarowe, rozklady brzegowe, niezalez-
no$¢ zmiennych losowych.

Kowariancja, macierz kowariancji, wspotczynnik korelacji.
Wielowymiarowy rozktad normalny.

Funkcja charakterystyczna i jej wlasnosci.

Rozne rodzaje zbieznosci zmiennych losowych: zbiezno$é prawie na pewno,
wedlug prawdopodobienistwa, wedtug rozktadu oraz zaleznosci miedzy nimi.
Zwiazek miedzy zbieznoscia wedlug rozktadu a punktows zbieznoscia funk-
cji charakterystycznych.

e Twierdzenia graniczne: centralne twierdzenie graniczne, prawa wielkich liczb.
e Warunkowa warto$é¢ oczekiwana.
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e Martyngaly z czasem dyskretnym.
e Dyskretne taiicuchy Markowa.

5. ROWNANIA ROZNICZKOWE

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego: twierdzenia
Peano, Picarda, Cauchy’ego, metoda tamanych Eulera i metoda kolejnych
przyblizen. Zaleznos¢ od warunkéw poczatkowych i parametréow, rozwigza-
nia wysycone. Twierdzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej dla rownan réznicz-
kowych czastkowych.

Uktady liniowych réwnan rézniczkowych I rzedu: rozwigzania fundamental-
ne, wzor Liouville’a, formuta uzmienniania statych, uktady o stalych wspot-
czynnikach.

e Roéwnania rézniczkowe liniowe wyzszych rzedow.
e Punkty krytyczne uktadéw autonomicznych: stabilno$é¢ Lapunowa rozwia-

zan, portrety fazowe na plaszczyznie, twierdzenie Grobmana-Hartmana,
kryteria Lapunowa o stabilnosci.

Roéwnania eliptyczne: réwnanie Laplace’a, rozwiazanie podstawowe, funkcje
harmoniczne, zasady maksimum i jednoznaczno$é¢ rozwiazan zadania Diri-
chleta, nierowno$é¢ Harnacka, rownanie Poissona, formula reprezentacyjna
Greena, wzor Poissona dla kuli, warto$ci wlasne symetrycznych operatorow
eliptycznych.

Roéwnania paraboliczne: rownanie przewodnictwa cieplnego, rozwiazanie pod-
stawowe, rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego, zasada maksimum i jedno-
znaczno$¢ rozwiazan zadania Dirichleta, metoda rozdzielania zmiennych,
transformacja Fouriera.

Rownania hiperboliczne: roéwnanie falowe, wzor d’Alemberta, wzor Kirch-
hoffa.

Przestrzenie Sobolewa: stabe pochodne, nieréwnosci Poincarégo, Gagliardo-
Nirenberga i Morreya, zanurzenia Sobolewa, twierdzenie Rellicha-Kondraszowa,
twierdzenie Rademachera.

e Stabe rozwiazania rownan eliptycznych drugiego rzedu: lemat Laxa-Milgrama.
e Podstawowe pojecia teorii dystrybucji.

6. TOPOLOGIA

Metody wprowadzania topologii.

Domkniecie oraz wnetrze zbioru. Zbiory geste, nigdziegeste.
Podprzestrzen. Topologia dziedziczona.

Aksjomaty oddzielania.

Odwzorowania ciagle, homeomorfizmy.

Przestrzenie ilorazowe i odwzorowania ilorazowe.

Twierdzenia metryzacyjne.

Parazwarto§¢ przestrzeni. Parazwartos¢ przestrzeni metryzowalnych.
Tloczyny kartezjariskie przestrzeni topologicznych.

Zwarto$¢ przestrzeni topologicznych, charakteryzacja zwartosci w przestrze-
niach metrycznych.

Topologiczna charakteryzacja zbioru Cantora.

e Twierdzenie Tichonowa o zwartosci. Przestrzen uniwersalna dla przestrzeni

Tichonowa wagi k.

Niezmienniki kardynalne w przestrzeniach topologicznych: waga przestrze-
ni, charakter przestrzeni, charakter w punkcie, liczba Suslina, liczba Linde-
16fa, gestos¢ przestrzeni.

Przestrzenie metryczne zupelne, twierdzenie Cantora.
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e Zupelnos$é w sensie Cecha, twierdzenie Baire’a o kategorii.
e Przestrzenie spdjne.

English version
1. ALGEBRA

e Group theory: groups, subgroups, group homomorphisms, normal subgro-
ups, quotient groups, isomorphism theorems, classical examples of groups,
permutation groups.

e Ring theory: rings, subrings, ideals, principal ideals, prime and maximal ide-
als, integral domains, Euclidean rings and principal ideal domains, unique
factorization domains, local rings and localization at an ideal, polynomial
rings.

e Field theory: fields and subfields, field extensions, finite and algebraic exten-
sions, algebraic elements, minimal polynomial of an algebraic element, split-
ting field of a polynomial, algebraically closed fields, finite fields, multipli-
cative group of a finite field.

e Linear algebra: modules and submodules, quotient modules, module homo-
morphisms, free modules and vector spaces, basis, rank of a module and
dimension of a vector space, projective modules, eigenvalues and eigenvec-
tors, determinant and characteristic polynomial.

e Homological algebra: module complexes and exact sequences, chain mo-
dules, boundary homomorphisms, boundary and cycle modules, homology
modules.

2. FUNCTIONAL ANALYSIS

e Normed spaces and Banach spaces, examples.

e Linear operators in normed spaces, continuous linear functionals, norm in
the space L(X,Y’). Dual normed space.

e The Hahn-Banach theorem and its consequences.

e Open mapping theorem, closed graph theorem. Banach-Steinhaus theorem.

e Inner product spaces and Hilbert spaces, examples. Parallelogram law,
Cauchy-Schwarz inequality.

e Orthogonality and orthogonal projection. Orthogonal projection on a co-
nvex set. Orthogonal complement.

e The Riesz representation theorem for continuous linear functionals in Hil-
bert space. Dual space.

e Orthogonal systems and Fourier series in Hilbert spaces. The trigonometric
system and its completeness.

3. COMPUTATIONAL MATHEMATICS

e Polynomial arithmetic: fast multiplication algorithms, polynomial division
and pseudo-division, the Euclidean algorithm and its variants, Bézout’s
identity.

e Matrix algorithms: fast matrix multiplication, finding eigenvalues and eige-
nvectors, diagonalization and its application to matrix exponentiation, fast
determinant calculation, division-free determinant algorithms.

e Square-free factorization of polynomials and its applications, symbolic in-
tegration of rational functions.

e Estimation and isolation of polynomial roots: upper and lower bounds for
polynomial roots (e.g., Cauchy’s bounds, Hong’s bound, Laguerre-Samuelson
theorem), Sturm’s theorem, Descartes’ rule of signs.
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Explicit formulas for the roots of low-degree polynomials, Abel-Ruffini the-
orem.

Polynomial root approximation: bisection and Newton-Raphson methods,
other approximation methods (e.g., regula falsi, secant, Laguerre’s methods,
QIR algorithm).

The resultant of two polynomials, Sylvester’s formula, connection to the
Euclidean algorithm, the relationship between the resultant and the asso-
ciated matrix, elimination and extension theorems.

e Discriminant of a univariate polynomial.
e Grobner bases: monomial orders, S-polynomials and Buchberger’s criterion,

Buchberger’s algorithm, minimal and reduced Grobner bases, elimination
using Grobner bases.

4. THEORY OF PROBABILITY

Elements of combinatorics.

Axioms of a probability space.

Classical and geometric probability models.

Conditional probability, the law of total probability, Bayes’ formula.
Independence of events and families of events, the Borel-Cantelli lemma,
Kolmogorov’s 0-1 law.

Random variables, their distributions, cumulative distribution functions
and probability densities, examples of discrete and continuous distributions.
Numerical characteristics of random variables: expectation, variance, stan-
dard deviation, moments.

e Generating functions and their applications.
e Probabilistic inequalities: Markov’s, Chebyshev—Bienaymé’s, and Holder’s

inequalities.

Random vectors, multivariate distributions, marginal distributions, inde-
pendence of random variables.

Covariance, covariance matrix, correlation coefficient.

Multivariate normal distribution.

Characteristic function and its properties.

Modes of convergence of random variables: almost sure convergence, co-
nvergence in probability, convergence in distribution, and the relationships
between them.

The relationship between convergence in distribution and pointwise conver-
gence of characteristic functions.

Limit theorems: the central limit theorem, laws of large numbers.
Conditional expectation.

Discrete-time martingales.

Discrete-time Markov chains.

5. DIFFERENTIAL EQUATIONS

Existence and uniqueness of solutions of the Cauchy problem: Peano’s, Pi-
card’s, Cauchy’s theorems, Euler’s method, method of successive approxi-
mations. Dependence on initial data and parameters, solutions defined on
the maximal interval of existence. Cauchy-Kovalevskaya theorem for partial
differential equations.

Systems of linear first order ODEs: fundamental solutions, Liouville’s for-
mula, variation of constants formula, systems with constant coefficients.
Linear higher order ODEs.
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Critical points of autonomous systems: Lyapunov stability, planar phase
portraits, Grobman-Hartman theorem, Lyapunov stability criteria.
Elliptic equations: Laplace’s equation, fundamental solution, harmonic func-
tions, maximum principles and uniqueness of solutions for the Dirichlet
problem, Harnack’s inequality, Poisson’s equation, Green’s representation
formula, Poisson’s formula for a ball, eigenvalues of symmetric elliptic ope-
rators.

Parabolic equations: heat equation, fundamental solution, solution of the
initial-value problem, maximum principle and uniqueness of solutions for
the Dirichlet problem, separation of variables, Fourier transform.
Hyperbolic equations: wave equation, d’Alembert’s formula, Kirchhoff’s for-
mula.

Sobolev spaces: weak derivatives, Poincaré’s, Gagliardo-Nirenberg and Mor-
rey’s inequalities, Sobolev embeddings, Rellich-Kondrachov theorem, Rade-
macher’s theorem.

e Weak solutions of second order elliptic equations: Lax-Milgram lemma.
e Basic notions of distribution theory.

6. TOPOLOGY

Methods of generating topologies.

Closure and interior of a set. Dense sets, nowhere dense sets.
Subspace. Induced topology.

Separation axioms.

Continuous mappings, homeomorphisms.

Quotient spaces and quotient mappings.

Metrization theorems.

Paracompact spaces. Paracompactness of metrizable spaces.
Cartesian product of topological spaces.

Compactness of topological spaces, characterization of compactness in me-
tric spaces.

Topological characterization of the Cantor set.

e Tychonoff’s theorem. The universal space for all Tychonoff spaces of we-

ight k.

Cardinal invariants in topological spaces: the weight of a space, the cha-
racter of a space, the character at a point, the Suslin number, the Lindelof
number, the density of a space.

e Complete metric spaces, Cantor’s theorem.
e Cech complete spaces, Baire’s category theorem.
e Connected spaces.



